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ПЕРЕДМОВА

Ініціатором підготовки цього навчального посібника, його редакто-
ром і одним з авторів є доктор географічних наук, професор Анатолій Фе-
дорович Ківганов, який очолював кафедру теоретичної метеорології та ме-
теорологічних прогнозів протягом 26 років до своєї передчасної кончини
(17 грудня 1999 року).

Неабияка людина, обдарований вчений, талановитий педагог А.Ф.
Ківганов завжди приділяв велику увагу навчальній роботі і брав активну
участь в підготовці методичних розробок з найбільш складних питань тео-
ретичної метеорології і чисельних методів прогнозу погоди. Так, останні
роки у співавторстві з викладачами кафедри ним були підготовлені мето-
дичні вказівки з таких важливих та складних теоретичних питань як фізич-
ний аналіз рівняння завихреності і його застосування до задачі гідродина-
мічного прогнозу, адіабатичні інваріанти в атмосферних моделях, динамі-
чне узгодження метеорологічних полів.

Надаючи велике значення самостійній роботі студентів як однієї з
найактивніших форм навчання, А.Ф. Ківганов планував побудувати навчаль-
ний посібник таким чином, щоб студенти могли самостійно вивчити най-
простіші гідродинамічні моделі прогнозу, які базуються на використанні
геострофiчного наближення, та ознайомитися зі скінченнорізницевими ме-
тодами їх чисельної реалізації. Тому два великі розділи навчального посіб-
ника присвячені питанням побудови фільтрованих моделей для баротроп-
ної і бароклінної атмосфери, фізичному аналізу точних розв�язків прогнос-
тичних рівнянь і чисельним методам їх розв�язання; окремо розглядається
питання про розрахунок правих частин прогностичних рівнянь для баро-
тропної і бароклінної атмосфери за допомогою сіткових методів. Таким
чином, вивчення цієї частини посібника допомагає студентам, з одного бо-
ку, зрозуміти методологію побудови математичних моделей прогнозу ме-
теорологічних полів, а з іншого боку - ознайомитися з найпростішими спо-
собами застосування сіткових методів для розв�язання прогностичних за-
дач.

В розділах 3-6 викладаються основи сіткових методів і способи їх
практичного використання при чисельній реалізації моделей за повними
рівняннями. Тут викладені схеми інтегрування за часом, що використову-
ються найчастіше, і для цих схем наведені результати дослідження обчис-
лювальної нестійкості.

Завершується навчальний посібник розділами, в яких наведені скін-
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ченнорізницеві моделі, що використовуються в оперативній практиці закор-
донних країн. Головна мета цих розділів полягає в тому, щоб ознайомити
студентів з вимогами, які ставляться до оперативних моделей, та методо-
логією їх побудови на основі повної системи рівнянь гідротермодинаміки.

В додатках до кожної теми пропонуються контрольні запитання або
практичні завдання, виконання яких буде сприяти більш глибокому розу-
мінню студентами теоретичного матеріалу.

На закінчення автори висловлюють глибоку вдячність О.Д. Соколен-
ко, яка взяла на себе нелегку працю технічного редагування рукопису
українською мовою.
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РОЗДІЛ  1
ФІЛЬТРОВАНІ МОДЕЛІ ГІДРОДИНАМІЧНОГО

ПРОГНОЗУ ПОГОДИ

До фiльтрованих слiд вiднести такi моделi, в яких використовуються
деякi обмеження, що дозволяють виключити iз системи рiвнянь
гiдротермодинамiки хвильовi рiшення, несуттєвi для макромасштабних
атмосферних процесiв.

Одним iз основних обмежень є квазiгеострофiчне наближення, за-
сноване на гiпотезi близькості реального вiтру до геострофiчного в шарi
атмосфери, який прийнято називати вiльною атмосферою. Це обмеження
дає змогу виключити iз системи рiвнянь розв�язок, що описує гравiтацiйнi
хвилi. Тому ми i називаємо такi моделi фiльтрованими.

До фiльтрованих належать i моделi, якi називаються квазiсоле-
ноїдальними. В них частково описуються вiдхилення вiтру вiд геост-
рофiчного i тому такi моделi краще вiдтворюють еволюцiю метеоро-
логiчних полiв [1].

Прогнози, складенi з допомогою фiльтрованих моделей, не такi
успiшнi, як прогнози за повними рiвняннями гiдротермодинамiки. Однак
фiльтрованi моделi набагато простiшi i не такi вимогливi до швидкодiї об-
числювальних машин та вихiдної iнформацiї. Головна перевага таких мо-
делей у тому, що вони дають змогу одержати аналiтичний розв�язок, який
у явному виглядi мiстить головнi фiзичнi фактори, що описують еволюцiю
метеорологiчних полiв. Незважаючи на те, що в оперативнiй практицi ви-
користовуються моделi гiдродинамiчного прогнозу за повними
рiвняннями, вивчення фiльтрованих моделей необхiдне для розумiння
фiзики атмосферних процесiв. 

1.1  Теорія фільтрованих моделей

В дослiдженнях щодо гiдродинамiчного прогнозу погоди атмосфера
розглядається як середовище постiйного газового складу, яке може стиска-
тися, вважатися суцiльним, яке знаходиться пiд дiєю сили земного тяжiння
i обертається разом iз Землею навколо її осi. Таке припущення задовiльно
описує головнi закономiрностi руху повiтря в нижнiх шарах атмосфери:
тропосферi (верхня межа якої знаходиться на висотi бiля 10 км над рiвнем
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землi) i нижнiй стратосферi (з верхньою межею 35 км). Цi два шари
мiстять у собi 99.4% всiєї маси атмосфери. В гiдродинамiчних методах
прогнозу погоди саме у цих двох шарах склад повiтря можна вважати по-
стiйним, знехтувати дiєю електромагнiтних сил, не брати до уваги особли-
вості руху, пов�язані з динамiкою розріджених газiв.

Фiзичною i математичною основою гiдродинамiчного прогнозу є за-
кони збереження iмпульсу, маси i енергiї. Якщо їх застосувати до вказаних
шарiв атмосфери, то ми отримаємо рiвняння Ньютона для суцiльного сере-
довища, рiвняння нерозривностi та рiвняння першого початку термоди-
намiки. Перелiченi рiвняння унiверсальнi у тому сенсi, що вони можуть за-
стосовуватися до будь-яких рiдин i газiв у звичному дiапазонi змiнювання
тиску, температури i швидкостi незалежно вiд складу рiдин чи газiв,
зовнiшнiх меж та стану руху.

Наведемо без виведення систему рiвнянь гiдротермодинамiки, яка
описує процеси в бiльшiй частинi атмосфери. У пов�язанiй iз Землею, яка
обертається, вiдноснiй системi координат цi рiвняння матимуть вигляд:

,

,
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dt
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dt
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dt
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pp
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ρ
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                               (1.1)

де V - тривимiрний вектор швидкостi,
ω - вектор кутової швидкостi обертання Землi навколо своєї осi,
g - вектор сили тяжiння,
p, ρ, T - тиск, густина, абсолютна температура повiтря,
R - питома газова стала для сухого повiтря,
F - сила молекулярної в�язкостi,
ε - теплообмiн одиничного об�єму за одиницю часу,
cp - питома теплоємнiсть при постiйному тиску,

zyx ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=∇ kji  - оператор Гамiльтона.

Першi три рiвняння системи (1.1) зображують математичний опис
законiв збереження: iмпульсу (або другого закону Ньютона), маси та
внутрiшньої енергiї газу, а четверте - стану сухого повiтря (або рiвняння
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Менделєєва-Клапейрона).
Для розв�язання задач гiдродинамiчного прогнозу векторне рiвняння

руху записується у скалярному виглядi або ж проектується на осi вибраної
системи координат. В локальнiй декартовiй системi координат, де вісь x
направлена по дотичнiй до широтного кола з заходу на схiд, вісь y � по до-
тичнiй до меридiана з пiвдня на пiвнiч, вісь z � по мiсцевiй вертикалi дого-
ри, рiвняння руху матимуть вигляд:
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                          (1.2)

де ϕ - широта мiсця,
Fx, Fy, Fz - проекцiї сили молекулярної в�язкостi F на осi вибраної
системи координат,
ω - модуль вектора кутової швидкостi обертання Землi, що
дорiвнює 7.29⋅10-5 с-1.

З урахуванням (1.2) i виразу для дивергенцiї, який записується таким
чином:
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систему (1.1) приведемо до вигляду:
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В (1.3) l = 2ωsinϕ, l1 = 2ωcosϕ - параметри Коріолiса; u, v, w, p, ρ, T -
невiдомi миттєвi значення метеорологiчних величин.

Для урахування турбулентного характеру атмосферних рухiв в сис-
темi (1.3) необхiдно перейти вiд миттєвих значень метеовеличин до їх се-
реднiх або згладжених .При цьому в нових рiвняннях з�являться складовi
сили турбулентної в�язкостi, якi набагато бiльшi за вiдповiдні складові си-
ли молекулярної в�язкостi. Рiвняння для середнiх значеньu,v,w,p,ρ,
T, можна представити у виглядi (1.1), (1.2), (1.3), якщо вважати Fx, Fy, Fz

проекцiями вектора сили турбулентної в�язкостi F, а приплив тепла як су-
му :

ε = εп + εт,

де εп, εт - променистий i турбулентний припливи тепла вiдповiдно.
Вiдзначимо, що в разi використання рiвняння припливу тепла для насиче-
ного повiтря, сумарний приплив тепла повинен збiльшитися на одну вели-
чину - припливу тепла за рахунок фазових переходiв вологи в атмосферi.

Система рiвнянь (1.3), як i система для середнiх величин, яку ми не
наводимо бiльш детально, використовується для вивчення широкого класу
атмосферних рухiв. Поряд з рухами синоптичного масштабу, пов�язаними
з перемiщеннями циклонiв та антициклонiв, якi цiкавлять нас найбiльше
при складаннi короткострокових прогнозiв погоди, цими ж рiвняннями
описуються просторовi рухи iнших масштабiв, як бiльших, так i менших за
синоптичні. Розглядаючи атмосфернi рухи як суперпозицiю хвиль з
рiзними довжинами, амплiтудами та фазовими швидкостями, очевидно, що
система рiвнянь (1.3) описує всi типи iснуючих хвильових рухiв. Це озна-
чає, що система спроможна дати розв�язки i для акустичних, i для
гравiтацiйних, i для довгих хвиль Росбi, i для хвиль змiшаного типу.

Для макромасштабних рухiв система рiвнянь гiдротермодинамiки
значно спрощується. Здiйснивши оцiнку членiв скалярних рiвнянь
рiзноманiтними методами [2,3], приходимо до висновку, що першi три
рiвняння системи (1.3) з достатньою мiрою точностi можна записати без
в�язких членiв 

(Fx = Fy = Fz = 0);

третє рiвняння руху можна представити не враховуючи вiдносного та корі-
олiсового прискорень i, таким чином, розглядати його у виглядi рiвняння
квазістатики. Крiм цього у першому рiвняннi руху можна не враховувати
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член l1w, який описує частину коріолiсової сили, пропорцiйну верти-
кальнiй складовiй швидкостi вiтру. Це припущення не виконується лише в
приекваторiальнiй зонi. Вiдзначимо також i те, що у вiльнiй атмосферi
процеси, якi тривають не бiльше трьох днiв, можна вважати
адiабатичними. Це означає, що у рiвняннi припливу тепла можна не врахо-
вувати член ε/cpρ, що характеризує неадiабатичнi припливи тепла. 

З вказаними обмеженнями система рiвнянь, яка описує зако-
номiрностi руху синоптичного масштабу вище граничного шару, матиме
вигляд:

.

,

,

,

,

RTp

dt
dp

pc
RT

dt
dT

g
z
p

lu
y
p

dt
dv

lv
x
p

dt
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p
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=−

ρ−=
∂
∂

−
∂
∂

ρ
−=

+
∂
∂

ρ
−=

0

1

1

                                          (1.4)

Наведена система (1.4) є сукупнiстю нелiнiйних диференцiальних
рiвнянь у частинних похiдних першого порядку. В наш час не iснує ме-
тодiв, якi б дозволили дістати аналiтичний розв�язок цiєї системи. Вона
може бути вирiшена з допомогою чисельних методiв.

З точки зору хвильових рухiв в атмосферi система (1.4) описує такi ж
перiодичнi коливання, як i система (1.3), не враховуються лише акустичнi
хвилi, що розповсюджуються по вертикалi. Вони фiльтруються викорис-
танням третього рiвняння руху у виглядi рiвняння квазiстатики.

В чисельних прогнозах звичайно використовуються системи рiвнянь
динамiки атмосфери, записанi у так званiй iзобаричнiй системi координат,
в якiй вертикальною координатою є тиск або вiдношення тиску до стандарт-
ної величини 

0p
p

=ζ ,

де p0 = 1000 гПа.
Таким чином, вiдмiна полягає у тому, що замiсть горизонтальних повер-
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хонь z = const, розглядаються iзобаричнi поверхнi р = const. Вiдзначимо,
що для основних iзобаричних поверхонь 1000, 850, 700, 500 i 300  гПа ко-
ордината ζ набуває значення 1.0, 0.85, 0.7, 0.5, 0.3 вiдповiдно.

Випишемо систему (1.4) в ζ-координатах, надаючи iндивідуальні
похiднi у розгорнутому виглядi:
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                            (1.5)

В системi (1.5) 1000τ=τ~ , де τ вертикальна складова швидкостi в
iзобаричнiй системi координат (iзобарична швидкiсть); Ф = gH - геопо-
тенцiал (H - висота iзобаричної поверхнi р = const в геометричних одини-
цях вимiру); iншi позначення загально вiдомi.

Аналiз цiєї системи показує, що прогностичнi величини можуть бути
визначенi по просторовому розподiлу складових швидкостi вiтру u, v, вер-
тикальних токiв τ~ , геопотенцiалу Ф, температури Т. У найпростішому ви-
падку будемо вважати, що початковi величини перших похiдних залиша-
ються постiйними на протязi деякого невеликого промiжку часу t (припус-
тимо, одна година).

Тоді з допомогою цих значень (наприклад, для швидкостi вiтру ∂u/∂t
i ∂v/∂t) можна обчислити складовi швидкостi вiтру через час δt за форму-
лами:

.; t
t
vvvt

t
uuu δ







∂
∂

+=δ






∂
∂

+= 0101                                (1.6)

У цих формулах iндекси "0", "1" вказують на приналежність до почат-
кового i наступного значень часу. Далi обчислимо складовi швидкостi ще
через один промiжок часу, при цьому зберiгається припущення про
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сталiсть перших похiдних i використовуються однотипнi формули (1.6).
Застосувавши цей прийом необхiдне число разiв, отримаємо прогноз ме-
теорологiчної величини через промiжок часу, який нас цiкавить.

Навiть не обговорюючи потрiбний об�єм обчислень, очевидно, що на
цьому шляху виникають труднощi як технiчного, так i принципового харак-
теру. Технiчнi труднощi полягають передусiм у тому, що iснують похибки
вимiру та локальнiсть вихiдних метеорологiчних полiв. Принциповi труд-
нощi полягають у тому, що прогностичнi члени у рiвняннях
гiдротермодинамiки (члени, якi описуються похiдними за часом) повиннi
мати такий же порядок, що i найбiльшi члени рiвнянь. Тiльки у такому ви-
падку обчислення прогностичних значень не буде пов�язане iз значною
втратою точностi.

Розглянемо бiльш детально рiвняння руху в горизонтальнiй площинi:
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Вiтер у вiльнiй атмосферi для процесiв синоптичного масштабу бли-
зький до геострофiчного. Тому лiвi частини наведених рiвнянь (1.7), (1.8),
а серед них i прогностичнi члени, малi в порiвняннi з кожним членом пра-
вої частини рiвнянь. Це означає, що величини ∂u/∂t, ∂v/∂t можна обчислити
лише як малу рiзницю великих значень складових сил Коріолiса і барично-
го градiєнта, тому безпосереднє використання рiвнянь руху в цiлях прогно-
зу погоди призводить до значних похибок обчислення.

Для того, щоб позбавитися цього недолiку, можна спробувати
скомбiнувати рiвняння руху i, таким чином, дістати нове рiвняння, у якому
прогностичнi члени будуть не другорядними, а головними, тобто матимуть
однаковi порядки. У загальному виглядi таке рiвняння можна отримати, за-
стосувавши операцiю вихору швидкостi до рiвнянь руху у векторнiй
формi. Такий пiдхiд у гiдромеханiцi використовується часто. Для випадку
однорiдної рiдини з постiйною густиною названий пiдхiд приводить до ви-
ключення тиску. Дякуючи цьому, часовi змiни поля швидкостi можуть бу-
ти вираженi по вихiдному полю швидкостi у початковий момент з допомо-
гою векторного рiвняння руху i рiвняння нерозривностi. Рух рiдини, яку
можна стиснути, набагато складнiший. Вперше рiвняння вихору швидкостi
було одержано видатним вченим Фрiдманом О.О., який показав фундамен-
тальне значення цього рiвняння та дав його складовим глибоке фiзичне
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тлумачення [4].
При побудовi фiльтрованих моделей чисельного прогнозу погоди

широко використовується рiвняння для вертикальної складової вихору
швидкостi Ωр або Ωζ [1,3]. Домовимося, що далi рiвнянням вихору швид-
костi будемо називати скалярне рiвняння вертикальної складової вихору
вектора швидкостi. Для того, щоб його отримати, необхiдно перше
рiвняння руху (1.7) продиференцiювати по y, друге рiвняння (1.8) � по x і із
другого рівняння відняти перше. У кiнцевому виглядi одержимо:
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В рiвняннях (1.9), (1.10) Ωζ
∂
∂

∂
∂

= −
v
x

u
y

 - вертикальна складова вихору

швидкостi в ζ-системi координат.
Рівняння (1.10) можна переписати в бiльш стислiй формi, якщо ввес-

ти поняття абсолютного вихору швидкостi Ωа, який є сумою вiдносного
вихору Ωζ i переносного (планетарного) l: 

Ωа = Ωζ + l.                                             (1.11)

З урахуванням того, що параметр Коріолiса l залежить тiльки вiд
широти мiсця
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∂ l
t
l ,

повна похiдна матиме вигляд: 
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Рiвняння (1.10) можна переписати :



15









∂ζ
∂

∂
τ∂

−
∂ζ
∂

∂
τ∂

+
∂
∂

−Ω−=
Ωζ v

x
u

yy
lvD

dt
d

sa

~~
.                     (1.13)

Оцiнка складових у рiвняннi (1.9) показала, що по порядку всi вели-
чини у рiвняннi вихору розподiляються на двi групи. Всi малi складовi
близькi по порядку мiж собою та на один порядок меншi від головних чле-
нiв [3]. Якщо знехтувати малими членами, то рiвняння (1.9) матиме вигляд:
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Це рiвняння називається фiльтрованим рiвнянням вихору. Якщо за-
мінити в лiвiй частинi (1.14) складовi швидкостi u, v та Ωζ на їх геост-
рофiчні аналоги ug, vg та Ωg, стає очевидним, що точнiсть, яку ми втрачає-
мо, не перебiльшуватиме порядок малих членiв у рiвняннi (1.9). Це озна-
чає, що рiвняння (1.14) та (1.15) тотожнi:  
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Враховуючи те, що в геострофiчному наближеннi
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бачимо, що всi члени лiвої частини (1.15) можна виразити через одну
функцiю - висоту iзобаричної поверхнi Н. В правiй частинi рiвняння (1.15)
залишилася ще одна невiдома величина, яку не можна виразити з допомо-
гою геострофiчного наближення [3]. Рiвняння (1.15) характеризується дво-
ма невiдомими величинами H, Ds. Одна з них входить до рiвняння нероз-
ривностi:
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Комбiнуючи рiвняння (1.15) i (1.16), одержимо таке: 
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Це рiвняння також називають квазiгеострофiчним рiвнянням вихору,
однак ми могли упевнитися, що це не зовсiм так. Рiвняння (1.17) мiстить
двi невiдомi функцiї: висоту iзобаричної поверхнi Н та iзобаричну верти-
кальну швидкiсть τ~ . Тому потрiбно застосувати іншi рiвняння для того,
щоб позбавитися однiєї невiдомої величини. З цiєї точки зору розглянемо
рiвняння припливу тепла:
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В правiй частинi цього рiвняння знаходиться величина припливу те-
пла ε. Вiн суттєвий у граничному шарi атмосфери, у вiльнiй атмосферi для
нетривалих у часi процесiв ним можна знехтувати. Це означає, що ми бу-
демо користуватися рiвнянням для квазiадiабатичного процесу. Крiм цього
з тiєю ж точнiстю, що i в рiвняннi вихору швидкостi, замінимо миттєвi
складовi швидкостi на аналогiчнi квазiгеострофiчні. Нове рiвняння матиме
вигляд:
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i мiстить невiдомi величини Н, τ~ , Т. Залучимо до розгляду ще одне
рiвняння � статики:  
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Неважко упевнитися, що система трьох рiвнянь (1.17), (1.19), (1.20) є
замкнутою i мiстить три невiдомi величини Н, τ~ , Т. Введемо позначення
та пiдставимо їх до вихiдної системи:  
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де АΩ � геострофiчна адвекцiя абсолютного геострофiчного вихору
(Ωg + l),
AТ - геострофiчна адвекцiя температури,
С2 - параметр статичної стiйкостi.

Перепишемо систему у виглядi: 

.~

,
~

,

,
~

0

0

2

=τ
ζ

−
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
∂ζ
τ∂

+
∂
∂

+
∂
∂

∂ζ
∂ζ

−=

∂ζ
τ∂

−=β+
∂
Ω∂

+
∂
Ω∂

+
∂
Ω∂

R
C

y
Tv

x
Tu

t
T

y
v

x
u

H
R
gT

lv
y

v
x

u
t

gg

g
g

g
g

g
g

                      (1.24)

Система (1.24) називається квазiгеострофiчною та квазiадiабатичною
системою рiвнянь. Iнтегрування її за вiдповiдних початкових та граничних
умов дозволяє дати чисельний прогноз полiв Н, τ~ , T.

1.2  Баротропна прогностична модель

Розглянемо спрощений випадок прогностичної задачi, коли для про-
гнозу достатньо використати тiльки одне рiвняння iз системи (1.24), а саме
- рiвняння вихору швидкостi. Будемо вважати, що невiдомими величинами
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, та iзобарична швидкiсть τ~ .

.
~

∂ζ
τ∂

−=β+
∂
Ω∂

+
∂
Ω∂

+
∂
Ω∂

lv
y

v
x

u
t g

g
g

g
g

g                          (1.25)

Розглянемо характер залежності τ~  вiд висоти. Допустимо, що атмо-
сфера зберiгає свою масу у тому випадку, коли не спостерiгається вiдтiк
повiтря через верхню межу атмосфери. Це означає, що рухаючись, частин-
ки не змiщуються вiдносно поверхнi ζ = 0. Оскільки вертикальна
швидкiсть змiщення часток повiтря � це i є iзобарична швидкiсть dtdp , то
на верхнiй межі атмосфери виконується умова: 
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0==τ
dt
dp    при   р = 0.                                        (1.26)

Ця умова еквiвалентна ствердженню:

0=τ~    при   ζ = 0,                                          (1.27)
оскiльки

dt
dp

1000
1

=τ~ .

Перейдемо до визначення iзобаричної вертикальної швидкостi на ниж-
нiй межi атмосфери. Якщо розглядати земну поверхню як горизонтальну
гладку тверду стiнку, то нижня умова в декартовiй системi координат за-
пишеться так:

w = 0   при   z = 0.                                        (1.28)

Це вiдповiдає умовi, коли повiтря не перетiкає через земну поверх-
ню. Спiввiдношення, яке пов�язує вертикальну швидкiсть в декартовiй та
iзобаричнiй системах координат, матиме вигляд:  









+

∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

∂ζ
Φ∂

−=τ gw
y

v
x

u
t

1~ .                          (1.29)

Згiдно з (1.28) w стає рiвним "0" бiля поверхнi землi, тобто при:     

( )
1000

10001
1000

00
1

pp −
−==ζ .

Через те, що приземний тиск залежить вiд x, y, t, рiвень ζ1 не
спiвпадає з iзобаричною поверхнею p = 1000 гПа. В рiвнинних умовах
вiдхилення приземного тиску вiд стандартного, як правило, не перевищує
40-50 гПа. В свою чергу це обумовлює вiдхилення ζ1 вiд одиницi на вели-
чину декiлькох вiдсоткiв. Отже, є пiдстава вважати, що спiввiдношення
(1.29) при w = 0 можна вiднести до iзобаричної поверхнi 1000 гПа або до
рiвня ζ1 = 1.

Будемо вважати, що виконуються геострофiчні спiввiдношення, i для
нижньої межової умови можна записати для ζ = 1:
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t∂
Φ∂

∂ζ
Φ∂

−=τ
1~ .

Використаємо наведене спiввiдношення та запишемо:

tRT
RT

∂
Φ∂

=τ
ζ

−=
∂ζ
Φ∂ 1~;    при   ζ = 1.                         (1.30)

Оцiнки показали ,що порядок величини 
tRT ∂
Φ∂1  при ζ = 1 для добо-

вих змiн складає приблизно 10-3, у той же час, в товщi середньої тропосфе-
ри характерним значенням для τ~  є такий дiапазон:10-2 ÷ 10-1 доба-1, що на
1-2 порядки бiльше. В силу цього, приблизно, можна вважати, що на
нижнiй межi атмосфери виконується умова перетворення до нуля
iзобаричної вертикальної швидкостi:

τ~  = 0   при   ζ = 0.

Таким чином, при вказаних вище обмеженнях iзобарична вертикаль-
на швидкiсть набуває нульових значень на верхнiй та нижнiй межах атмо-
сфери. В математицi добре вiдомо, якщо функцiя на кiнцях деякого
iнтервалу набуває нульових значень i вiдмiнна вiд нуля взагалi, то повинен
iснувати хоча б один екстремум цiєї функцiї на вказаному iнтервалi. Засто-
сувавши цей висновок до нашої задачi, умову екстремуму запишемо у ви-
глядi:  

0=
∂ζ
τ∂~

                                                (1.31)

або вiдповiдно до рiвняння нерозривностi 

Ds = 0.                                                  (1.32)

Рiвняння вихору (1.25) для рiвня, де виконується умова (1.31), має
вигляд:  

0=β+
∂
Ω∂

+
∂
Ω∂

+
∂
Ω∂ v

y
v

x
u

t
.                                  (1.33)
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Рiвняння (1.33) можна отримати i iншим шляхом, а саме, коли атмо-
сферу стилiзувати у виглядi баротропного середовища. У такому середо-
вищi можна видiлити рiвень ζ*, на якому допустимо вважати рух бездивер-
гентним [2,3]. Статистичний аналiз даних про вiтер показав, що найбiльш
близьким до бездивергентного можна вважати рiвень у середнiй тропос-
ферi, розташований мiж iзобаричними поверхнями 400 та 700 гПа. Звичай-
но його вiдносять до рiвня iзобаричної поверхнi 500 гПа i називають се-
реднiм або бездивергентним. В зарубiжнiй лiтературi його називають
еквiвалентно-баротропним. Рiвняння вихору, записане для еквiвалентно-
баротропного рiвня, має вигляд рiвняння (1.33). Для стислостi його нази-
вають баротропним рiвнянням вихору.

Таким чином, згiдно з рiвнянням (1.33), основною властивiстю мак-
ромасштабних рухiв для середньої атмосфери є збереження абсолютного
вихору швидкостi в частках повiтря, що перемiщуються горизонтально.

В квазiгеострофiчному наближеннi рiвняння (1.33) запишеться у ви-
глядi:  

Ω=
∂
Φ∂

∇ lA
t

2 ,                                           (1.34)

де 2

2

2

2
2

yx ∂
∂

+
∂
∂

=∇  � двовимірний оператор Лапласа, 

АΩ - геострофiчна адвекцiя абсолютного геострофiчного вихору. 
Рiвняння (1.34) є лiнiйним вiдносно тенденцiї геопотенцiалу для середньо-
го рiвня q = ∂Ф/∂t i може бути представлено як: 

∇2q = l AΩ.                                             (1.35)

Адвекцiя вихору у геострофiчному наближеннi мiстить одну
невiдому величину - геопотенцiал Ф:   
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22 11
1 .                (1.36)

Праву частину (1.35) можна вважати вiдомою функцiєю горизонталь-
них координат за умови, що вiдомо поле висот геопотенцiалу Н
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iзобаричної поверхнi, яка береться за середнiй рiвень. Тому це рiвняння
було використане для визначення поля тенденцiї q для деякого моменту
часу по вiдомому полю геопотенцiалу. Далi необхiдно застосувати метод
крокiв у часi та на кожному часовому кроку визначати поле тенденцiй гео-
потенцiалу з допомогою iнтегрування лiнiйного диференцiального
рiвняння (1.35). Воно належить до еліптичного типу i вiдомо в математицi
пiд назвою рiвняння Пуассона. Щоб отримати однозначний розв�язок
(1.35), необхiдно задати вiдповiднi межовi умови. Оскiльки задача розгля-
дається лише для одного рiвня, то межовi умови задаються лише по його
горизонтальних координатах.

Існують рiзноманiтнi способи опису межових умов по горизонталi.
Розглянемо деякi iз них.

1. Рiвняння обчислюється для всієї земної кулі, отже, визначаються
висоти iзобаричної поверхнi середнього рiвня, якi оточують всю земну ку-
лю. Така поверхня не має меж i питання про межовi умови вiдпадає.

2. Рiвняння (1.35) обчислюється для пiвкулi. Межовi умови задають-
ся поблизу екватора у виглядi q = 0, тобто вважається, що поблизу еквато-
ра геопотенцiал не змiнюється з часом. Постановка такої умови базується
на тому фактi, що змiни Ф у цьому районi суттєво меншi, чим у бiльш ви-
соких широтах.

3. Задача розв�язується для обмеженої областi, задаються "нульовi"
межовi умови , тобто на межах областi прогнозу вважається qГ = 0. Така
умова не вiдповiдає дiйсностi, тому називається фiктивною.

4. Локальнi межовi умови ставляться окремо для кожної точки, в якiй
обчислюється тенденцiя геопотенцiалу q. Навколо кожної точки описуєть-
ся коло заданого радiуса R. Вiдповiдно до локальних межових умов вважа-
ється, що осередненi значення тенденцiї на колi дорiвнюють нулю: 

qГ = 0.                                                (1.37)

Разом з цим зрозумiло, що iз збiльшенням радiуса R середнє значен-
ня буде зменшуватися, оскiльки внесок додатних значень q в районах рос-
ту тиску i вiд�ємних в районах падiння значною мiрою компенсує одне од-
ного. Аналiз даних спостережень показав, що вже при R = 1000 км q в
декiлька разiв менше від характерного значення q в точцi прогнозу. Тому
припущення про рiвнiсть нулю середнього значення q не повинно приво-
дити до ще бiльших помилок.

Аналiтичний розв�язок рiвняння (1.35) в полярнiй системi координат
має вигляд [2,3]:  
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або  
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00 ,, ,                       (1.39)

де через G(r) визначена функцiя, яку називають функцiєю впливу:  

( )
r
RrG ln

π
−=

2
1 .                                        (1.40)

Відповідно до розв�язкiв (1.38)-(1.39), змiна висоти iзобаричної по-
верхнi з часом у точцi прогнозу в баротропнiй атмосферi визначається ли-
ше геострофiчною адвекцiєю абсолютного геострофiчного вихору на тiй
же iзобаричнiй поверхнi. Міра цього впливу визначається функцiєю Грiна,
яка описує вплив адвекцiї вихору в рiзних частинах областi (кола з
радiусом R) на тенденцiю геопотенцiалу у точцi прогнозу, що завжди
спiвпадає з центром вказаного кола. З (1.40) витiкає, що функцiя впливу
вiд�ємна на всiй областi iнтегрування. Це означає, що додатна адвекцiя ви-
хору спричиняє зменшення геопотенцiалу в точцi прогнозу, а вiд�ємна �
збiльшення.

Розглянемо більш детально вплив адвекцiї вихору на змiну висоти
iзобаричної поверхнi, яку прийматимемо за середнiй рiвень. Для простоти
будемо розглядати геострофiчну адвекцiю вiдносного вихору, а не абсо-
лютного. Одержанi при аналiзi висновки будуть справедливi i для адвекцiї
абсолютного вихору. Напишемо вираз для адвекцiї геострофiчного вихору:


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




∂
Ω∂

+
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−= ζζ
Ω y
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uA g
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g
g .                               (1.41)

Спрямуємо вісь x уздовж iзогiпс, тодi вектор геострофiчного вiтру
буде майже повнiстю проектуватися на вісь x, а складова на вісь y буде ма-
лою (vg <<  ug). Формула (1.41) спроститься i матиме вигляд:  

x
uA g

g ∂
Ω∂

−= ζ
Ω .                                         (1.42)
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При такому виборi координатних осей складова ug завжди буде дода-
тна, тому знак АΩ протилежний знаку похiдної, яка описує зміни відносно-
го вихору Ωζg в напрямку осi x. Нагадаємо, додатному напрямку осi
вiдповiдає зростання будь-якої функцiї, то похiдна вiд цiєї функцiї по
вiдповiднiй координатi буде додатна. При зменшеннi функцiї в напрямку
осi похiдна вiд�ємна.

Розглянемо спочатку випадки, при яких АΩ > 0, вiдносний вихор
зменшується уздовж осi х (∂Ω ∂ζg x/ < 0). Таке спостерiгається у трьох си-
туацiях :

1.  Навколо точки прогнозу "0" поле геопотенцiалу описується
iзогiпсами, якi мають як циклональну, так i антициклональну кривизну.
Для того, щоб виконувалось геострофiчне наближення, будемо розглядати
слабо вираженi улоговину та гребiнь. Як видно iз рисунка 1.1а, точка 1
знаходиться в улоговинi, а точка 2 - в зонi гребеня. Оскiльки в антицикло-
нальному полi Ωζg < 0, а в циклональному - бiльше нуля, похiдна має
вiд�ємний знак,

( ) ( )
xx

ggg

δ

Ω−Ω
≈








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Ω∂ ζζζ 12

0

,
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В0

2

1

2
Н

В0

1

0

2

1

б) в)

а)

а) улоговина та гребінь; б) улоговина; в) гребінь.
Рисунок 1.1 � Схема баричних полів.
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а АΩ - додатна. Тодi згiдно з формулами (1.38, 1.39 ), q(0,0) < 0, висота
iзобаричної поверхнi у точцi прогнозу "0" з часом зменшується, як i тиск
поблизу середнього рiвня. Таким чином, пiд дiєю динамiчного фактора
(адвекцiї вихору) тиск у точцi прогнозу буде зменшуватися, якщо навкруги
цiєї точки спостерiгається адвекцiя циклонiчного вихору.

2. Поле iзогiпс геопотенцiалу має циклональний характер (Ωζg > 0).
Оскільки точка 1 знаходиться на осi улоговини, а точка 2 - на її периферiї,
то (Ωζg)1 > (Ωζg)2. У цьому випадку навкруги точки "0" спостерiгається ад-
векцiя бiльш iнтенсивного циклонального вихору, що призводить до змен-
шення тиску в цiй точцi (див. рис.1.1б).

3.  Поле iзогiпс висот геопотенцiалу антициклональне (Ωζg < 0). Нехай
точка 2 знаходиться на осi гребеня, а точка 1 - на периферії. Тодi модуль
вiдносного вихору в точцi 2 буде бiльшим, нiж в точцi 1:

Ωζg2 > Ωζg1.

Як видно iз рисунка 1.1в, у цьому випадку навколо точки прогнозу
вiдмiчається адвекцiя менш iнтенсивного антициклонального вихору, яка
також приведе до зменшення тиску в точцi "0". Звiдси витiкає, що додат-
ному значенню АΩ може вiдповiдати адвекцiя циклонального вихору, ад-
векцiя бiльш iнтенсивного циклонiчного вихору та адвекцiя менш
iнтенсивного антициклонального вихору. У всiх названих випадках ад-
векцiя вихору приведе до зменшення тиску в середнiй тропосферi.

Аналогiчнi правила можна навести для випадкiв, коли спо-
стерiгається збiльшення тиску: тиск у точцi прогнозу буде збiльшуватися,
якщо навкруги, в областi впливу, спостерiгається адвекцiя антициклональ-
ного вихору або бiльш iнтенсивного антициклонального вихору, чи менш
iнтенсивного циклонального вихору.

Треба мати на увазi, що на точку прогнозу впливає сумарна адвекцiя
вихору у вузлах сiтки, якi попадають в коло впливу радiусом = 3d. Міра
впливу кожного вузла визначається функцiєю впливу. 

1.3 Квазiгеострофiчна модель прогнозу для бароклiнної атмосфери

При побудовi прогностичної моделi для бароклiнної моделi в
квазiгеострофiчному, квазiстатичному i квазiадiабатичному наближеннях
використовується система рiвнянь, що включає фiльтроване рiвняння ви-
хору швидкостi:
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рiвняння статики:                                                                                           
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рiвняння припливу тепла:

0
2

=τ
ζ

−
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ ~

R
c

y
Tv

x
Tu

t
T

gg ,                              (1.45)
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2  - квадрат швидкості звуку, i рiвняння нерозривностi:
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В системi (1.43) � (1.46) позначення загально прийнятi. Для отриман-
ня прогностичного рiвняння вiдносно тенденцiї геопотенцiалу q = ∂Φ/∂t
необхiдно виконати такі перетворення :

1) ввести позначення для геострофiчної адвекції абсолютного вихору
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i виключити iз геострофiчного рiвняння вихору (1.43) дивергенцiю за до-
помогою рiвняння нерозривностi (1.46);

2) ввести позначення для геострофiчної адвекцiї температури АT
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i виключити температуру iз рiвняння припливу тепла (1.45), скористав-
шись рiвнянням статики (1.44);

3) продиференцiювати скомбiноване рiвняння припливу тепла по ζ;
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4) пiдставити останнє в рiвняння вихору. 
В результатi проведених операцiй одержимо прогностичне рiвняння

виду:

Fcq
=∇+

∂ζ
∂

ζ
∂ζ
∂ 222 ,                                      (1.47)

у якому права частина дорiвнює

F = c2 ( )TARlA ζ
∂ζ
∂

−Ω

i вважається вiдомою, оскiльки її можна обчислити по вiдомому полю гео-
потенцiалу Ф. Параметр стiйкостi характеризує статичну стiйкiсть i вважа-
ється постiйним.

Аналiтичний розв�язок рiвняння (1.47) був вперше отриманий у
1951 роцi Булєєвим М. i Марчуком Г.I. В цилiндричнiй системi координат
за локальних межових умов розв�язок має вигляд:
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де AΩ, AT - геострофiчна адвекцiя абсолютного вихору i температури
вiдповідно,
GΩ, GT � функцiї впливу (Грiна) для термiчного i динамiчного
факторiв,
ζ,  r, ψ  � змiннi iнтегрування, що можуть набувати значення у
дiапазонах: 0 1≤ ≤ζ ; 0 ≤ ≤r R; 0 2≤ ≤ψ π ,
ζ′ � рiвень прогнозу (для основних iзобаричних поверхонь ′ζ � на-
буває значення 1.0, 0.85, 0.7, 0.5, 0.3 ).

Аналiз цього розв�язку (1.48) показує, що областю iнтегрування є
цилiндр радiусом R (R = 3d), нижня основа якого знаходиться на
iзобаричнiй поверхнi 1000 гПа (ζ = 1), а верхня � спiвпадає з гiпотетичною
поверхнею, яку приймаємо за верхню межу атмосфери, де p = 0 (ζ = 0). Та-
ким чином, ця модель є тривимiрною i змiна висоти iзобаричної поверхнi у
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точцi прогнозу визначається геострофiчною адвекцiєю вихору та темпера-
тури у всiй товщi атмосфери (вплив AΩ враховується на основних
iзобаричних поверхнях, а AT � в шарах мiж цими поверхнями). Міра впливу
вказаних факторiв визначається функцiям впливу � GΩ, GT, якi мають такi
властивостi:

Для динамiчного фактора
� GΩ по всiй областi iнтегрування додатна,
� максимальних значень GΩ  досягає у точцi прогнозу та на рiвнi прогнозу,
� з вiддаленням вiд точки прогнозу по вертикалi та горизонталi GΩ змен-

шується.
На рис. 1.2 наведенi функцiї Грiна GΩ для iзобаричних поверхонь

1000 i 500 гПа [2, 5].

Для термiчного фактора
� GT  знакозмiнна функцiя, вище рiвня прогнозу вона вiд�ємна, нижче �

додатна,
� максимальних значень вона досягає в точцi прогнозу та в серединi

шарiв, що прилягають до рiвня прогнозу,
� з вiддаленням вiд точки прогнозу по горизонталi функцiя зменшуєть-

ся i на вiдстанях, близьких до R = 3d, наближається до нуля (на рис.1.3 на-
веденi функцiї впливу GT для iзобаричних поверхонь 1000 та 500 гПа).

Вплив динамiчного фактора AΩ детально розглянуто в попередньому
роздiлi. Треба тiльки мати на увазi, що в бароклiннiй моделi змiна висоти
iзобаричної поверхнi визначається сумарною адвекцiєю вихору у
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Рисунок 1.2 - Функція Гріна (GΩ) для динамічного фактора [2]
для ζ′ = 1 (а) і ζ′ = 0.5 (б).
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внутрiшнiй областi iнтегрування (цилiндр радiусом R). А якщо бути бiльш
точними, величина q визначається середньоваговим значенням ди-
намiчного фактора � адвекцiєю вихору на всiх рiвнях у всiй областi
iнтегрування по всiх вузлах сiтки, що знаходяться всерединi цилiндра. За-
уважимо, що всi вузли лежать на основних iзобаричних поверхнях, а про-
гностичнi точки � на осi цилiндра.

Розглянемо внесок термiчного фактора в величину тенденцiї, яка
описується іншим потрiйним iнтегралом у розв�язку (1.48).
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0 02
100
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TT drdrdrGrAq ,,,,,,, .             (1.49)

Аналiз цієї формули показує, що знак тенденцiї геопотенцiалу в
точцi прогнозу визначається знаком функцiй GT, AT.

Вiдомо, що при адвекцiї тепла AT > 0, адвекцiї холоду AT < 0.
Наприклад, нехай у всiй тропосферi спостерiгається адвекцiя тепла,

тобто AT > 0. Як буде змiнюватися тиск в нижнiй (р = 1000 гПа), середнiй
(р = 500 гПа) i верхнiй (р = 300 гПа) тропосферi у цьому випадку?
Оскiльки вся область iнтегрування розташована вище iзобаричної поверхнi
1000 гПа, то функцiя впливу GT буде вiд�ємною. Вiдповiдно до (1.49)
q(0,0.1) < 0, висота iзобаричної поверхнi р = 1000 гПа буде знижуватися, а
тиск у нижнiй тропосферi вiдповiдно зменшуватиметься. Такий результат
узгоджується з фiзичним механiзмом змiн тиску в атмосферi за рахунок

Рисунок 1.3 - Функція Гріна (GT) для термічного фактора [2]
для ζ′ = 1 (а) і ζ′ = 0.5 (б).
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горизонтального переносу повiтряних мас. Нагадаємо, що при макропро-
цесах тиск на будь-якому рiвнi визначається тiльки вагою стовпа повiтря,
який знаходиться над цим рiвнем. При адвекцiї тепла холодне повiтря
вiдступає i замiнюється на тепле, а оскільки тепле повiтря легше за холод-
не, тиск зменшуватиметься.

Для верхньої атмосфери прогностичним рiвнем є iзобарична поверх-
ня 300 гПа. У цьому випадку область iнтегрування знаходиться нижче
рiвня прогнозу i функцiя впливу GT додатна. При адвекцiї тепла,
вiдповiдно до (1.49), тенденцiя геопотенцiалу в точцi прогнозу також буде
додатна. Це означає, що тиск у верхнiй тропосферi пiд впливом термiчного
фактора буде зростати. Дiйсно, при адвекцiї тепла збiльшується товщина
шару атмосфери мiж земною поверхнею i iзобаричним рiвнем (в даному
випадку р = 300 гПа). При цьому висота iзобаричної поверхнi збiльшиться
i тиск також збiльшиться.

Таким чином, адвекцiя тепла у всiй товщi тропосфери приведе до
пониження тиску в нижнiй тропосферi i збiльшення в її верхнiй частинi.
Якщо спостерiгається адвекцiя холоду у всiй товщi тропосфери, характер
змiни тиску буде протилежний. Очевидно, що адвекцiя температури одно-
го знаку i однакової iнтенсивностi у всьому шарi атмосфери не призведе до
суттєвих змiн тиску в серединi тропосфери (поблизу рiвня р = 500 гПа) на-
самперед тому, що у цьому випадку змiни тиску за рахунок термiчного фа-
ктора нижче i вище рiвня прогнозу будуть мати протилежнi знаки i, таким
чином, компенсувати один одного. Вплив бароклiнного фактора на змiну
геопотенцiалу середнього рiвня у такому випадку буде незначним. Це пев-
ною мiрою пiдтверджує концепцiю наявностi середнього рiвня в атмос-
ферi. Але слiд пам�ятати, що у випадку, коли спостерiгається адвекцiя тем-
ператури, яка з висотою багаторазово змiнює свiй знак, вплив баро-
клiнного фактора в середнiй тропосферi значно збiльшуватиметься.

Для спрощення аналiзу у цьому розділі було розглянуто окремо
вплив динамiчного i термiчного факторiв на змiну тиску в бароклiннiй ат-
мосферi. Iз розв�язків (1.48) випливає, що результуюча змiна тиску в будь-
якiй точцi прогнозу визначається знаками i кiлькiсними спiввiдношеннями
обох факторiв. Також нагадаємо, що модель прогнозу для баротропної ат-
мосфери можна розглядати як спрощений випадок моделi для бароклiнної
атмосфери, коли нехтують адвекцiєю температури.
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РОЗДІЛ  2
РЕАЛІЗАЦІЯ ФІЛЬТРОВАНИХ ПРОГНОСТИЧНИХ МОДЕЛЕЙ

ЧИСЕЛЬНИМИ МЕТОДАМИ

Вiдомо, що система рiвнянь гiдротермодинамiки i одержанi на її ос-
новi прогностичнi рiвняння для фiльтрованих моделей належать до класу
диференцiальних рiвнянь в частинних похiдних. В наш час чисельне
iнтегрування рiвнянь в частинних похiдних реалiзується в бiльшостi ви-
падкiв за допомогою методу сiток.

Згiдно з цим методом в межах областi розв�язання визначається сис-
тема вiдлiку i вводяться дискретнi значення незалежних змiнних i без-
розмiрнi координати на основi таких спiввiдношень: 

x
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= ,    
y

yj
∆

= ,    
t

ts
∆

= ,                                  (2.1)

де ∆x , ∆y , ∆z � кроки в просторі (вiдстань мiж сусiднiми точками на
координатних осях);
∆t - крок за часом ( вiдстань мiж сусiднiми точками на осi часу).

Множина точок, положення яких визначається безрозмiрними координа-
тами в просторi i часi, називається просторово-часовими сiтками, а точки
цих сiток називаються вузлами. Таким чином, в методi сiток нерозривний
простiр i час замiнюються дискретною множиною точок у вузлах сiтки, а
поля функцiй (метеовеличин) f(x,y,z) задаються у виглядi множини дискре-
тних сiткових значень функцiй fi,j,k.

При дискретному представленнi полiв похiднi в диференцiальних
рiвняннях можна обчислити тiльки за допомогою скiнченнорiзницевих
спiввiдношень. Замiна похiдних скiнченнорiзницевими спiввiдношеннями
називається скінченнорiзницевою апроксимацiєю похiдних, а такий спосiб
зображення похiдних - скінченнорiзницевим методом.

Опишемо основи цього методу для випадку функцiї двох змiнних
f(x,y). Розкладемо в ряд Тейлора функцiю f(x,y) поблизу точки x, y (рис.2.1).

Частиннi похiднi визначимо як:
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де ∆x, ∆y - малi прирости x i y вiдносно їх значень у точцi (x, y).

В наведених виразах вiдкинутi члени порядку x, y, а самi похiднi на-
зиваються центральнорiзницевими, тому що вони симетричнi вiдносно ви-
хід-ної точки (x,y). Таке скiнченнорiзницеве надання застосовується до
будь-якого вузла сiтки. Як правило, сiтки, що використовуються в чисель-
них методах прогнозу, симетричнi вiдносно координатних осей x i y
(рис.2.1), тому кроки x i y однаковi. Введемо позначення для кроку чисель-
ної сiтки: 

d = ∆x = ∆y.                                               (2.4)

Користуючись цим позначенням та безрозмiрними координатами по
x i y, запишемо формули для перших похiдних (2.2), (2.3):
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Послiдовно застосовуючи апроксимації перших похiдних, можемо

 ∆x
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         y

  y-∆y
   x-∆x            x           x+∆x         x

Рисунок 2.1 - Двовимірна чисельна сітка.
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отримати скінченнорiзницевi аналоги похiдних бiльш високих порядків.
Так для другої похiдної маємо:
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Для лапласiана функцiї f отримаємо такий скiнченнорiзницевий ви-
раз:

( ) ( )jijijijijiij fffff
d

f ,,,,, 41
11112 −+++≈∆ −+−+ .                    (2.7)

Таким чином, замiнюючи похiднi в диференцiальних рiвняннях
гiдротермодинамiки i в межових умовах, ми одержуємо скінченнорiзницевi
рiвняння, якi називаються скінченнорiзницевими аналогами рiвнянь i ме-
жових умов, або по-iншому, скінченнорiзницевими схемами. Cистеми
скінченнорiзницевих рiвнянь називаються чисельними моделями.

Сукупнiсть скінченнорiзницевих рiвнянь, якi апроксимують систему
диференцiальних рiвнянь гiдротермодинамiки разом з межовими умовами
на множинi вузлiв сiтки в областi розв�язання, являє собою замкнуту сис-
тему алгебраїчних рiвнянь. За допомогою методу сiток вдається систему
диференцiальних рiвнянь звести до системи алгебраїчних рiвнянь, методи
розв�язання яких вiдомi i добре розробленi.

Розглянемо в загальних рисах процедуру чисельного прогнозу з ви-
користанням методу сiток. Найбiльш наглядно це зробити на прикладi
простої моделi з одним рiвнем, заснованої на розв�язанні баротропного
рiвняння вихору швидкостi. 

Вiдомо, що рiвняння вихору швидкостi для середнього рiвня баро-
тропної атмосфери в геострофiчному наближеннi має вигляд:

FA
g
lq a ≡=∆ Ω ,                                           (2.8)

а, отже, є рiвнянням Пуассона вiдносно невiдомої функцiї q = ∂H/∂t (тен-
денцiї геопотенцiалу). В рiвняннi (2.8) ∆ = ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2 � двомірний опе-
ратор Лапласа; l � параметр Коріолiса,
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- геострофiчна адвекцiя абсолютного геострофiчного вихору Ωa. Величина
АΩa вважається вiдомою функцiєю горизонтальних координат, якщо вiдомо
поле геопотенцiалу Ф. Тому рiвняння (2.8) належить до рiвнянь з вiдомою
правою частиною F i його можна використати для визначення поля тен-
денцiї геопотенцiалу в конкретний момент часу по вiдомому полю геопо-
тенцiалу. Це дає змогу застосувати метод крокiв за часом, суть якого поля-
гає у наступному. Весь iнтервал часу, на який складається прогноз, розби-
вається на невеликi промiжки ∆t, такi, що

ttt ss ∆+=+1 ,

де s = 0, 1, 2,..., S - 1.
Тодi прогноз можна представити як такий чисельний процес, в якому

прогностична модель реалiзується кожен раз в межах інтервалу часу ∆t.
Кiнцевi значення Ф повиннi визначатись для моменту часу tS (де tS = T �
строк прогнозу). Блок-схема такого чисельного процесу зображена на
рис.2.2.

Пояснення окремих етапiв блок-схеми:
1 � в момент часу t0 задано поле висот iзобаричної поверхнi H(x,y,t)

для середнього рiвня (як правило, за такий рiвень приймається iзобарична
поверхня p = 500 гПа);

1 H(x,y,t0) 2 ( )0tF (x,y) 3 ( )0tq (x,y)

4 H(x,y,t1) 5 ( )1tF (x,y) 6 ( )1tq (x,y)

7 H(x,y,t2)

H(x,y,T) STOP

Рисунок 2.2 - Блок-схема прогнозу поля геопотенціалу.
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2 - по полю H(x,y,t0) розраховується поле геострофiчної адвекцiї аб-
солютного геострофiчного вихору за допомогою формули (2.9), i далi пра-
ва частина F рiвняння (2.8);

3 - визначається тенденцiя геопотенцiалу ( )0tq (x,y) в вузлах чисельної
сiтки за допомогою рiвняння Пуаcсона (2.8);

4 - з допомогою лiнiйної екстраполяції обчислюються висоти серед-
нього рiвня в наступний момент часу t1 за формулою:

H(t0 + ∆t) = H(t0) + q∆t.                                   (2.10)

Далi обчислювальний процес повторюється - по знайденому (про-
гностичному) полю H(x,y,t) знаходиться права частина рiвняння (2.10) i йо-
го розв�язанням обчислюється значення q(x,y) в момент часу t1, за форму-
лою (2.10) вiдтворюється поле висот H(x,y) в наступний момент часу t2.

Багаторазове повторювання описаної процедури дозволяє одержати
прогностичнi значення поля H для заданого моменту часу t + N∆t = T, де N
� число кроків за часом; N∆t � прогностичний iнтервал часу, T � момент
прогнозу.

Аналiз алгоритму задачi прогнозу показує, що для знаходження про-
гностичних величин в вузлах сiтки точок обчислювальної областi необ-
хiдно визначити праву частину прогностичного рiвняння (2.8).

Вираз для геострофiчної адвекцiї абсолютного вихору представлений
рiвнянням (2.9). Вiдомо, що в геострофiчному наближеннi вiдносний вихор
можна виразити через лапласiан H:

H
l
g

pg ∆=Ω ,                                           (2.11)

з урахуванням (2.11) i геострофiчних спiввiдношень (
y
H

l
gug ∂
∂

−= ,

x
H

l
gvg ∂
∂

= ) рiвняння (2.9) матиме вигляд: 



















∂







 +∆∂

∂
∂

+
∂







 +∆∂

∂
∂

−−=Ω y

lH
l
g

x
H

l
g

x

lH
l
g

y
H

l
gA a .           (2.12)



35

Якщо вісь x спрямувати по дотичнiй до широтного кола (∂l/∂x = 0),
рiвняння (2.12) матиме бiльш простий вигляд:

y
l

x
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l
g

yx
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l
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x
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y
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gA a ∂
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∂
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∂
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∂
∂

=Ω 2

2

2

2

,                  (2.13)

де сума перших двох членiв - вираз для геострофiчної адвекцiї вiдносного
вихору AΩg.

Для спрощення задачi розглянемо методику обчислення величини
AΩg в будь-якому вузлi i,j чисельної сiтки. Щоб отримати величину адвекцiї
абсолютного вихору необхiдно до величини адвекцiї вiдносного вихору

AΩg додати член 
y
l

x
H

l
g

∂
∂

∂
∂

− , який визначається по заданому полю H(x,y). 

2.1 Алгоритм обчислення геострофiчної адвекцiї вiдносного вихору

Випишемо iз (2.13) вираз для геострофiчної адвекцiї вiдносного ви-
хору у виглядi
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Для скiнченнорiзницевого зображення похiдних i лапласiанiв вико-
ристаємо формули (2.5), (2.7): 
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( ) ( )jijijijijiji HHHHH
d

H ,,,,,, 41
11112 −+++≈∆ −−++ .            (2.16)

Як випливає iз (2.14)-(2.16), для обчислення адвекцiї в однiй точцi з
координатами i, j необхiдно мати значення висот iзобаричної поверхнi H в
13 вузлах чисельної сітки. Якщо вихiдне поле задане в m × n вузлах сітки,
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то область обчислення адвекцiї вiдносного вихору буде визначена на (m�4)
× (n�4) вузлах сiтки.

Представимо в скінченнорiзницевому виглядi величину геост-
рофiчної адвекцiї вiдносного вихору. Скінченнорізницеве значення ад-
векцiї позначимо gAΩ

~
:  
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Як випливає iз (2.17), лапласiани H повиннi обчислюватися в 4 вуз-
лах, якi на рис.2.3 помiченi трикутниками.

2.2 Методи визначення тенденції геопотенціалу

Пiсля того, як правi частини обчисленi в областi (m � 4) × (n � 4)
вузлiв сiтки, можна визначити тенденцiю геопотенціалу (q = ∂H/∂t). Для
цього використовують два шляхи - аналiтичне розв�язання прогностичного

  y

 i,j+2

                             i-1,j+1       i,j+1      i+1,j+1

           i-2,j            i-1,j        i,j                i+1,j     i+1,j

                             i-1,j-1        i,j-1       i+1,j-1

 i,j-2

 x

Рисунок 2.3 - Сiткова область для обчислення
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рiвняння (2.8) або його чисельне розв�язання.
Розглянемо в загальних рисах перший спосiб. Аналiтичний розв�язок

рiвняння (2.8) в полярних координатах при локальних межових умовах має
вигляд [1,2]: 

( ) ∫ ∫
π

Ω ψΑ







π
=

∂
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≡
2

0 02
100

R

ardrd
r
R

t
Hq

~
ln, ,                       (2.18)

де r, ψ - полярнi координати; 0, 0 - координати точки прогнозу, яка по-
слiдовно переміщується в кожний вузол сiтки i при заданих межових умо-
вах завжди спiвпадає з початком координат; R - радiус кола впливу.

Оскiльки функцiя пiд знаком iнтеграла в (2.18) може бути обчислена
в дискретних точках (вузлах сiтки), iнтеграли беруться чисельно. Для цьо-
го область впливу (коло радiусом R), в центрi якого знаходиться точка про-
гнозу, розбивається на концентричнi кiльця. В зоні кiльця вибирається пе-
вна кiлькiсть точок (вузлiв сiтки), в яких може бути знайдена геострофiчна
адвекцiя абсолютного вихору. Згiдно з формулами чисельних квадратур,
якi приблизно описують iнтеграли, розв�язок (2.17) для конкретного вузла
сiтки з номером �0� записується у виглядi: 
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В цьому виразi k - число контурiв, l - кiлькiсть точок на контурi. Об-
ласть впливу вибирається таким чином: навколо точки прогнозу прово-
дяться два кола, одне з яких має радiус d, а друге 2d. Коло радiусом 3d не
проводиться, оскiльки вважається, що адвекцiя вихору на цьому контурi не
впливає на точку прогнозу, отже, функцiя впливу (функцiя Грiна) для кола
радiусом 3d дорiвнює нулю. На рис.2.4 зображена схема вузлiв сiтки i кон-
тури. Із рисунка очевидно, що при k = 0, l = 1 (точка прогнозу), при k = 1,
l = 4 (точки з номерами 1, 2, 3, 4 на першому контурi); при k = 2, l = 12 (то-
чки другого контуру з номерами 9, 10, ..., 20). З урахуванням такої нуме-

рацiї вузлiв сiтки, рiвняння для 
0







∂
∂

t
H  можна представити у виглядi:

( ) ( ) ( )∑∑
=

Ω
=

ΩΩ Α+Α+Α≈






∂
∂ 20

9
22

4

1
1100

0 l
la

l
laa aaa

t
H

,,

~~~
.               (2.19)



38

У цьому виразi ваговi коефiцiєнти a, якi мiстять в собi функцiю Грiна
i сталi, залежать тiльки вiд вiдстанi мiж точкою прогнозу i контуром
(точками впливу), тому вони мають однаковi iндекси. 

Формула (2.19) показує, що у точцi прогнозу тенденцiя складається
iз сум добуткiв адвекцiї абсолютного вихору на деякi ваговi коефіцієнти.
Найбільші значення a належать точцi прогнозу, при вiддаленнi вiд неї a
зменшуються i на вiдстанi 3d дорiвнюють нулю.

Розрахувавши ∂H/∂t за допомогою формули (2.19) за початковими
даними - полем H(x,y,t0) розмiром m×n у всiх внутрiшнiх вузлах (m�4) ×
(n�4), задача вирiшується кроками за часом так, як зображено на блок-
схемi (рис.2.2, пункт 4). 

Другий спосiб розв�язання прогностичної задачi вiдрiзняється вiд
першого тим, що у ньому чисельнi методи використовуються з самого по-
чатку. Для кожного вузла сiтки, в якому знайдена величина геострофiчної
адвекцiї абсолютного вихору, записується прогностичне рiвняння (2.8). В
ньому диференцiальнi оператори замiнюються скінченнорiзницевими опе-
раторами. Таким чином формується система алгебраїчних рiвнянь. Поря-
док цiєї системи визначається числом вузлiв сiтки, для яких може бути об-
рахована права частина рiвняння (2.8). Для розв�язання цiєї системи вико-
ристовують чисельнi методи послiдовних  наближень, якi називаються
iтерацiйними.

Суть iтерацiйних методiв у багаторазовому повтореннi одного й того
ж простого алгоритму, що дає результат, який послiдовно наближається до
точного розв�язку. Ітерацiї починаються із задання вихiдного приблизного

           13       12            11

 14        6         2            5        10

   5        3         0            1        9

 16        7         4            8        20

           17       18            19

Рисунок 2.4 - Схема вузлів сітки в області інтегрування
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розв�язку. Потiм вихiднi значення невiдомих функцiй у вузлах сiтки по-
слiдовно змiнюються доти, поки не досягається задана точнiсть розв�язку.
Швидкiсть збіжностi iтерацiйного методу дуже залежить вiд ступеня точ-
ностi початкової апроксимацiї [1,3].

Як було обумовлено вище, у випадку, коли в прогностичному
рiвняннi (2.8) невiдому величину розглянути як тенденцiю геопотенцiалу,
задача зведеться до розв�язання рiвняння Пуассона.

Розглянемо квадратну сiтку прямокутної областi. Направимо осi ко-
ординат x i y уздовж сторiн цієї сiтки. Нехай число вузлiв цієї сiтки, в яких
розрахована права частина дорiвнює m × n, де m i n число вузлiв уздовж
осей x i y вiдповiдно. Величину тенденцiї q в точцi з координатами i, j бу-
демо скорочено позначати через qi,j. Таке ж позначення приймемо i для
правої частини рiвняння вихору ( )ijji AdF Ω= 2

,  в вузлах квадратної сiтки.
Оператор Лапласа у цьому рiвняннi представимо найпростiшим скінчен-
норiзницевим еквiвалентом з кроком d (рис.2.5):

( ) ( )jijijijijiji qqqqq
d

q ,,,,,, 41
11112 −+++≈∆ −−++ .                 (2.20)

    •                •               •                •               •

•

•

•

•

 i,j

 m,n 1,n

 m,1 1,1
  x

 y

Рисунок 2.5 - Квадратна сітка вузлів прямокутної області.
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В прийнятих позначеннях найпростiше скінченнорiзницеве баротропне
рiвняння вихору (2.8) має вигляд: 

( ) jijijijijiji Fqqqqq ,,,,,, =−+++ −−++ 41111                        (2.21)

i є найпростiшим скінченнорiзницевим рiвнянням Пуассона [1,3].
Рiвняння (2.21) може бути застосовано до всiх вузлiв сiтки, крiм

вузлiв, що належать до меж областi. Кiлькiсть внутрiшнiх вузлiв сiтки або
число рiвнянь (2.21) дорiвнює (m-2) × (n-2). Число невiдомих qi,j дорiвнює
кiлькостi всiх вузлiв сiтки з межовими включно i становить m × n. Це озна-
чає, що система рiвнянь (2.21) є не замкненою. Для того, щоб її замкнути,
необхiдно скористуватися межовими умовами. Досить часто використову-
ють так званi фiктивнi межовi умови: qг = 0.

Зупинимося на деяких iтерацiйних методах, якi використовують при
розв�язаннi прогностичного рiвняння (2.8).

2.2.1 Метод Рiчардсона
Запишемо рiвняння (2.21) у виглядi:

( )jijijijijiji Fqqqqq ,,,,,, −+++= −−++ 11114
1 .                     (2.22)

Добре вiдомо, що метод Рiчардсона для рівнянь вигляду (2.21) є про-
цесом, який збігається, тому можна задавати будь-якi початкові значення
q. Задамо їх рiвними нулю: 

( ){ } 00 =jiq , .                                             (2.23)

Номер iтерацiї позначається за допомогою верхнього iндексу у дуж-
ках. На першiй iтерацiї одержимо:  
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Поле функцiї F обчислюється по полю геопотенцiалу i вiд iтерацiй не
залежить: 

( ){ } jiji Fq ,, 4
11 −= .                                         (2.24)
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Поле q на другiй iтерацiї матиме вигляд:
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В загальному виглядi розв�язок методом Рiчардсона можна записати
таким чином:
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Тут i = 3, 4, ...., n - 2, j = 3, 4, ..., m - 2; ν = 0, i, 2, ... . 
Ітерацiйний процес продовжується до тих пiр, доки у всiх чисельних

вузлах не буде виконуватися умова: 

max ( ) ε≤− ν+ν
jiji qq ,

)(
,

1 ,                                     (2.27)

де ε - задана точнiсть розв�язку.
Одержане поле q є розв�язком (2.26) з точнiстю ε [1,3]. 

Пiдкреслимо, що з другого кроку за часом доцiльно у виглядi нульо-
вого наближення використовувати значення q на попередньому кроцi за
часом. У цьому випадку процес зiйдеться значно швидше: 

   
( ){ } ( ){ }kk tt

ji qq ,,
,

10 1 +ν=+ ,                                       (2.28)

де k = 1, 2, 3, .... k (k - номер кроку за часом).
Алгоритм розв�язання рiвняння Пуассона методом Рiчардсона зво-

диться до послiдовностi формул (2.26), (2.27), (2.28). 

2.2.2 Метод Лiбмана
Цей метод враховує послiдовнiсть i напрямок обчислення на сітці.

Припустимо, що процедура обчислення передбачає перемiщення зліва на-
право i зверху вниз. Тодi для вузлiв (i,j+1, i-1,j) величини тенденцiй вiдомi
на старших ітераціях (ν+1) (рис.2.6).

Обчислення q методом Лiбмана проводиться за формулою:

( ) ( )( )jijijijijiji Fqqqqq ,
)(

,
)(

,,,
)(

, −+++= ν
−

+ν
−

+ν
+

ν
+

+ν
1

1
1

1
11

1

4
1 .                    (2.29)



42

Використання q на старших iтерацiях (ν+1) приводить до того, що
процес збіжностi прискорюється. Алгоритм по Лiбману описується
рiвняннями (2.29), (2.28) і умовою (2.27).

2.2.3 Релакцiйний метод Саутвелла
В основi цього методу лежить послідовне зменшення похибок

(рiзницi мiж чисельним i фактичним значенням функцiї) у всiх вузлах
сiтки. Вiдповiдно до розв�язку прогностичної задачi похибка буде визнача-
тись як рiзниця мiж лiвими i правими частинами системи рiвнянь: 
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Поле q на старших iтерацiях знаходиться як сума qi,j на попередньо-
му кроцi i похибки Ri,j: 

( ) ( ) ( )νν+ν α+= jijiji Rqq ,,/
1 ,                                       (2.31)

де α � коефiцiєнт релаксації.
Він описує рiзницю мiж дiйсним i чисельним значенням на конкретному
кроцi. Коефiцiєнт релаксації залежить вiд розмiрiв сiткової областi. Опти-
мальне число α пов'язане з числом вузлiв сiтки таким спiввiдношенням:
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       i,  j

Рисунок 2.6 - Симетрична сітка точок
(стрілками вказано напрямок обходу).
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2.2.4 Екстраполяцiйний метод Лiбмана
Значення q на старших ітераціях визначаються iз системи рiвнянь:

( ) ( ) ( )11 +ννν+ν α+= ,
,,, jijiji Rqq ,                                    (2.33)
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При практичнiй реалiзацiї значення α, обчисленi за допомогою
рiвняння (2.32), можуть бути лише орiєнтовними. Значення α розрахову-
ються за допомогою чисельних експериментiв. Для кожної контрольної
схеми α будуть рiзними. Звичайно його вибирають значно бiльшим, ніж
отримане за формулою (2.32). Таке значення називається коефiцiєнтом пе-
релаксацiї. В систему (2.33) входять саме такi α. 

Застосування одного з iтерацiйних методiв в сукупностi з методом
крокiв за часом, у принципi, достатньо для того, щоб одержати чисельний
прогноз висоти iзобаричної поверхнi середнього рiвня. Але при реалiзацiї
такої схеми виникає ряд перешкод. По-перше, вони пов'язанi з проблемами
чисельної стiйкостi рiзноманiтних скінченнорiзницевих схем. При розв�я-
заннi прогностичної задачi диференцiальне рiвняння вихору замiнюється
скінченнорiзницевим, таким чином, у цьому рiвняннi здiйснюється перехiд
вiд похiдних до скінченних різниць. Це завжди пов'язано з виникненням
помилок, якi прийнято називати помилками скінченнорiзницевого набли-
ження або трункацiйними помилками. Вони збiльшуються при пе-
ремiщеннi кроками за часом. Необхідно застосувати спецiальнi заходи,
щоб запобiгти швидкому зростанню цих помилок.

Одним iз таких заходiв є вибiр кроку ∆t. В математицi добре вiдомий
критерiй Куранта-Фрiдрiхса-Левi (КФЛ), який справедливий для лiнiйного
рiвняння переносу: 
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де f - невiдома функцiя,
u, v - складовi швидкостi вiтру, які є сталими.

Згiдно з критерiєм КФЛ, часовий крок повинен задовольняти умову: 

2maxV
dt ≤∆ ,                                            (2.36)
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де d - крок у просторi по координатах x i y,
Vmax - найбiльше для заданої областi i інтервалу часу значення
модуля швидкостi.

Із (2.36) випливає залежнiсть мiж кроками просторової сiтки i крока-
ми по осi часу. Чим меншим є вибраний крок у просторі, тим меншими
iнтервалами за часом необхiдно користуватися для того, щоб уникнути
зростання трункацiйних помилок.

Однак квазiгеострофiчне рiвняння вихору (2.37) на вiдмiну вiд (2.35)
не є лiнiйним i критерiй КФЛ до нього застосувати не можливо: 
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Із спостережень за вiтром на середньому рiвнi вiдомо, що його вели-
чини не перевищують 150 км/год. Для оцiнки ∆t в першому наближеннi i
для нелiнiйного рiвняння вихору також скористаємось критерiєм (2.36).
Тодi очевидно, що ∆t для сiтки з кроком за простором 300 км не повинен
перевищувати 1,5 години.

2.3 Чисельнi методи розв�язання прогностичного рівняння для 
бароклінної атмосфери

Чисельнi методи розв�язання прогностичної задачi для бароклінної
атмосфери, як i для баротропної, розроблювалися у двох напрямках. По-
перше, це пошуки аналiтичного розв�язку, у якому iнтеграли будуть знахо-
дитися чисельно, по-друге, складання системи алгебраїчних рiвнянь, в якiй
прогностичне рiвняння зображується в скінченнорiзницевому вигляді.
Стисло охарактеризуємо цi два напрямки.

Аналiтичний розв�язок прогностичного рiвняння зображається у ви-
глядi просторових потрiйних iнтегралiв:  
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Запишемо його в квадратурах, тодi величина тенденцiї геопотенціалу
у деякiй точцi тривимірної сiтки буде обчислюватися за формулами:
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У рiвняннях (2.39) lF  � сума значень однієї iз п'яти величин (якобiа-
нiв (H, ∆H)850, (Н, ∆Н)500, (Н, ∆Н)300, i (H500, H850), (Н500, Н300)), що описують
адвекцiю вихору i температури на конкретних iзобаричних поверхнях.
Пiдсумовування проводиться по точках m-того контуру (m набуває зна-
чення 0,1,2,3). Верхнiй iндекс при F вказує на тип фiзичної величини; інде-

кси l  = 1, 2, 3 вiдповiдно до величини 
l
g (Н,.∆Н) + 

x
H
∂
∂

β , яка характеризує

геострофiчну адвекцiю абсолютного вихору, вказують на приналежність
до iзобаричної поверхнi 850, 500, 300 гПа, а l  = 4, 5 якобiани (H500,H850) i
(H500,H300), якi характеризують температурну адвекцiю в шарах 850-500 i
500-300 гПа.

Таким чином, змiна висоти iзобаричної поверхнi за одиницю часу в
точцi прогнозу зображується як сума здобуткiв адвекцiй абсолютного ви-
хору та температури на вiдповiднi ваговi коефiцiєнти. Пiдсумовування
проводиться по всiх вузлах сiтки, якi знаходяться у межах областi впливу.
В тривимірній моделi для бароклінної атмосфери область впливу � це
цилiндр радiусом R (R = 3d), його нижня основа лежить на iзобаричнiй по-
верхнi p = 1000 гПа (ζ = 1), а верхня - на поверхнi 300 гПа (ζ = 0.3). Точки
впливу лежать на основних iзобаричних поверхнях i спiвпадають з вузлами
сітки. Точки прогнозу розташовуються на осi цилiндра.

Пiдсумовування по точках контуру на кожнiй iзобаричнiй поверхнi
для будь-якого впливового фактора може бути виконане за такими форму-
лами: 

∑ ∑ ∑====
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33221100 ,;;; llllllll AFAFAFAF                 (2.40)
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де lA  - значення фiзичного фактора в точках на контурах,
l
0A - значення l�того фактора в точцi прогнозу.

Спiвставлення рис.2.3 i 2.7, а також формул (2.19) i (2.39), показує,
що алгоритми iнтегрування по горизонтальних координатах в баротропнiй
i барокліннiй атмосферах практично не вiдрiзняються, вiдмiна полягає ли-
ше у виборi контурiв та у кiлькостi вузлiв сiтки на контурах. Вiдмiтимо та-
кож i те, що при iнтегруваннi (рис.2.7) область впливу буде мати форму не
цилiндра, а восьмикутника. Оптимальнi алгоритми iнтегрування, як прави-

ло, встановлюються в результатi чисельних експериментiв.
Пiсля обчислення за вихiдними даними Н згiдно з формулами (2.39)

можна отримати прогностичнi поля H для основних iзобаричних повер-
хонь за допомогою методу крокiв за часом.

Другий напрямок знаходження розв�язку прогностичної задачi - ви-
користання чисельних методiв. Прогностичне рiвняння в системi коорди-
нат матиме вигляд: 

FqCq
=∆+

∂ζ
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ζ
∂ζ
∂ 22 ,                                     (2.41)
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Рисунок 2.7 - Схема вузлів сітки в області впливу



47

де q = tH ∂∂ /  - змiна висоти iзобаричної поверхнi за одиницю часу, С2 =
( )

2

2

gl
TR a γ−γ  - параметр статичної стiйкостi, який для спрощення задачi

вважається сталим.
Права частина в (2.41) має вигляд: 

( )TARAlCF ζ
∂ζ
∂

−= Ω
22 .

Величина F вважається також постiйною, оскiльки адвекцію вихору
АΩ і адвекцiю температури АТ обчислюють у вузлах сiтки за вихiдними да-
ними. Відносно невiдомої величини q рiвняння (2.41) є диференцiальним
рiвнянням в частинних похiдних другого порядку. При його реалiзацiї ви-
користовуються такi чисельнi методи:

1. Якщо виразити через скінченні рiзницi похiднi лише по горизон-
тальних координатах, не змiнивши похiднi по ζ, отримаємо систему зви-
чайних диференцiальних рівнянь, яка виконується на множинi дискретно
розташованих прямих. Такий метод носить назву методу прямих.

2. При переходi до скінченних рiзниць тiльки по вертикальнiй коор-
динатi, одержимо систему диференціальних рiвнянь, яка виконується на
множинi поверхонь ζ = const. Це так званий метод площин.

3. Якщо виразити через скінченні рiзницi похiднi по всiх трьох ко-
ординатах, розв�язок знайдеться на множинi дискретно розташованих то-
чок, які створюють просторову гратку.

На останньому методi зупинимось бiльш детально. Для полегшення
викладення приймемо деякi спрощення. Будемо вважати, що параметр
стiйкостi не залежить вiд координат, просторова гратка є призматичною,
утворена квадратними сiтками iз сторонами, паралельними осям x i y,
iзобаричнi поверхнi однаково вiддаленi одна вiд одної.

Для утворення такої просторової гратки розiб'ємо весь дiапазон вер-
тикальної координати ζ на ряд площин ζk, де k = 0,1,2,..., n (n - число шарiв,
h = 1/n). На кожнiй площинi проведемо лiнiї, паралельнi осям x та y. Весь
дiапазон змiнювання x поділимо на iнтервали з кроком d (x0, x1, x2, ... xl).
Позначимо координату x iндексом i, тодi x = id (i = 0,1,2,�,l ). Аналогiчно
вчинимо з координатою y: y = jd (j = 0,1,2, ..., m). Змiнну величину q у
точцi з координатами x, y, будемо позначати qi,j або q(xi, yj) = qi,j.
Вiдповiдно q(xi, yj, ζk) = qi,j,k.

Такi ж позначення приймемо для величин правої частини рiвняння
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(2.41) у вiдповiдних вузлах гратки та замінимо похiднi скінчен-
норiзницевими співвідношеннями. Для того, щоб перейти до скiнченних
рiзниць по вертикальнiй координатi, введемо крiм рiвнiв з цiлими
iндексами рiвнi з дробовими iндексами. Тодi: 
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Аналогiчно:

( )kjikji
kji

qqn
n

k
q

,,,,
,,

−






 +

≈







∂ζ
∂

ζ +
+

12

2

2
1

2 2
1

,                      (2.43)

( )12

2

2
1

2 2
1

−
−

−






 −

≈







∂ζ
∂

ζ kjikji
kji

qqn
n

k
q

,,,,
,,

.                     (2.44)

На основi (2.43),(2.44) дістанемо: 
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Приймемо таке позначення :
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З його врахуванням вираз (2.45) матиме вигляд
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Перший iндекс бiля коефіцієнтів а показує рiвень, для якого запису-
ється рiвняння (2.41), другий iндекс показує номер рiвня, на якому береть-
ся вiдповiдне значення тенденції геопотенцiалу.
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Розпишемо другий член лiвої частини рiвняння (2.41), враховуючи
позначення i шаблони скінченнорiзницевої апроксимацiї по горизонталь-
них координатах:

( )kjikjijkikjikjikji qqqqq
d
CqC ,,,,,,,,,,, 411112

2
2 −+++=∆ −−++ .           (2.48)

Пiдставимо вирази (2.47) i (2.48) у рiвняння (2.41). Одержимо:
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Рiвняння (2.49) можуть бути записанi для всiх вузлiв гратки окрiм
точок, якi знаходяться на межових поверхнях, i, таким чином, утворюють
систему рiвнянь (l -1)×(m-1)×(n-1), що відповідає числу внутрiшнiх точок
гратки. Число невiдомих у цiй системi дорiвнює числу точок гратки, i, та-
ким чином, становить (l +1)×(m+1)×(n+1). Рівняння, яких не вистачає для
замкнення системи, потрiбно знаходити за допомогою межових умов. Ме-
жові умови для цієї задачi мають вигляд: 

000 ==== kmikikjkj qqqq ,,,,,,,, l .                              (2.50)

Для того, щоб записати межовi умови по вертикальнiй координатi,
виконаємо деякi перетворення. Випишемо спочатку верхнi та нижнi умови
в такому виглядi: 

при   0=ζ                               02 =
∂ζ
∂

ζ
q ,                                            (2.51)

при   1=ζ                          TRAqq
−=α+

∂ζ
∂ .                                      (2.52)

На підставі рівняння (2.51) запишемо верхню межову умову для се-
редини верхнього iнтервалу, тобто для рівня  

n
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2
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2
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22
110 =

+
=

ζ
=

ζ+ζ .
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Тоді замість (2.51) отримаємо

( )
0

2
01

2
1 =

−






 ζ

h
qq jiji ,,,,

або, оскільки 01 ≠ζ  i ∞≠h , верхня межова умова матиме вигляд: 

001 =− ,,,, jiji qq .                                        (2.53)

Для нижнього рiвня із (2.52) при переходi до скінченних рiзниць
одержимо:  

( ) njiТnji
njinji

n ARq
h
qq

,,,,
,,,, −=α+

−
ζ −1 .

З урахуванням того, що ζn = 1 i 1/h = n, останнє рiвняння матиме ви-
гляд: 

( ) ( ) njiТnjinji ARnqqn ,,,,,, −=−α+ −1 .                           (2.54)

Загальна кiлькiсть рiвнянь системи (2.49), (2.50), (2.53), (2.54)
вiдповiдає кiлькостi невiдомих величин i є замкненою. Скориставшись
граничними умовами (2.53) і (2.54), замiнимо q за допомогою (2.49), при
цьому отримаємо замкнену систему, яка складається iз (l -1)×(m-1)×(n-1)
рiвнянь. Використавши межовi умови по вертикальнiй координатi, запи-
шемо систему в розгорненому виглядi:
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 (2.55)

Записуючи рiвняння для першого обчислювального рiвня (k = 1),
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можна помiтити, що з'явилися члени виду a1,0qi,j,0 (при i = j = 1 вiн має ви-
гляд a1,0q1,1,0), де q1,1,0 - вiдповiдає функцiї q на верхнiй межі областi обчис-
лення (k = 0).

При записі рівнянь для останнього рiвня (k = n�1) з'являються члени,
в якi входять величини qi,j,n на нижнiй межi областi обчислення. У
вiдповiдностi з верхньою межовою умовою виразимо qi,j,0 через тотожнi
йому значення qi,j,1 i запишемо рiвняння: 

10 ,,,, jiji qq = .                                            (2.56)

Пiдставимо (2.56) в перше рiвняння системи (2.55):
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Використавши умову (2.54), одержимо: 
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= −1                            (2.58)

Тодi останнє рiвняння системи (2.55) матиме вигляд:        
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Згрупувавши члени, якi вмiщують величину AT, останнє рiвняння за-
пишемо так:   
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   (2.59)
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Виключити нульовi межовi умови по горизонтальних координатах
(2.50) iз системи (2.49) можна, пiдставляючи замiсть 

    


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β≠α
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=δαβ   при       0
  при       1

.                                   (2.60)

Використовуючи (2.57), (2.59) i позначення (2.60), приведемо систе-
му (2.49) до вигляду:
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Ця система має (l -1)×(m-1)×(n-1) рiвнянь з (l -1)×(m-1)×(n-1)
невiдомими значеннями тенденцiй q у всiх внутрiшнiх вузлах сiтки. Для
стислого запису цiєї системи введемо позначення: 
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Перепишемо систему (2.61):
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Система лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (2.63) може бути розв�язана
за допомогою одного з точних методiв (наприклад, методом послiдовного
виключення невiдомих Гаусса). Але оскільки система має, як правило, ви-
сокий порядок, доцiльнiше використовувати iтерацiйнi методи.

Із застосуванням одного з iтерацiйних методiв, систему (2.63)
вiдносно kjiq ,,  запишемо у виглядi:     
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Верхнiй iндекс означає номер ітерації. На кожнiй ітерації проводить-
ся обчислення всiх (l -1)×(m-1)×(n-1) величин ( )ν

kjiq ,,  (i = 1, 2, ...,l -1; j =

1, 2, .., m-1; k = 1, 2, .., n-1; ν - const).
За нульове наближення ( )0

kjiq ,,  може бути прийняте поле q, яке визна-
чили на попередньому кроцi за часом. Обчислення припиняться, коли ви-
конається умова:

( ) ( ) ε≤− −νν 1
kjikji qq ,,,,max ,

де ε - задана мала величина.
Для прискорення збiжностi можна використати метод Лiбмана.
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РОЗДІЛ  3
АПРОКСИМАЦІЯ ПОХІДНИХ ЗА ДОПОМОГОЮ МЕТОДУ СІТОК.

СКІНЧЕННОРІЗНИЦЕВІ СХЕМИ

Точнiсть розв�язання метеорологiчних задач значною мiрою зале-
жить вiд точностi обчислення просторових i часових похiдних. На сього-
днiшнiй день ми не маємо можливостi застосувати вiдповiднi методи ди-
ференцiювання функцiй, заданих аналiтично, тому вимушенi приблизно
замiнювати похiднi скiнченнорiзницевими аналогами, або, як кажуть,
скiнченнорiзницевими наближеннями. Отриманi результати представляють
собою малу рiзницю (рiзницю значень метеорологiчних величин в двох то-
чках у просторі чи часi) великих змiнних. Першi похiднi обчислюються з
помiтними похибками, а перехiд вiд перших до других похiдних
еквiвалентний ще одному скiнченнорiзницевому наближенню i т.д. Таким
чином, чим бiльший порядок похiдної треба обчислити, використовуючи
той чи iнший обчислювальний метод, тим бiльший вплив на результат бу-
дуть мати похибки у вихiдних даних, а отже, тим менша точнiсть резуль-
татiв.

Перша похiдна вiд будь-якої функцiї f по аргументу η є границею
відношення приросту функцiї ∆f до змiни аргументу ∆η, за умови, що ∆η
наближується до нуля:

( ) ( )
η∆

η−η∆+η
=

∂η
∂

→η∆

fff
0

lim .                                  (3.1)

Обчислена за формулою (3.1) похiдна належить до точки з координа-
тою η. Ця формула дозволяє обчислити похiдну у тому випадку, коли
вiдомий вид залежностi f(η), а отже, функцiя f(η) задана аналiтично.

Вiдомо, що всi метеорологiчнi величини залежать вiд просторових
координат x, y, z i часу t. Але вид цієї залежностi дуже складний i є
невiдомою функцiєю. Однак можна навести багато прикладiв аналiтичного
опису залежностi метеорологiчних величин вiд окремих координат в прос-
торi чи часi. Наприклад, добре вiдомi задовiльнi результати опису за допо-
могою логарифмiчної функцiї вертикального розподiлу температури, воло-
ги, швидкостi вiтру в приземному шарi повiтря. В окремих шарах атмосфе-
ри добре виправдовується лiнiйне подання змiн температури з висотою.
Iнколи добовий хiд температури описують за допомогою перiодичних
функцiй (наприклад, синусоїди); залежнiсть метеорологiчних величин вiд
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горизонтальних координат i часу також можна приблизно задавати
аналiтично у виглядi полiномiв, тригонометричних функцiй, сферичних чи
iнших. Для всiх перелічених функцiй похiднi можуть бути знайденi за на-
веденою формулою (3.1).

При розв'язанні бiльшостi метеорологiчних задач мають справу не з
аналiтично заданими функцiями, а з дискретними даними, iз величинами
метеорологiчних параметрiв в окремих точках (наприклад, у вузлах сiтки,
якi спiвпадають з метеостанцiями) i в окремi моменти часу (наприклад, в
строки спостережень). Для розрахунку похiдних по дискретних значеннях
формула (3.1) береться у виглядi (3.2), в якiй прирости функцiї та аргумен-
ту замiнюються приблизним вiдношенням:   

( ) ( )
η∆

η−η∆+η
≈

∂η
∂ fff .                                     (3.2)

Розрахована за цiєю формулою похiдна вже належить не до точки з
координатою η, а є осередненим значенням на iнтервалi [η,η+∆η].

Теорiя скінченнорізницевого визначення похiдних по горизонталь-
них координатах була розроблена в [2].

3.1 Теоретичні основи методiв обчислення похідних

Нехай вiдомi величини деякого метеорологiчного параметра f в кон-
кретних точках з номерами n = 1,2,3,..., N на площинi. Координати будь-
якої n-ої точки позначимо xn, yn, величину метеорологiчного параметра �
через fn. Для визначення похiдних будемо вважати, що поле метеопарамет-
ра є лiнiйним :  

nnn y
y
fx

x
fff

∂
∂

+
∂
∂

+= 0 ,                                     (3.3)

де f0 - величина метеорологiчного параметра на початку координат, а x
f
∂
∂ ,

y
f
∂
∂  вважаються сталими або осередненими по територiї, на якiй розташо-

ванi вибранi точки. Якщо до вказаних точок застосувати опис (3.3), то
отримаємо систему n умовних рiвнянь:   
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( )Nny
y
fx

x
fff nnn ,...,,210 =

∂
∂

+
∂
∂

+= .                        (3.4)

При N < 3 кiлькостi рiвнянь недостатньо для визначення трьох

невiдомих величин: f0, x
f
∂
∂ , 

y
f
∂
∂ , при N = 3 вказанi величини визначаються

однозначно (величин параметра f0 у трьох точках, якi не лежать на однiй
прямiй, достатньо для однозначного визначення плоского вектора
градiєнта). Для того, щоб пiдвищити точнiсть обчислення, доцiльно брати
N > 3.

Оскiльки поле параметра f в дiйсностi нелiнiйне, рiвняння системи
(3.4) в точностi не будуть виконуватися. Лiвi частини кожного рiвняння
системи будуть вiдрiзнятися на деяку величину δn:
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Логiчно тепер для визначення 
x
f
∂
∂  i 

y
f
∂
∂ вимагати, щоб величини δn,

якi в подальшому ми будемо називати нев�язками, були якнайменшими.
При цьому важливо, щоб всi значення δn були невеликими. Не можна ви-
магати, щоб сума всiх δn була мiнiмальною, бо вона може бути малою i в
тих випадках, коли окремi значення δn матимуть рiзнi знаки. Тому в таких
випадках треба вимагати, щоб мiнiмальною була сума квадратiв нев�язок.
Такий шлях уперше був випробуваний i обґрунтований Гауссом i назива-
ється способом найменших квадратiв. Вiдповiдно до цього введемо позна-
чення:
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та знайдемо 
x
f
∂
∂ , 

y
f
∂
∂  (а також f0) iз умови, що Е при цих 

x
f
∂
∂  i 

y
f
∂
∂  менше нiж

при будь-яких iнших значеннях похiдних. Для цього необхiдно i, як можна
показати, достатньо виконання такої умови мiнiмуму: 

.;; 000
0

=
∂
∂

=









∂
∂

∂

∂
=








∂
∂

∂

∂
f
E

y
f

E

x
f

E                               (3.7)



57

Використавши (3.5) замiсть (3.6), можна записати:
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Тодi умова мiнiмiзацiї (3.7) приведе до системи нормальних рiвнянь 
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Розв�язок системи (3.8) дозволяє знайти 
x
f
∂
∂ , 

y
f
∂
∂ , f0 по значеннях ме-

теорологiчних параметрiв f в точках, розташованих довiльно на площинi
(наприклад, по iнформацiї на метеостанцiях). Коефiцiєнти цiєї системи i
правi частини вважаються вiдомими, оскiльки можуть бути розрахованi по
координатах станцiй xn i yn вiдносно вибраного початку координат та по
величинах параметрiв fn на станцiях.

Однак система значно спрощується, якщо вибранi точки створюють
симетричну сiтку даних. Розташувавши початок системи координат в
центрі симетрiї та спрямувавши осi координат по осях її симетрiї, маємо: 
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Дякуючи симетрiї, кожному додатному значенню xn знайдеться
вiдповiдне вiд�ємне значення i при складаннi вони скорочуються. Так само
станеться iз сумами координат по yn. Використавши (3.9), знайдемо iз (3.8):
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Це кiнцевий вид формул, з допомогою яких по величинах метеопа-
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раметрiв у вузлах симетричної сiтки можна знайти похiднi 
x
f
∂
∂ , 

y
f
∂
∂ , осере-

дненi по територiї, а також значення функції f0. Звичайно, цi значення
похiдних і f0 доцiльно приписати центру симетрiї сiтки. Давайте застосує-
мо отриманi формули (3.10) до схем, якi використовуються найчастіше.
Доцiльно використовувати безрозмiрнi координати, тодi нашi формули ма-
тимуть унiверсальний вигляд:  
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де ∆x, ∆y - кроки по координатних осях.
Центр сiтки позначимо i, j, позначення iнших вузлiв сiтки наведенi

на схемi (рис.3.1).

Для чотириточкової схеми матимемо:

Координати вузлів сітки xn yn

i+1,j d 0
i,j+1 0 d
i-1,j -d 0
i,j-1 0 -d

Звiдки одержимо:
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  i-1,  j+1           i,  j+1       i+1,  j+1

  i-1,  j                i,  j           i+1,  j

  i-1,  j-1            i,  j-1        i+1,  j-1

Рисунок - 3.1  Розташування вузлів сітки
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Пiдставимо до (3.10) :
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Аналогiчно без виведення наведемо формули для сiткового шаблона,
який використовує вiсiм точок: 
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Отримаємо скінченнорiзницевий аналог виразу для так званого лап-
ласiана на площинi: fs

2∇  або ∆sf, вiн представляє собою суму других
похiдних вiд функцiї по координатах x i y: 
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У подальшому iндекс s не будемо вживати, пам�ятаючи про формулу
(3.13). Вiзьмемо за основу чотириточкову схему та введемо промiжнi точ-
ки, якi позначимо а, с, b, е (рис.3.2) та якi дiлять вiдрiзки пополам.

Запишемо другi похiднi приблизно як вiдношення змiни перших до
вiдповiдного аргументу:     
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Тепер розпишемо першi похiднi i пiдставимо в (3.14):
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Приблизна формула для лапласiана матиме вигляд :

( ) ( )jijijijijiji fffff
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f ,,,,,, 41
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2 −+++≈∇ −−++ .                 (3.17)

Отримана формула широко використовується в синоптичнiй метео-
рологiї та гiдродинамiчних методах прогнозу погоди при аналiзi полiв тис-
ку i геопотенцiалу.  

3.2 Основи методу сіток

Поля метеорологiчних величин є неперервними i суть методу сiток
полягає у тому, що неперервний простiр i час замiнюються множиною
дискретних точок, а поля функцiї (метеовеличин) задаються у виглядi
множини дискретно-сiткових значень функцiй s

kjif ,, . Нагадаємо ще раз по-
значення:

Рисунок 3.2 � Розташування вузлів сітки

  у

 х

   i,   j+1

     i-1,  j                    i,  j                 i+1,  j

   i,   j-1
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 b  a
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де ∆x, ∆y, ∆z � кроки у просторі,
∆t � крок за часом, 
i, j, k � безрозмiрнi просторовi координати по осях, 
s � безрозмiрна координата за часом.

Така множина точок, положення яких визначається дискретними
безрозмiрними координатами в просторi i часi, називається просторово-
часовими сiтками, а точки цих сiток - вузлами.

Приблизнi вирази для похiдних одержанi при використаннi значень
метеопараметрiв у вузлах сiтки та в дискретнi моменти часу, інакше кажу-
чи, похiднi зображаються за допомогою рiзниць метеорологiчних величин
на кiнцевих просторових та часових кроках. Тому такий пiдхiд називається
скiнченнорiзницевим методом.

Пiсля пiдстановки скiнченнорiзницевих виразiв для похiдних в сис-
тему рiвнянь гiдротермодинамiки, яка є системою диференцiальних
рiвнянь в частинних похiдних, отримаємо систему алгебраїчних рiвнянь.
Будемо вважати, що алгебраїчна система рiвнянь виконується у кожному
внутрiшньому вузлi сiтки областi обчислення. В початковий момент для
межових точок необхiдно визначити додатковi умови або рiвняння, якi до-
зволять апроксимувати початковi та межовi умови вiдповiдно до фiзичної
постановки задачi. Таким чином, метод сiток дозволяє отримати розв�язок
крайової задачi з початковими i межовими умовами для системи дифе-
ренцiальних рiвнянь. Отримана система алгебраїчних рiвнянь розв�язу-
ється за допомогою електронно-обчислювальних машин із застосуванням
будь-якої багатокрокової процедури обчислення (наприклад, методу
iтерацiй).

Одним iз шляхiв апроксимацiї похiдних є проста замiна похiдних
вiдповiдними скінченнорiзницевими вiдношеннями. Наприклад, для пер-
шої похiдної можна використати апроксимації такого виду:   
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де f - будь-яка функцiя,
r, q - будь-яка координата: 

t
z
y
x

r = ;    

s
k
j
i

q = ,

де ∆r - крок по вiдповiднiй координатi.
Функцiональну залежнiсть вiд координат i часу позначимо як s

qf
Апроксимацiї (3.19) - (3.21) називаються скiнченними рiзницями.

Вони можуть бути представленими на одному чи декiлькох iнтервалах ∆r.
В залежностi вiд положення точки, для якої реалiзується ця процедура,
скiнченні рiзницi можуть бути центрованi або нецентрованi. Центрованi
рiзницi представляють собою змiну значень функцiї в точках, симетричних
вiдносно пункту обчислення. Вiдповiдно до цього апроксимація (3.21) на-
зивається центральною, а (3.19) i (3.20) - нецентрованими рiзницями впе-
ред або назад.

При апроксимацiї похiдних скiнченнорiзницевими вiдношеннями
логiчно вимагати узгодженостi, тобто при зменшеннi кроку сiтки до �0�
скiнченнорiзницевий аналог повинен наближатися до похiдної. Всi форму-
ли (3.19 - 3.21) мають таку властивiсть. Визначимо оцiнку похибок по-
хiдних, апроксимованих скiнченними рiзницями. Точний розв�язок необ-
хiдно пiдставити в приблизний вираз для похiдних замiсть сiткових зна-
чень функцiй fq, а тодi розкласти в ряди Тейлора поблизу центральної точ-
ки. Для прикладу виконаємо таку пiдстановку для (3.19): 
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Пiсля розкриття квадратних дужок i скорочення подiбних членiв,
одержимо: 
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Для апроксимації (3.20), (3.21) аналогiчна процедура пiдстановки
дасть такi результати:    
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Величину ε називають помилкою апроксимації похiдної. Вона пред-
ставляє собою суму членiв, якi �вiдсiкаються� при формуваннi наближен-
ня. Помилка апроксимації дає уявлення про те, наскiльки точно рiзницеве
спiввiдношення наближається до похiдної при малому значеннi ∆r. Мiрою
цiєї оцiнки є порядок точностi апроксимації, який визначається найнижчим
степенем ∆r у виразi для похибки апроксимації ε. Вiдповiдно до рiвнянь
(3.22) - (3.24), апроксимації (3.19), (3.20) мають перший порядок точностi
(можна записати ε = О(∆r)), кiнцева апроксимація (3.21) є апроксимацією
другого порядку точностi (ε = О(∆r)2). Для того, щоб апроксимацiя
похiдної була узгодженою, вона повинна бути принаймні першого порядку
точностi.

Вiдомо, що атмосфернi рухи i поля метеорологiчних величин мають
хвильовий характер. Вид виразу для ε показує, що точнiсть зображення
похiдної з допомогою скінченних рiзниць залежить вiд характеру функцiї
f(r) та спiввiдношення мiж кроком сiтки i довжиною хвилi в полi цiєї
функцiї. Представимо оцiнку скінченнорiзницевої апроксимацiї першої
похiдної в залежностi вiд розмiрiв кроку сiтки i довжини хвилi. Розглянемо
таку функцiю, яка представляє собою гармонiку виду:  

                                    
f(x) = Asin(kx),                                          (3.25)

 
де А � амплiтуда,

k = 2π/L - хвильове число,
L- довжина хвилi по осi x.

Для апроксимацiї похiдної використаємо центральну рiзницю виду
(3.21):
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де ∆x - крок сiтки по осi x,

x
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Запишемо першу похiдну вiд функцiї (3.25):
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та апроксимуємо її центральною рiзницею вiдповiдно до (3.26):

( ) ( )[ ] ( ) ( )xkixk
x

Axikxik
x

A
x
f a

i

∆∆
∆

=∆−−∆+
∆

≈






∂
∂ cossinsinsin 11

2
.

     
Введемо величину ε, яка буде характеризувати вiдносну похибку ап-

роксимацiї першої похiдної: 
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Отримаємо величини для рiзних довжин хвиль, якi виразимо через
кроки сiтки:
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Результати показують, що вiдносна помилка апроксимацiї похiдної
зростає в мiру того, як зменшується довжина хвилi, а для хвиль, що мають
довжину подвiйного кроку сiтки (L = 2∆x), скінченнорiзницевi наближення
неможливi. Або iншими словами, з допомогою значень fi в дискретних точ-
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ках x = i∆x неможливо представити хвильовi рухи, довжина яких менша
нiж 2∆x. Звiдси витiкає, що для скінченнорiзницевого зображення похiдних
i рiвнянь гiдротермодинамiки крок сiтки необхiдно вибирати з урахуван-
ням довжин хвиль, якi мають значимi амплiтуди. 

3.3 Скінченнорiзницевi схеми. Точність чисельного розв�язку, 
      апроксимація, узгодженість та збіжність

Замiна похiдних у диференцiальних рiвняннях вiдповiдними скін-
ченнорiзницевими наближеннями називається скінченнорiзницевою апро-
ксимацiєю, а алгебраїчнi рiвняння, отриманi в результатi такої замiни �
скінченнорiзницевими схемами.

Розглянемо деякi визначення та питання, пов�язанi з побудовою скін-
ченнорiзницевих схем, на прикладi неоднорiдного диференцiального
рiвняння, яке запишемо у такому виглядi : 

       
ϕ=Lf ,                                                 (3.28)

де L - диференцiальний оператор,
f - невiдома функцiя (розв�язок),
ϕ - задана функцiя.

У такiй узагальненiй формi можна записувати лiнiйнi та нелiнiйнi
звичайнi диференцiальнi рiвняння, а також рiвняння у частинних похiдних.
В системi рiвнянь, яка використовується в задачах гiдродинамiчного про-
гнозу погоди, незалежними змiнними є час та просторовi координати.

Нехай оператор L мiстить похiднi у просторі i за часом. Просторовi
незалежнi змiннi будемо визначати через r. З урахуванням цього будемо
вважати, що в (3.28)

( ) ( )trtrff ,, ϕ=ϕ= , .

Розв�язання рiвняння (3.28) будемо вивчати в областi D � області
змiн просторових незалежних змiнних, яка обмежена межею Г i часом Dt.
Область D може бути тривимiрним об�ємом, поверхнею чи лiнiєю.
Вiдповiдно до цього межами для вибраних об�єктiв (тривимiрних, дво-
вимiрних, одновимiрних) будуть поверхнi, лiнiї чи точки. Розв�язання
рiвняння (3.28) в області D буде однозначним, якщо його поставити у від-
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повідність до умов у початковий момент часу (початкові умови) i на межі
Г (межові умови).

Задачу знаходження розв�язку диференцiального рiвняння, яке
пiдпорядковане початковим та межовим умовам, називають змiшаною
крайовою задачею або нестацiонарною крайовою задачею. До таких задач
належить i розв�язання рiвняння (3.28). Його початковi та межові умови
залежатимуть вiд характеру задачi та конкретного виду рiвняння. Не буде-
мо зараз обговорювати способи задання початкових та межових умов, за-
пишемо їх у такому загальному виглядi:  

ψ(r) = f(r, t0)     в D     при     t = t0,                         (3.29)
g(r, t) = f(r, t)     на     tD×Γ ,                              (3.30)

де t0 - початковий момент часу.
Визначимось в таких позначеннях як точнiсть чисельного розв�язку,

апроксимацiя та узгодженiсть, коректнiсть та збiжнiсть. 
Приблизний розв�язок диференцiального рiвняння, який дістається за

допомогою скiнченнорiзницевого методу, прийнято називати чисельним, а
рiзницю мiж чисельним та точним розв�язками - похибкою чисельного
розв�язку. Оскiльки точний розв�язок, як правило, невiдомий, то
невiдомою є i похибка чисельного розв�язку. Можна спробувати оцiнити
точнiсть скiнченнорiзницевої схеми, за допомогою якої було отримано чи-
сельний розв�язок. Ця точнiсть характеризується похибкою скiнченнорiз-
ницевої апроксимацiї диференцiального рiвняння.

Для того, щоб скiнченнорiзницевий метод можна було застосувати
до задачi (3.28), необхiдно виконати дискретизацiю незалежних змiнних :  

t
ts

r
rq

∆
=

∆
= ,

(будемо вважати, що ∆r = h, ∆t = τ), а неперервнiй областi змiни незалеж-
них змiнних слiд поставити у вiдповiднiсть дискретну (сiткову) область -
просторово-часову сiтку ((Dh + Гh)× Dτ), вузлами якої є точки з iндексами q
i s. На цiй сiтцi визначаються сiтковi функцiї s

qf , s
qϕ  i сiтковi оператори Lh,

ψq, s
qg .

Такий пiдхiд приводить до того, що диференцiальнiй задачi (3.28)-
(3.30) ставиться у вiдповiднiсть скiнченнорiзницева задача: 
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qq f=ψ   в    hD      при   0=s ,                             (3.32)

s
q

s
q fg =      на     τ×Γ Dh .                                  (3.34)

Розглянутий пiдхiд до побудови скiнченнорiзницевої задачi залиша-
ється формальним (не гарантує одержання чисельного розв�язку, близько-
го до точного) доти, поки не буде доведено, що скiнченнорiзницеве
рiвняння (3.31) i сiтковi оператори початкових (3.32) та межових (3.33)
умов дiйсно апроксимують вихiдне диференцiальне рiвняння (3.28), почат-
ковi (3.29) та межові (3.30) умови.

Крiм цього, скiнченнорiзницева схема (3.31), яка апроксимує дифе-
ренцiальне рiвняння (3.28), повинна бути стiйкою та збiжною. Тiльки при
виконаннi цих вимог можна розраховувати на одержання чисельного
розв�язку скiнченнорiзницевої задачi, близького до точного розв�язку ди-
ференцiальної задачi.

Точнiсть апроксимацiї диференцiального рiвняння скiнченнорiзни-
цевим оцiнюється так, як i похибки замiни скiнченними рiзницями
похiдних. Для цього в скiнченнорiзницеве рiвняння замiсть сiткових
функцiй пiдставляються розкладенi в ряд Тейлора функцiї (точний
розв�язок ( )tsrqf ∆∆ , ) навколо точки з координатами tsrq ∆∆ , . Потiм iз ре-
зультатiв пiдстановки вiднiмається диференцiальне рiвняння. Отримана
таким способом рiзниця представляє собою похибку апроксимацiї дифе-
ренцiального рiвняння (3.28) скінченнорiзницевим рiвнянням (3.31).

Похибка апроксимацiї оцiнюється степенем приросту незалежних
змiнних, або крокiв tr ∆∆ , , в головних iз вiдкинутих членiв рядiв Тейлора.
Цю похибку називають також порядком точностi апроксимацiї або просто
порядком апроксимацiї. Якщо, наприклад, в головних iз вiдкинутих членiв
рядiв Тейлора tr ∆∆ ,  входять у першому степенi, то порядок апроксимацiї
буде першим по r∆  i t∆ , а ( )tr ∆∆=ε ,0 . Якщо при зменшеннi до нуля

tr ∆∆ ,  похибка ε  також сягає до нуля, то скінченнорiзницеве рiвняння на-
ближається до диференцiального рiвняння.

Вважається, що для скінченнорiзницевого рiвняння (3.31) з початко-
вими та межовими умовами (3.32), (3.33) постановка задачi є коректною,
якщо для невеликих кроків у просторі (h) i часi (τ) розв�язок рiвняння
(3.31) iснує, є єдиним і залежить вiд початкових, межових умов та правої
частини рiвняння.

Розглянемо перелiченi властивостi скінченнорiзницевих схем бiльш
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детально. Для цього зручно використати лiнiйнi рiвняння, для яких вiдомi
точнi розв�язки (наприклад, рiвняння адвекцiї, коливань). На основi аналізу
скінченнорiзницевих схем для лiнiйних рiвнянь можна отримати ряд ре-
зультатiв, якi будуть корисними при створеннi скінченнорiзницевих схем
для нелiнiйних рiвнянь.

Для спрощення скористуємось одновимiрним рiвнянням адвекцiї:

( ),, txff
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t
f ,==

∂
∂

+
∂
∂ 0                                 (3.34)

                              
де с - додатна стала. 

Наведене рiвняння (3.34) описує адвекцiю функцiї f зi сталою швидкiстю с
в додатному напрямку осi x. Одержимо аналiтичний розв�язок рiвняння
(3.34) i виконаємо дослiдження властивостей чисельних розв�язків,
порiвнюючи їх з вiдомими властивостями точного розв�язку.

Перейдемо до iншої системи координат, використавши позначення : 
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Пiдставимо отриманi вирази до формули (3.34) :
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                                  (3.35)

Аналiз формули (3.35) показує, що F не може бути функцiєю часу, а
може бути лише довільною функцією ξ, таким чином,

       
( ) ( )ctxFtxf −=,                                         (3.36)

є розв�язком рiвняння адвекцiї (3.34), що задовольняє початкову умову: 
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( ) ( )xFxf =0, .                                          (3.37)

При (x - ct) = const, f(x,t) = const. Якщо ми розглянемо розв�язки на
координатнiй площинi x, t то побачимо, що у цьому випадку розв�язки на-
бувають постiйних значень уздовж прямих лiнiй :

(x - ct) = const.
 
Нагадаємо, що iнтегрування диференцiальних рiвнянь у частинних

похiдних рівносильне iнтегруванню так званих характеристичних систем.
Для лiнiйного однорiдного рiвняння адвекцiї (3.34) ця система має вигляд:  

       

c
dxdt

=
1

.                                               (3.38)

Будь-який перший iнтеграл характеристичної системи є розв�язком
диференцiального рiвняння. Інтегральнi кривi, якi описуються характерис-
тичними системами, називаються характеристиками диференцiального
рiвняння. Для рiвняння (3.34), що розглядається, характеристиками є
прямi, які описуються iнтегралом характеристичної системи (3.38):  

       
(x - ct) = const.                                          (3.39)

Значення f, яке вiдповiдає t = 0, є вiдображенням початкових умов
для рiвняння, що дослiджується. Початковi умови однозначно визначають
сталу у правiй частинi рiвняння характеристик (3.39). Як вже підкреслюва-
лось, на характеристиках розв�язку це не вiдбивається.

Одна iз характеристик рiвняння адвекцiї (3.34) представлена на рис.
3.3. Аналiз цього графiка вказує на те, що розв�язок розповсюджується уз-
довж характеристик.

Побудуємо тепер схему з метою знаходження приблизного рiвняння
(3.34) за допомогою сiткового методу. Цей розв�язок буде знаходитися на
полi дискретних точок в площинi x, t, яке зображене на рис.3.4. Приблиз-
ний розв�язок у точцi (i∆x, s∆t) позначимо через fi

s. Поведiнка точного
розв�язку, який розповсюджується уздовж характеристик в площинi x, t,
дозволяє побудувати приблизне рiвняння, наприклад, шляхом замiни
похiдної за часом рiзницевим вiдношенням, спрямованим уперед, а
похiдної за простором - рiзницевим вiдношенням назад. З врахуванням
цього отримана схема матиме вигляд:
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Цю схему можна також називати вперед спрямованою схемою вверх
по потоку. Останнi слова вказують на положення точки i-1 вiдносно швид-
костi адвекцiї. Схема (3.40) - тiльки одна iз багатьох можливих узгоджених
скiнченнорiзницевих схем для даного диференцiального рiвняння. Існує
багато iнших схем, якi дають наближення до дослiджуваного дифе-

 t

 s
if

(s+1)∆t

s∆t

(s-1)∆t

  (i-1)∆x     i∆x    (i-1)∆x
   x

Рисунок 3.4 - Скінченнорізницева сітка для визначення наближеного
розв�язку рівняння (3.34).

   t

 х
 х0

 f = const = f(x0, 0)

Рисунок 3.3 - Одна з характеристик лінійного рівняння (3.34).
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ренцiального рiвняння при зменшеннi приростiв ∆x, ∆t до нуля, але тут во-
ни розглядатися не будуть.

Оскiльки для малих значень ∆x, ∆t скiнченнорiзницеве рiвняння ап-
роксимує вiдповiдне диференцiальне рiвняння, можна очiкувати, що його
розв�язок буде також апроксимацiєю розв�зку цього рiвняння. Розв�язок,
який ми одержуємо за допомогою скiнченнорiзницевих схем, будемо в по-
дальшому називати чисельним.

Зручно вивчати властивостi чисельних розв�язків у порiвняннi з
вiдомими розв�язками вихiдних диференцiальних рiвнянь. В подальшому
будемо їх називати точними розв�язками.

Рiзниця мiж чисельним i точним розв�язками є похибкою чисельного
розв�язання:

( )tsxiff s
i ∆∆− , .                                         (3.41)

       
Вона, як правило, невiдома, але можна спробувати знайти мiру точ-

ностi схеми пiдстановкою точного розв�язку f(∆x, ∆t) рiвняння до чисель-
ної схеми. Оскільки цей розв�язок не буде задовольняти чисельному рів-
нянню точно, то необхiдно добавити додатковий член для того, щоб
рiвняння задовольнялось. Позначимо цей член через ε. Використавши цi
позначення стосовно до схеми (3.40), запишемо таке рiвняння:

       
( )( ) ( ) ( ) ( )( )

x
tsxiftsxifc

t
tsxiftsxif

∆
∆∆−−∆∆

+
∆

∆∆−∆+∆
=ε

,,,, 11 . (3.42)

Член ε називається похибкою апроксимацiї скiнченнорiзницевої схе-
ми. Вона визначає, наскiльки добре точний розв�язок задовольняє рiвняння
чисельної схеми, i, таким чином, визначає мiру точностi схеми.

Можна одержати бiльш зручну форму для опису похибки апрокси-
мацiї. Для цього необхiдно використати розклад точного розв�язку в ряд
Тейлора навколо центральної просторово-часової точки. Скориставшись
вихiдним диференцiальним рiвнянням для виключення головного члена,
дістанемо вираз для похибки апроксимацiї такого вигляду:  
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f .   (3.43)

Очевидно, що залишилися допомiжнi члени, якi були �вiдсiченi�
ранiше для того, щоб привести диференцiальнi рiвняння у вiдповiднiсть до
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скінченнорiзницевих схем. Таким чином, схема (3.40) є схемою першого
порядку точностi. Можна записати : 

( ) ( )xt ∆Ο+∆Ο=ε     або    ( )xt ∆∆=ε ,O .

Важливо розрiзняти порядки точностi у просторi i часi, особливо, ко-
ли найменшi степенi ∆t та ∆x не однаковi. Як відзначалось ранiше, необ-
хiдною умовою для узгодженостi будь-якої схеми є перший порядок точ-
ностi апроксимацiї.

Розглянемо ще одну властивiсть скінченнорiзницевих схем -
збiжнiсть. Похибки апроксимацiї узгодженої схеми можуть бути зведенi до
найменших значень, якщо зменшувати приріст по координатах. Однак це
не означає, що зменшується i похибка чисельного розв�язку. Тому необ-
хiдно повернутися до аналiзу похибки (3.41).

Спробуємо вiдповiсти на два запитання: 
1. Як буде поводитися похибка (3.41), якщо для фiксованого сумар-

ного часу прирости наближаються до нуля (∆x, ∆t → 0). 
2. Як буде поводитися похибка (3.41), коли для фiксованих значень

число часових крокiв буде зростати.
Вiдповiдь на перше запитання залежить вiд збiжностi чисельного

розв�язання. Якщо похибка (3.41) направлена до нуля в мiру зменшення
розмiрiв сiтки (при ∆x, ∆t → 0), то такi розв�язки називаються збiжними.
Аналогiчно, якщо схема дає збiжний розв�язок для будь-яких початкових
умов, то вона теж називається збiжною.

Узгодженiсть схеми не гарантує її збiжнiсть. Продемонструємо це на
простому прикладi. 

Розглянемо схему (3.40). Її похибка апроксимацiї (3.43) наближаєть-
ся до нуля при зменшеннi крокiв ∆x, ∆t i можна зробити висновок, що це
узгоджена схема. На рис.3.5 наведена характеристика x � ct = x0, яка відпо-
відає початковiй умовi при x0 = t = 0.

Для чисельного розв�язку рiвняння (3.34) будемо використовувати
явну скiнченнорiзницеву схему (3.40), яку зобразимо у виглядi :  

( )s
i

s
i

s
i

s
i ff

x
tcff 1

1
−

+ −
∆
∆

−= .

Для цiєї схеми будемо вважати, що ∆x = 100 м, ∆t = 20с. Припустимо,
що в точцi з координатами х = 400 м i ∆t = 40 с чисельний розв�язок знахо-
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диться на характеристицi x � ct = 0. Ця точка на рисунку позначена буквою
А. Розглянемо, як формується чисельний розв�язок у цiй точцi.

Оскільки ∆t = 20 с, то розв�язок у цiй точцi визначатиметься величи-
нами функцiї у точках В i С. В свою чергу, розв�язок у зазначених точках
буде визначатися початковими величинами функцiї f в точках D, Е i Е, F
вiдповiдно до рис.3.5. На ньому в дужках наведенi безрозмiрнi координати
для точок, обведених колами. Перша координата вiдповiдає х, а друга - t.
Вигляд формул для обрахування функцiї у зазначених точках А, В буде та-
ким:

  

( )00
1

01
iiii ff

x
tcff −

∆
∆

−= − ,                                  (3.44)

( )0
1

0
2

0
1

1
1 −−−− −

∆
∆

−= iiii ff
x
tcff ,                                (3.45)

де 0
2

0
1

0
−− iii fff  , ,  - значення функцiй в початковий момент часу в точках D, Е, F.

t(x=0), с

40    (2)

20    (1)

  0   (0) x(t=0), м

30

10

r0 = 0                100               200               300              400               500

C    (i-1,1) B   (i,1)

A   (i,2)

F    (i-2,0) E   (i-1,0) D   (i,0)

Рисунок 3.5 - Характеристика x � ct = x0 (x0 = 0). Залежність розв�язку в то-
чці А від початкових умов (с = 10 м с-1).
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Розв�язок в точцi А представимо так: 

( )1
1

112
−−

∆
∆

−= iiii ff
x
tcff .                                  (3.46)

Аналiз рисунка показує, що характеристика x � ct = const проходить
через початок координат, а отже, точний розв�язок у точцi А дорiвнює ве-
личинi f, яку ми отримаємо в точцi з координатами (0,0). Чисельний
розв�язок у вiдповiдностi до (3.40) обраховується з допомогою значень
функцiй f у точках, якi вiдмiченi колами. Область, помiчена штриховою
лiнiєю, яка охоплює всi точки облiку, називається областю залежностi чи-
сельної схеми. Точка початку координат не належить до цiєї областi i тому
не може впливати на чисельний розв�язок у точцi А. Іншими словами, чи-
сельний розв�язок у точцi А не залежить вiд початкових умов у точцi x = 0,
а точний розв�язок - залежить. Тому не дивлячись на узгодженість схеми
(3.46), чисельний розв�язок може як завгодно вiдрiзнятися вiд точного i не
буде до нього спрямовуватися при 00 →∆→∆ tx   , . Дiйсно, якщо просто-
ровi та часовi кроки зменшити пропорцiйно (наприклад, в два рази), то об-
ласть залежностi залишиться без змiн. Таким чином, доки спiввiдношення
мiж кроками залишається без змiн, зменшення крокiв сiтки не може викли-
кати зменшення похибки чисельного розв�язку. Його спричиняє порушен-
ня критерію стiйкостi Куранта-Фрiдрiха-Левi (КФЛ), який у нашому випа-
дку дорiвнює

12
м100
см10с20 1

>=
⋅

=
∆
⋅∆

=α
−

x
ct .

Очевидно, необхiдна умова збiжностi будь-якої схеми полягає у то-
му, щоб характеристика, яка визначає точний розв�язок у точках сiтки зна-
ходилася б у серединi областi залежностi чисельного розв�язку для цiєї то-
чки. Як випливає iз рисунка, ця умова буде виконуватися, коли нахил
штрихової лiнiї, що обмежує область залежностi :  

xtc ∆≤∆ .

Чисельний розв�язок в точцi А буде залежати вiд початкових умов у
точцi х0 = 0 i при 00 →∆→∆ xt ,  він буде наближатися до точного.

Таким чином, збiжнiсть чисельного розв�язку визначається не
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розмiром крокiв у просторі та часi, а їх спiввiдношенням, вiд якого зале-
жить нахил прямих, що обмежують область залежностi чисельного
розв�язку. На рис.3.5 при α  = 2 ця пряма проходить через точки А, С, F, а
при α = 1 - спiвпадає з характеристикою. Неважко впевнитися у тому, що
при α ≤ 1 умова збiжностi буде виконуватися при будь-яких початкових
умовах (необов�язково при х0 = 0) i будь-яких нахилах характеристик.
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РОЗДІЛ  4
ВИКОРИСТАННЯ СІТКОВИХ МЕТОДІВ ДЛЯ ОБЧИСЛЕННЯ

ПРАВИХ ЧАСТИН ПРОГНОСТИЧНИХ РІВНЯНЬ

Припустимо, що вiтер у вiльнiй атмосферi для процесiв синоптично-
го масштабу близький до геострофiчного. Це означає, що така дифе-
ренцiальна характеристика поля геострофiчного вiтру як вихор швидкостi
дуже близька до свого реального значення. Обчислення показують, що
вплив геострофiчного наближення на результуюче значення вихору швид-
костi значно менше, чим вплив похибок вимiру вiтру при обчисленнi тiєї ж
величини по полю реального вiтру. Тому розрахунок такої важливої дифе-
ренцiальної характеристики як вiдносний вихор швидкостi у вiльнiй атмо-
сферi базується на геострофiчному наближеннi.

Вираз для геострофiчного вихору швидкостi має вигляд:

y
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x
v gg

zg ∂
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−
∂
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=Ω .                                          (4.1)

Використаємо формули для складових геострофiчного вiтру i
пiдставимо їх у формулу (4.1):
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ug ∂

Φ∂
−=

1 ,    
xl

vg ∂
Φ∂

=
1 ,                                   (4.2)

одержимо:
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Аналогiчний вираз дістанемо, якщо вiзьмемо формули для обчис-
лення геострофiчного вiтру через градiєнти тиску:  
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При виведенні формул (4.3), (4.5) вважаємо, що параметр Коріолiса l
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i густина атмосферного повiтря ρ не залежать вiд горизонтальних коорди-
нат. Аналiз виразiв для геострофiчного вихору вказує на залежнiсть його
вiд других похiдних геопотенцiалу чи тиску по горизонтальних координа-
тах. Таким чином, геострофiчний вихор пропорцiйний оператору Лапласа
або �лапласiану� геопотенцiалу чи тиску , який позначимо символом ∇2:

f
y

f
x

f 2
2

2

2

2

∇=
∂
∂

+
∂
∂ ,                                         (4.6)

де f � будь-яка функцiя.
Використавши позначення (4.6), формули (4.3) i (4.5) можна перепи-

сати так:

Φ∇=Ω 21
lpg ,                                              (4.7)

p
lzg

21
∇

ρ
=Ω .                                             (4.8)

Для практичного використання формул (4.7) i (4.8) необхiдно пере-
йти вiд похiдних до скінченнорiзницевих наближень [1,3], що вiдповiдає
переходу вiд �точкових� значень вихору до осереднених по деякiй тери-
торiї. Застосувавши це твердження до геострофiчного вихору швидкостi,
необхiдно розписати скінченнорiзницевий аналог лапласіана тиску чи гео-
потенцiалу. 

Для скінченнорiзницевого представлення лапласiанiв тиску (або гео-
потенцiалу) необхiдно скористатися схемою, зразок якої показаний на
рис.4.1.

Вісь x є дотичною до широтного кола, направлена із заходу на схiд,
вісь y � дотична до меридiана, направлена з пiвдня на пiвніч; i, j � безроз-
мірні координати по осях х і y відповідно.  

Точки з координатами і+1,ј; і,ј+1; і-1,ј; і,ј-1 розташовані вiд цен-
тральної на вiдстанi d (крок обчислювальної сiтки), яка у нашому випадку
дорiвнює 300 км. З урахуванням масштабу сiтки, як правило, 1:1.5⋅107, ця
вiдстань складатиме 2 см карти. Точка за номером i,j є точкою обчислення.

Обчислювальна формула матиме вигляд:

( ) 2
11112 4

d
jijijijiji

ji
,,,,,

,

Φ−Φ+Φ+Φ+Φ
=Φ∇ −−++ ,                  (4.9)
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де Φ � значення геопотенцiалу в пунктi обчислення за номером i, j та в
оточуючих точках з номерами і+1,ј; і,ј+1; і-1,ј; і,ј-1.

Запишемо формулу (4.9) у такому виглядi:

( ) ( )jiji d ,, Φ−Φ=Φ∇ 2
2 4 ,                                   (4.10)

де ( )11114
1

−−++ Φ+Φ+Φ+Φ=Φ jijijiji ,,,, .

Пiдставивши (4.10) в (4.7), одержимо:

( ) ( )jijipg ld ,,
Φ−Φ=Ω 2

4 ,                                   (4.11)

( ) ( )jijizg pp
dl ,,

−
ρ

=Ω 2

4 .                                  (4.12)

Таким чином, геострофiчний вихор пропорцiйний рiзницi середнього
тиску на колi, що описує конкретну точку, i тиску в самiй точцi. Очевидно,
що в центрi циклону pi,j <p і тому Ωzg > 0; а в центрi антициклону pi,j >p
та Ωzg < 0. Звiдси випливає, що мiж тиском (геопотенцiалом) i геост-
рофiчним вихором iснує залежнiсть: для антициклональних областей ви-
хор швидкостi � вiд�ємний, а для циклонiчних � додатний. 

Для спрощення обчислення вiдносного вихору за формулами (4.11) i

Рисунок 4.1 - Схема точок для представлення лапласіанів

 у

 х

 i,j+1

 i,j-1

 i+1,j i-1,j  i, j

 d
 d
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(4.12) визначимо робочi формули .Це означає, що необхiдно звести всi
сталi величини, якi входять до формули, до одного коефiцiєнта. При ура-
хуванні цього коефiцiєнта необхiдно врахувати розмiрностi всiх фiзичних
величин. Наприклад, сталими величинами у формулі (4.12) є кутова
швидкiсть обертання Землi ω = 7.29⋅10-5 с-1 , крок сiтки та густина атмос-
ферного повiтря. Задамо такi значення: стандартна величина густини ρ при
p = 1000 гПа, Т = 273 °К дорiвнює 1.27 кг м-3, крок сiтки d = 3⋅105 м.
Пiдставимо цi значення в формулу (4.12) i врахуємо, що тиск вимiрюється
в гПа (1 гПа = 102 Н м-2 = 102 кг с-2 м-1).

Тодi робочу формулу запишемо у виглядi :
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Виконавши обчислення, дістанемо:
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1042 −

−

ϕ
−×⋅

=Ω
ji

ji
jizg

pp

,

,
, sin

.
.                           (4.13)

Аналогiчну пiдстановку зробимо для геопотенцiалу Ф = gН. Робоча
формула матиме вигляд

( ) ( ) 1
5

c
1023 −

−

ϕ
−×⋅

=Ω
ji

ji
jipg

HH

,

,
, sin

.
,                          (4.14)

де H � висота ізобаричної поверхні, що виражається в дам.
Таким чином, при використаннi робочих формул (4.13) i (4.14) вели-

чину тиску необхiдно пiдставляти в гПа, а висоту геопотенцiалу - в дам.
Якщо вихор визначати у степенi 10-5 с-1, робочi формули матимуть ще
простiший вигляд:

( ) ( )
( )ji

ji
jizg

pp

,

,
, sin

.
ϕ
−×

=Ω
42

 - для обчислення за допомогою приземних карт,

( ) ( )
( )ji

ji
jizg

HH

,

,
, sin

.
ϕ
−×

=Ω
23
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- за допомогою карт баричної топографії.
Розглянемо приклад.
Нехай у вузлах сiтки вiдомi величини Н700 (рис.4.2). Вісь x проходить

уздовж широти 60°.

Визначимо середнє значення геопотенцiалу H  за формулою:

270
4

269272270270
4

1111 =
+++

=
+++

= −−++ jijijiji HHHH
H ,,,,

Пiдставимо H  i Н у робочу формулу. Тодi одержимо:

( ) ( )
°

−
=Ω

60
26627023

sin
.

, jizg .

З урахуванням того, що вихор визначається у 10-5 c-1, маємо:

( ) 1510814 −−⋅=Ω c.
, jizg .

Додатне значення Ωzg вказує на те, що пункт обчислення знаходиться у ци-
клональному полi.

Перейдемо до викладення методики обчислення адвекції вихору.
Випишемо початкову формулу для геострофiчної адвекцiї геостро-

фiчного вихору: 

Рисунок 4.2 � Сітка вузлів

 у

 х (ϕ = 60°)

  270    i,j+1

    269     i,j-1

 i+1,j i-1,j  i, j

272 269266
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Пiдставимо геострофiчні позначення для швидкостi вiтру :

y
H

l
gug ∂
∂

−= ;   
x
H

l
gvg ∂
∂

= ;    H
l
g

g
2∇=Ω .                  (4.16)

Отримаємо вираз для 
g

AΩ :
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∂

∂
∇∂

−
∂
∂

∂
∇∂
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           (4.17)

де 







∂
∂

+
∂
∂

=∇ 2

2

2

2
2

y
H

x
HH  � лапласiан функцiї Н.

Скінченнорiзницевий аналог функцiї ΩA
~

 у точцi i, j для сiтки точок,
яка зображена на рис.4.3, запишеться таким чином:

  y

 i,j+2

                             i-1,j+1       i,j+1      i+1,j+1

           i-2,j            i-1,j        i,j               i+1,j      i+1,j

                             i-1,j-1        i,j-1       i+1,j-1

 i,j-2

 x

Рисунок 4.3 - Сiтковий шаблон для розрахунку 
g

AΩ  у вузлі з координатами i, j.
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або у перетвореному виглядi пiсля винесення за дужки величини (2d)2:

( ) [ ]( ){
[ ]( )},jijijiji

jijijiji
ji

ji

HHHH

HHHH
dl

gA
g

,,,,

,,,,
,

,

~~

~~~

111
2

1
2

111
2

1
2

22

2

4

−+−+

−+−+Ω

−∇−∇−

−−∇−∇=
            (4.18)

де d � крок сiтки, пiд яким ми розумiємо вiдстань мiж сусiднiми вуз-
лами по осях x та y,

g
AΩ

~
 - скінченнорізницеве представлення адвекції.

З формули (4.18) випливає, що для обчислення ΩA
~

 у центральній то-
чці i, j необхідно мати лапласіан Н в оточуючих точках (на рис.4.3 ці вузли
зображені трикутниками). Обчислення лапласiана Н в деякiй точцi сiтки
можемо виконати, якщо відомi величини геопотенцiалу в чотирьох вузлах,
які оточують її та знаходяться вiд неї на вiдстанi d � кроку сітки.

Таким чином, для визначення ΩA
~

 в однiй точцi необхiдно мати зна-
чення Н в 13 вузлах симетричної сiтки. В скінченнорiзницевому виглядi

( ) ( )jijijijijiji HHHHH
d

H ,,,,,, 41
11112

2 −+++=∇ −−++

вираз для лапласiанiв мiстить в знаменнику величину d2, тому її можна ви-
нести за дужки в формулі для геострофiчної адвекції (4.18) i тоді вона ма-
тиме вигляд:

( ) [ ]( ){
[ ]( )}.jijijiji

jijijiji
ji

ji

HHHH

HHHH
dl

gA
g

,,,,

,,,,
,

,

~

111
2

1
2

111
2

1
2

42

2

4

−+−+

−+−+Ω

−∇−∇−

−−∇−∇=

&&&&&&

&&&&&&

            (4.19)

де H2∇&&&  - величина пропорційна лапласіану H2∇
~

, тобто
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( )jijijijijiji HHHHHH ,,,,,, 41111
2 −+++=∇ −−++
&&&                  (4.20)

Пiдставимо в формулу (4.19) значення всiх сталих величин (g = 9.81
м с-2, ϕ⋅×= − sin.,

5102972jil  c-1; крок сiтки d = 300 км = 3⋅105 м) та врахує-
мо, що розмiрностi виразу в фiгурних дужках (дам ) = 102 м2:

( )
( ) ( ) jj

ϕ
⋅

=
⋅×ϕ⋅××

× −

−−

−

2

11

445215

2222 103941
м103с1029724

м10мс89
sin

.
sin.

. .         (4.21)

Нагадаємо, що розмiрнiсть [
g

AΩ ] = с-2.

З урахуванням отриманого коефiцiєнта формула (4.19) матиме ви-
гляд, зручний для обчислення геострофiчної адвекцiї вихору у будь-якому
вузлi сiтки, який знаходиться не в приекваторiальнiй зонi, оскiльки там
геострофiчне наближення не виконується.

( ) [ ]( ){
[ ]( )}.jijijiji

jijijiji
j

ji

HHHH
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Ω
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ϕ
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=

&&&&&&

&&&&&&

      (4.22)

Таким чином, алгоритм обчислення геострофiчної адвекції
вiдносного вихору може бути побудований таким чином:

1) У вузлах, помiчених трикутниками, розраховуються лапласiани Н
за формулою (4.20).

2) У вузлi i, j обчислюються рiзницi геопотенцiалу в широтному та
меридiональному напрямках.

3) За допомогою (4.22) визначається геострофiчна адвекцiя ( ) ,A
g i jΩ  з

урахуванням широти мiсця вузла з координатами i, j, для якого проводить-
ся обчислення.

Треба зауважити, що вихiднi поля геопотенцiалу для кожної
iзобаричної поверхнi треба задати в вузлах сiтки (рис. 4.3, 4.4). Значення
геопотенцiалу Н у вiдповiдних вузлах записуються в дам, в тих одиницях,
якi використовуються на картах баричної топографiї. Аналiз результатiв
обчислення необхiдно проводити з урахуванням синоптичної ситуацiї в за-
данiй областi.

Розглянемо методику обчислення геострофiчної адвекцiї температу-
ри. Випишемо формулу:
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Рисунок 4.4 � Схема вузлів симетричної сітки на ізобаричних поверхнях 850,
500, 300 гПа.

  y

  x

Поле Н300
  i,j+2

   i-1,j+1                 i,j+1      i+1,j+1

   i-1,j-1    i,j-1          i+1,j-1

  i,j-2

    i-2,j     i-1,j          i,j      i+1,j         i+2,j

 k+1;
ζ=0.3 (p=300 гПа)

  y

  x

Поле Н500
  i,j+2

   i-1,j+1                 i,j+1      i+1,j+1

   i-1,j-1    i,j-1         i+1,j-1

  i,j-2

    i-2,j     i-1,j          i,j      i+1,j         i+2,j

 k;
ζ=0.5 (p=500 гПа)

  y

  x

Поле Н850
  i,j+2

   i-1,j+1                 i,j+1      i+1,j+1

   i-1,j-1    i,j-1       i+1,j-1

  i,j-2

    i-2,j     i-1,j          i,j      i+1,j         i+2,j

 k-1;
ζ=0.85 (p=850 гПа)

ζ
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Пiдставимо в (4.23) вираз для складових геострофiчного вiтру (4.16) i
виключимо з нього температуру за допомогою рiвняння статики:
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В формулу (4.24) входять похiднi вiд висоти iзобаричної поверхнi по
вертикальнiй координатi ζ. Для їх обчислення необхiдно мати значення Н
щонайменше на двох iзобаричних поверхнях. Введемо безрозмiрну коор-

динату по вертикалi 
p
pk
∆

= . В скінченнорiзницевому виглядi формула для

обрахування ATg  у точцi з координатами i, j на iзобаричнiй поверхнi k за-
пишеться таким чином:
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 (4.25)

де ζk �вертикальна координата обчислювального рiвня.
Як видно з рис.4.4, ζk = 0.5, ζk-1 = 0.85, ζk+1 = 0.3. Вiдповiдно до прийнятих
позначень формула (4.25) записана для адвекцiї температури на
iзобаричнiй поверхнi 500 гПа. Представимо для цiєї поверхнi похiднi по ζ в
скiнченнорiзницевому виглядi, при цьому будемо користуватися формула-
ми для центральних різниць:
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Аналогiчним  чином  можна  розписати  похiднi  в  точках  i+1,j,k та
i-1,j,k.

Якщо формули виду (4.26) пiдставити в (4.25) і знаменник винести за
дужки, то формула (4.25) запишеться так:
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     (4.27)

В (4.27) δН � рiзниця висот двох iзобаричних поверхонь (у нашому
випадку Н300 та Н850) у вузлах, якi розташованi на осях x i y та знаходяться
вiд обчислювальної точки i, j на вiдстанi кроку сiтки d. Пiдставимо у (4.27)
значення всiх сталих (g = 9.8 мс-2, R = 287 м2 с-2 К-1, d = 300 км,
( )ζ ζk k+ −−1 1  = �0.55, ζk = 0.5). Тодi одержимо робочу формулу для геостро-
фiчної адвекцiї температури, в якiй враховано, що 1 дам = 10 м:
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         (4.28)

Розрахунки за формулою (4.28) треба виконувати у такiй по-
слiдовностi:

1. По значеннях висот iзобаричних поверхонь 850 i 300 гПа обчис-
люються величини δН у вузлах: i+1,j, i-1,j, i,j+1, i,j-1.

2. По значеннях висот iзобаричної поверхнi 500 гПа знаходяться
рiзницi Н, пропорцiйнi першим похiдним по x, y у вузлi з координатами i,j.

3. Отриманi величини пiдставляються у формулу (4.28) i обчислю-
ються ( )ATg i j,

 на k�рiвнi. Додатним значенням вiдповiдає адвекцiя тепла, а

вiд�ємним � адвекцiя холоду. Нагадаємо, що для обчислення геострофiчної
адвекцiї температури використовуються тi ж самi поля Н, що й для обчис-
лення геострофiчної адвекцiї вихору.
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РОЗДІЛ  5
СХЕМИ ІНТЕГРУВАННЯ РІВНЯНЬ ГІДРОТЕРМОДИНАМІКИ

ЗА ЧАСОМ

5.1 Теоретичні питання інтегрування рівнянь за часом

Точність чисельного інтегрування рівнянь гідротермодинаміки мето-
дом сіток залежить від точності скінченнорізницевої апроксимації похід-
них і за простором, і за часом. Проте, як показали оцінки, вплив помилки
скінченнорізницевого представлення просторових похідних більш істот-
ний, ніж помилки апроксимації похідних за часом. За деякими оцінками [6]
помилки чисельного інтегрування рівнянь гідротермодинаміки на 40%
обумовлені скінченнорізницевою апроксимацією похідних за простором і
тільки на 1% - за часом. Ураховуючи ці обставини, при побудові скінчен-
норізницевих схем для рівнянь гідротермодинаміки необхідно передусім
приділяти увагу точності розрахунків похідних у просторі. Проте це не
означає, що питанням побудови схем інтегрування за часом не слід приді-
ляти увагу. Навпаки, як буде виявлено нижче, від характеру цих схем зна-
чно залежать властивості чисельних розв�язків рівнянь гідротермодинамі-
ки.

Схеми, які використовуються для апроксимації часових похідних у
системі повних рівнянь, відносно прості. Як правило, ці схеми мають дру-
гий або перший порядок точності. Це пов�язано з такими обставинами. По-
перше, практика показала, що схеми з високим порядком точності часових
похідних найчастіше недостатньо ефективні при розв�язанні рівнянь з час-
тинними похідними, але дуже ефективні при розв�язанні звичайних дифе-
ренціальних рівнянь. Така різниця цілком може бути обґрунтована. Для
одержання точного розв�язку звичайного диференціального рівняння по-
трібно знайти лише одну початкову умову. Отже, помилка чисельного
розв�язання повністю визначається неадекватністю схеми. Що ж стосуєть-
ся рівнянь з частинними похідними, то зазначена помилка спричиняється
як неадекватністю математичної моделі реальної атмосфери, так і недостат-
ньою інформацією про початкові умови, оскільки останні відомі тільки у
дискретних точках простору. Таким чином, підвищення точності схеми
покращує тільки один з цих двох компонентів й ефект виявляється не та-
ким істотним.

Другу причину, з якої не вимагається використання схеми високої



88

точності для апроксимації похідних за часом, можна пояснити так. Для то-
го, щоб задовольнити умови стійкості, однієї з найважливіших властивос-
тей різницевих схем, необхідно вибрати крок за часом істотно менший, ніж
це потрібно заради відповідної точності. Через обраний таким чином крок
за часом інші помилки, наприклад, пов�язані з диференціюванням за прос-
тором, виявляються значно більшими за помилки, обумовлені диференці-
юванням за часом. Отже, обчислювальні засоби має сенс спрямувати най-
більшою мірою на зменшення помилок диференціювання за простором,
ніж на збільшення точності диференціювання за часом. Проте, доцільно
розглянути ці можливі схеми диференціювання за часом, оскільки, як за-
значалося вище, вигляд цих схем значною мірою визначає властивості чи-
сельних розв�язків диференціальних рівнянь.

Раніш ніж ми перейдемо до конкретних схем, наведемо ряд визна-
чень, які будуть використані при подальшому викладенні матеріалу.

Розглянемо лінійне диференціальне рівняння вигляду:

ϕ=
∂
∂

+
∂
∂

r
fc

t
f ,   (с > 0)                                       (5.1)

де f = f(r, t) - розв�язок,
ϕ = ϕ(r, t) - відома функція,
с - постійна додатна величина,
r - будь-яка просторова координата (x, y, t),
t - час.

Нехай розв�язок (5.1) потрібно знайти в області зміни незалежних
змінних (D + Г) × Dt (рис.5.1). У цьому випадку область (D + Г) представ-

Рисунок 5.1 - Область зміни незалежних змінних r, t.
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(D + Γ) × Dt
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ляє собою відрізок прямої на осі r (0 ≤ r ≤ R), межами якого є точки r = 0,
r = R. Областю змін часу Dt будемо вважати інтервал 0 < t ≤ T. У результаті
задача формулюється таким чином. Розв�язок рівняння (5.1) в області D×Dt

має задовольняти межові та початкові умови, які можна задати у вигляді:

ψ(r) = f (r, 0)  в області D     при  t = 0,                               (5.2)

( ) 0=
∂
∂

=
t
ftrg ,    на  Г × Dt.                                        (5.3)

Диференціальній задачі (5.1-5.3) відповідає скінченнорізницева задача. Для
цього в області (D + Г) × Dt будується дискретна просторово-часова сітка,
вузлами якої є точки з індексами q = 0, 1, …, Q (q = r/∆r), s = 0, 1, …, S (s =
t/∆t) (рис.5.2). Тоді області D відповідає дискретна область Dq, тобто відрі-

зок прямої r з вузлами q = 1, 2,…, Q-1, вузли на межі Гq мають координати
0 і Q. Неперервному часовому інтервалу Dt відповідає дискретний промі-
жок Ds з вузлами s = 1, 2, …, S. Функціям, диференціальним операторам,
межовим та початковим умовам (5.1-5.3) відповідають сіткові функції,
оператори, початкові та межові умови. В результаті ми маємо скінченнорі-
зницеву задачу:
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+
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1

 в області Dq × Ds,                   (5.4)

(q = 1, 2, …, Q-1; s = 1, 2, …, S).

Рисунок 5.2 - Дискретна просторово-часова сітка, яка відповідає
області Dq × Ds.

 s

 q
 0   1   2   3                    Q-1  Q

Dq × Ds

 S

3
2
1



90

0
qq f=ϕ  в області Dq,                                      (5.5)

(q = 1, …, Q-1; s = 0).

0
1

=
∆
−+

t
ff s

q
s

q ,                                             (5.6)

у вузлах на межі Гq × Ds (q = 0; Q та s = 1, 2, …, S).
Зазначимо, що скінченнорізницеву задачу, відповідну диференціаль-

ній задачі (5.1-5.3), можна сформулювати в інших варіантах. Наприклад,
можна представити диференціальне рівняння (5.1) за допомогою скінчен-
норізницевої схеми, в якій похідні апроксимуються центральними різни-
цями, а не однобічними, як у (5.4).

Сукупність вузлів просторово-часової сітки, розміщених на площині
чи на прямій та відповідних фіксованому часу, має назву часового шару чи
рівня.

Для області визначення розв�язку задачі (5.4-5.6) шарами (рівнями)
будуть називатися сукупності точок з індексами q = 0, 1, 2, �, Q при фік-
сованих значеннях індексу s. За допомогою скінченнорізницевого рівняння
(5.4), початкових та межових умов можна послідовно знайти розв�язки на
рівнях s = 0, 1, 2, �, S:
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                         (5.7)

(q = 1, 2, �, Q - 1)

З виразу (5.7) видно, що чисельний розв�язок fq
s задачі (5.4-5.6), який

визначається на двовимірній сітці, подається набором розв�язків на одно-
вимірних сітках з індексами q = 1, 2, �, Q - 1, здобутих при фіксованих ін-
дексах s.

Таким чином, чисельний розв�язок, визначений на двовимірній сітці,
розшарувався і замінився послідовністю розв�язків f 1, f 2, �, f S, визначених
на одновимірних сітках.

Процедури послідовного отримання розв�язків від шару до шару ма-
ють назву крокових чи методів кроків за часом. Кроковими є також скін-
ченнорізницеві схеми, за допомогою яких реалізуються крокові процедури.
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У задачі, яка розглядається, шукана сіткова функція fq
s+1 (на наступ-

ному рівні s + 1 у точці q) однозначно визначається її значенням на рівні s
у двох точках q - 1 і q та відомою сітковою функцією ϕ (правою частиною)
на рівні s у точці q.

За кількістю використаних у схемі шарів (рівнів) за часом і точок у
просторі схеми можна поділити на двошарові, тришарові тощо. Схема (5.4)
є двошаровою чи дворівневою за часом та двоточковою у просторі.

Коли у диференціальному рівнянні (5.1) замінити похідні централь-
ними різницями, то вийде тришарова (трирівнева) схема за часом і триточ-
кова у просторі:
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Розв�язок за допомогою цієї схеми на рівні s + 1 у точці q однозначно
визначається значенням сіткової функції fq

s на двох попередніх рівнях s та
s - 1 у трьох точках q - 1, q, q + 1, правою частиною ϕq

s і межовими умова-
ми у двох точках q = 0 і q = Q:
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11 .                          (5.9)

Розрізняють три форми скінченнорізницевих схем часових похідних:
явні, неявні, півнеявні.

а) Схема має назву явної, якщо значення шуканої функції у майбут-
ній момент часу (на рівні s + 1) виражаються через відомі функції.

Розглянуті дві схеми (5.7-5.8) належать до явних, тому що шукані
величини fq

s+1 визначаються безпосередньо (явно) за допомогою формул
(5.7) і (5.8) відповідно (за початковими і межовими умовами та обчисле-
ними на попередніх рівнях значеннями 1−s

qf , s
qf , s

qf 1− , s
qf 1+ , s

qϕ ).
б) Якщо просторову похідну у диференціальному рівнянні віднести

до майбутнього моменту часу (до рівня s + 1), то шукану функцію немож-
ливо виразити через відомі величини. Така схема має назву неявної.

Наприклад, коли в схемі (5.4) сіткові функції у просторовій похідній
віднести до рівня s + 1, то одержимо:
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Ця схема є неявною, тому що містить дві невідомі величини (у точ-
ках q і q - 1) і за її допомогою не можна безпосередньо з (5.10) обчислити
невідоме значення сіткової функції в одній точці q у момент часу s + 1. Для
цього необхідно різницеве рівняння (5.4) записати для усіх точок
(q = 1, 2, �, Q - 1) та межові умови у точці q = 0, а потім розв�язувати сис-
тему цих рівнянь. У результаті визначаються значення шуканої функції на
рівні s + 1 (у майбутній момент часу) в цих точках (q = 1, 2, �, Q - 1).

в) Півнеявні � це схеми, в яких лінійні члени (не прогностичні) осе-
реднюються за часом; при цьому використовуються значення сіткових фун-
кцій на двох рівнях за часом (s + 1 та s чи s + 1 та s - 1), тобто одне зі зна-
чень сіткової функції є невідомим. Наприклад, півнеявна схема рівняння
(5.1) буде мати вигляд:
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У метеорологічній практиці використовуються частково неявні схе-
ми. Пояснимо суть таких схем на прикладі першого рівняння руху, наведе-
ного у вигляді:
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чи 
t
u

∂
∂  = fнл + fл, де fнл - нелінійний член (

x
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∂
∂ ); fл - лінійні члени (

x
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∂
Φ∂

− ).

У скінченнорізницевій формі (5.12) запишеться таким чином:

( )11
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1 ++ +∆−= s
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q fftuu .

Це дворівнева схема першого порядку точності по ∆t. Тут нелінійні члени
апроксимуються явно, а лінійні - неявно. Порівняння цієї схеми з (5.11)
показує, що півнеявні та частково неявні схеми по своїй суті близькі.

Розглянемо більш детально основні схеми інтегрування за часом на
прикладі рівняння вигляду:
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trftrfF
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де f - шукана функція (розв�язок); через F позначені усі члени, які не міс-
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тять похідних за часом.
У вигляді (5.13) можна подати будь-яке прогностичне рівняння з си-

стеми рівнянь гідротермодинаміки. Наприклад, якщо перше рівняння руху

(5.12) записати стосовно локальної похідної 
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t
u , то

відповідно до (5.13) роль функції f виконує зональна складова швидкості
вітру u, а F - права частина рівняння.

Зауважимо, що усі схеми, які розглядаються далі, реалізуються мето-
дом кроків за часом. Через те, що розв�язок на часовому рівні t + ∆t чи s + 1
(у безрозмірних координатах) однозначно визначається межовими умова-
ми та розв�язками на попередніх рівнях (у попередні моменти часу), засто-
сування цих схем будемо обговорювати на якомусь одному часовому кро-
ці.

5.2 Дворівневі схеми

Існують схеми, у яких використовують значення залежних змінних
на двох часових рівнях s і s + 1. Для того, щоб здійснити інтегрування на
першому кроці за часом, можна використовувати тільки дворівневу схему.
У цьому випадку знаходження функції на рівні t + ∆t зводиться до інтегру-
вання рівняння (5.13) у межах від t до t + ∆t.
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Спочатку перелічимо кілька схем, у яких не використовуються іте-
раційні процедури.

1) Схема Ейлера (чи схема з різницями, спрямованими уперед) має
вигляд:

tFff s
q

s
q

s
q ∆+=+1 .                                        (5.15)

Ця схема здобута з розв�язання (5.14), у якому неперервна функція F
заміняється сітковою функцією Fq, віднесеною до моменту часу t (рівня s).
Інакше кажучи, підінтегральний вираз у (5.14) є незмінним та дорівнює йо-
го значенню на нижній межі часового інтервалу. Отже, f у (5.15) не
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центрована відносно часового інтервалу й тому, кажуть, що така схема не-
центрована. Схема є явною (експліцитною), бо шукане значення Fq

s+1 ви-
значається через відоме сіткове значення Fq

s та початкову умову fq
s.

Помилка апроксимації схеми (5.15) - О(∆t), тобто ця схема першого
порядку точності по ∆t.

2) Неявна схема. Якщо у (5.14) значення підінтегрального виразу F
взяти сталим та рівним значенню Fq на верхній межі часового інтервалу
s + 1, то схема буде мати вигляд:

tFff s
q

s
q

s
q ∆+= ++ 11 .                                      (5.16)

Оскільки у схемі (5.16) Fq
s+1 залежить від шуканої (невідомої) функ-

ції fq
s+1, то ця схема є неявною (імпліцитною).
На відміну від явної схеми (5.15) неявна схема (5.16) не дозволяє

одержати розв�язок рівняння у частинних похідних (5.13) в одній точці,
тобто не можна безпосередньо обчислити fq

s+1. У цьому випадку необхідно
розв�язати систему алгебраїчних рівнянь, які апроксимують диференціаль-
ні рівняння на усій множині внутрішніх вузлів просторової сітки з викори-
станням межових умов. Це легко показати на прикладі лінійного рівняння
(5.1), неявна схема якого має вигляд (5.10).

Помилка апроксимації у (5.16) дорівнює О(∆t).
3) Схема трапецій. Якщо у виразі (5.14) підінтегральну функцію за-

мінити сітковою та прийняти її сталою й рівною півсумі її значень на ниж-
ній та верхній межах часового інтервалу, то одержимо неявну дворівневу
схему, яка здобула назву схеми трапецій:

( ) tFFff s
q

s
q

s
q

s
q ∆++= ++ 11

2
1 .                                (5.17)

Це неявна схема; її помилка апроксимації дорівнює О[(∆t)2].
Для того, щоб збільшити точність, можна побудувати ітераційні схе-

ми. Дві схеми, які представлені нижче, побудовані таким самим чином, як
(5.16) і (5.17), але для того, щоб зробити ці схеми явними, використана іте-
раційна процедура.

4) Схема Мацуно (чи схема Ейлера з перерахунком). У цій схемі пер-
ший крок робиться за звичайною схемою Ейлера. Величина f, яка знайдена
для часового рівня s + 1, потім використовується для визначення наближе-
ного значення fq

(s+1)*. Це значення використовується для перерахунку fq
s+1

за схемою (5.16). Таким чином,
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де ( ) ( ) ( )[ ]tsfFF ss
q ∆+≡ ++ 111 ,** .

Це явна схема першого порядку точності по ∆t.
5) Схема Хойну. Тут апроксимація будується з використанням схеми

трапецій:
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1                               (5.19)

де Fq
(s+1)* обчислюється з використанням fq

(s+1)*.
Двокрокові схеми (5.18) і (5.19) складаються зі схем предиктора (пер-

ші формули) та схем коректора (другі формули). За допомогою схем пре-
диктора обчислюються попередні значення fq

(s+1)*, які потім уточнюються
за допомогою схем коректора. Разом ці схеми мають назву схем
�предиктор-коректор�.

Схема (5.18) має перший порядок точності по ∆t, а схема (5.19) - дру-
гий порядок.

Існують також схеми з кількома коректорами, наприклад трикрокова
схема з двома коректорами:
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                                    (5.20)

Помилка апроксимації схеми (5.20) - О(∆t).

5.3 Трирівневі схеми

Знаходження функції f в момент часу t + ∆t можна звести до інтегру-
вання рівняння (5.13) у межах від t - ∆t до t + ∆t:
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В цьому випадку, використовуючи значення f(r, t - ∆t), можна будувати
трирівневі схеми, які мають переваги через використання цієї додаткової
інформації. Як випливає з викладеного вище, при побудові цих схем вико-
ристовуються значення сіткової функції fq на трьох часових рівнях: s - 1, s,
s + 1.

1) Схема центральних різниць (ЦР). Найпростіший спосіб дістати
центровану оцінку інтеграла в (5.21) полягає у тому, що за F приймається
стала величина, яка рівна його значенню у середній точці інтервалу 2∆t. Це
дає схему центральних різниць:

s
q

s
q

s
q tFff ∆+= −+ 211 .                                      (5.22)

Помилка апроксимації цієї схеми О[(∆t)2]. У наш час схема (5.22) найбільш
широко використовується в атмосферних моделях [2]. В іноземній літера-
турі ця схема має назву схема �чехарди�.

2) Схема Адамса-Бешфорта. Ця схема є спрощеним варіантом первіс-
ної схеми Адамса-Бешфорта четвертого порядку точності. Спрощений ва-
ріант виходить, коли в (5.21) функція апроксимується значенням, одержа-
ним у центральній точці інтервалу ∆t лінійною екстраполяцією при вико-
ристанні значень Fq

s-1 й Fq
s:

211 /++ ∆+= s
q

s
q

s
q tFff .                                      (5.23)

Екстраполяцію функції F на часовий рівень s + 1/2 пояснимо за до-
помогою рисунка.

( )
2

1
21 t

t
FFFF

ss
ss ∆

∆
−

+=
−

+ / .

Після скорочення ∆t та зведення до спільного знаменника дістанемо:

 F s-1                  F s
 •                 •        •        •

 t(s) (час)s-1                   s       s+½      s+1
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121

2
1

2
3 −+ −= sss FFF / .                                     (5.24)

Підставляючи (5.24) у (5.23), одержимо схему Адамса-Бешфорта:
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q FFtff .                              (5.25)

Ця схема явна, однокрокова, другого порядку точності по ∆t.
3) Схема Лакса-Вендрофа. Ця схема належить до явних трирівневих

двокрокових схем. Розглянемо застосування її на прикладі одновимірного
лінійного рівняння адвекції такого вигляду:
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t
f ,     с = const.                                (5.26)

Схемою Лакса-Вендрофа передбачається два цикли (кроки) розра-
хунків. Спочатку будують рішення у проміжних точках у просторі і часі
q ± 1/2, s + 1/2, використовуючи початкові умови у момент часу s в точках
q, q + 1, q - 1 за допомогою таких скінченнорізницевих схем:
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                      (5.27)

У цих схемах використовуються спрямовані різниці за часом і
центральні - у просторі. Нагадаємо, що спрямовані - це односторонні різ-
ниці, які розраховуються за значеннями функції лише в двох точках у про-
сторі чи у часі.

Використовуючи одержані значення 21
21
/

/
+

+
s

qf , 21
21
/

/
+

−
s

qf  і початкову умову
fq

s, за допомогою схеми центральних різниць знаходимо розв�язок в точці q
у момент часу s + 1 (рис.5.3):
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Схеми (5.27) є дворівневими за часом, мають перший порядок точ-
ності по ∆t і другий порядок по ∆r, а схема (5.28) - трирівнева за часом,
другого порядку точності по ∆t і ∆r.

5.4 Схеми зі спрямованими (нецентральними) різницями

При чисельному інтегруванні рівнянь, що описують процеси адвек-
ції, доцільно використовувати такі схеми, в яких похідні за простором ап-
роксимуються нецентральними різницями з урахуванням напрямку пере-
носу. Наприклад, для рівняння (5.26) у залежності від знаку с похідну по r
можна апроксимувати такими спрямованими різницями:
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                       (5.29)

Перше з рівнянь (5.29) містить різниці назад, а друге - вперед для ап-
роксимації просторової похідної. Проте, в обох випадках різниці спрямо-
вані у той бік, звідки здійснюється перенос (адвекція) до центральної точ-
ки q (рис.5.4). Тому схеми для рівнянь, що описують адвекцію, звуться

Рисунок 5.3 - Розміщення залежних змінних при використанні
схеми Лакса-Вендрофа.

t(s)

r(q)

s+1
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s

    q-1   q-1/2     q    q+1/2   q+1
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схемами �проти потоку�.

Схеми, в яких різниці за координатою r спрямовані у бік, куди відбу-
вається перенос від точки q, звуться схемами �за потоком� (рис.5.5) і запи-
суються таким чином:
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                       (5.30)

Схеми (5.29) і (5.30) явні і мають перший порядок апроксимації по ∆t
і ∆r.

У роботі [6] показано, що відповідно до рівняння адвекції схеми
�проти потоку� (5.29) мають перевагу у порівнянні з центрованими прос-
торовими схемами. Ця перевага полягає в тому, що коли використовується
схема з різницями �проти потоку�, збурення не може поширюватися у на-
прямку, протилежному фізичній адвекції. Таким чином, жодні паразитарні
хвилі не будуть перекручувати чисельний розв�язок.

Рисунок 5.4 - Напрямок переносу у схемах �проти потоку�.

       q-1            q             q+1
    r(q)

       q-1            q             q+1
    r(q)

c < 0

c > 0

Рисунок 5.5 - Напрямок переносу у схемах �за потоком�.
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На закінчення розглянемо ще одну схему чисельного розв�язку одно-
вимірного рівняння адвекції (5.26), яке зветься схемою �біжучого обчис-
лення�. Ця схема (неявна, першого порядку по ∆r і другого по ∆t) запису-
ється у вигляді:
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Ця неявна схема може бути переписана у вигляді рекурентного спів-
відношення, яке дозволяє послідовно будувати розв�язок для точок у по-
рядку зростання q, не вдаючись до розв�язання систем рівнянь вигляду
(5.31):
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Схеми �біжучого обчислення� можуть бути використані для багато-
вимірних рівнянь.

Потрібно відзначити, що розглянуті в цьому розділі схеми не охоп-
люють усі можливі види схем інтегрування. Більш того, при розв�язанні
більш складних рівнянь в частинних похідних або систем таких рівнянь
можуть бути побудовані інші часові чи просторово-часові різницеві схеми,
чим ті, що визначені для простих рівнянь (5.1), (5.13), (5.26). Такі схеми
широко використовуються в атмосферних моделях і з деякими з них мож-
на ознайомитися у роботі [7].
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РОЗДІЛ  6
ОБЧИСЛЮВАЛЬНА СТІЙКІСТЬ СКІНЧЕННОРІЗНИЦЕВИХ СХЕМ

РОЗВ�ЯЗАННЯ РІВНЯНЬ ГІДРОТЕРМОДИНАМІКИ

6.1 Загальні положення

Як відомо [2], вихідна система рівнянь гідротермодинаміки, що ви-
користовується для цілей гідродинамічного прогнозу, є системою неліній-
них диференціальних рівнянь у частинних похідних. Така система �рівнянь
погоди� не піддається аналітичному розв�язанню, тому доводиться зверта-
тися до наближених (чисельних) методів, суть яких зводиться до заміни
(апроксимації) диференціальних операторів деякими скінченнорізницеви-
ми співвідношеннями (див. перший розділ). При такому підході спочатку
коректно сформульована диференціальна змішана крайова задача заміню-
ється різницевою, яка являє собою систему алгебраїчних рівнянь відносно
невідомих функцій Φ, u, v, τ, T.

Пояснимо це на прикладі неоднорідного диференціального рівняння
вигляду:

Lf = ϕ,                                                   (6.1)

де L � диференціальний оператор будь-якого типу (лінійний чи не-
лінійний),
f � шукана функція,
ϕ � права частина, яка вважається відомою.

В формі (6.1) може бути наданим будь-яке з п�яти повних рівнянь
погоди, які розрізняються між собою виглядом диференціального операто-
ра L, що містить похідні за простором і за часом, і структурою правих час-
тин.

Нагадаємо, що в задачі гідродинамічного прогнозу незалежними
змінними є час (t) і просторові координати (x і y � горизонтальні; p, ζ або σ
� вертикальні), які позначимо в загальному випадку через r. Тоді f = (r, t),
ϕ = ϕ(r, t).

Розв�язок диференціальної задачі (6.1) шукається в області D змін
просторових незалежних змінних r і t (див. рис.5.1). Область D в залежнос-
ті від виду розв�язуваної задачі може бути об�ємом (тривимірна область),
поверхнею (двовимірна) чи лінією (одновимірна), а межами Г - відповідно:
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поверхня, лінія або точка.
Розв�язок задачі (6.1) (в області D), як відомо з курсу вищої матема-

тики, буде однозначним, якщо він задовольняє початкові (у момент часу t0)
і межові умови (на контурі Г).

У такій постановці задачу (6.1) називають змішаною крайовою чи
нестаціонарною крайовою задачею [8].

Постановка початкових і межових умов визначається характером
розв�язуваної задачі та конкретним виглядом рівняння. У загальному випад-
ку їх можна подати таким чином:

( ) ( )
( ) ( ) .τ×Γ=

,= =

Dtrgtrf
ttDrftrf

на
 ри п  у 00

,,

~
,                               (6.2)

Будемо тепер розв�язувати задачу (6.1-6.2) різницевими методами на
просторово-часовій сітці (Dh + Гh) × Dτ, вузлами якої є точки з індексами q
(просторові координати) і s (час). При цьому q = r/∆r , s = t/∆t (∆r - просто-
ровий крок; ∆t - крок за часом).

На такій сітці визначаються сіткові функції fq
s і ϕq

s та сіткові опера-
тори Lh, qf

~
, gq

s.
Таким чином, крайовій диференціальній задачі (6.1-6.2) ставиться у

відповідність різницева крайова задача:

s
q

s
qh fL ϕ=⋅ ,

qq ff
~

=0  в Dh при s = 0,                                     (6.3)
s
qq gf =0  на Гh × Dτ.

Перехід від диференціальної задачі (6.1-6.2) до різницевої (6.3) здійсню-
ється за допомогою розглянутої раніше (див. попередні розділи) процедури
апроксимації просторових і часових похідних, що входять у оператори L,
ϕ, f

~
і g для сукупності вузлів просторово-часової сітки (Dh + Гh) × Dτ.
Від вибору тих чи інших схем апроксимації просторово-часових по-

хідних, а також від методу розв�язання самої різницевої задачі в остаточ-
ному підсумку залежить принципово важливе питання - чи адекватна
остання вихідній диференціальній задачі? Іншими словами, чи зберігається
фізична суть задачі (6.1-6.2) при її заміні різницевою задачею (6.3)?

Це в ряді випадків далеко не очевидно, тому різницева задача повин-
на задовольняти умови узгодженості, коректності, стійкості і збіжності.
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Тільки при виконанні цих вимог можна розраховувати на одержання
чисельного розв�язку fq

s, близького до точного f(r, t), коли помилка чисель-
ного розв�язання fq

s - f(r, t) буде мінімальною.
Дамо коротку характеристику введених вище понять. Різницева схе-

ма вважається поставленою коректно, якщо при малих ∆t і ∆r розв�язок іс-
нує, він єдиний і безперервно залежить від початкових, межових умов і
правої частини рівняння. В цьому випадку кажуть про узгодженість дифе-
ренціальної і різницевої задач.

Чисельний розв�язок і скінченнорізницева схема, за допомогою якої
він отриманий, звуться збіжними, якщо при зменшенні прирощення неза-
лежних змінних, тобто при кроках сітки ∆t, ∆r → 0, помилка апроксимації
узгоджених скінченнорізницевих схем може бути скільки завгодно малою
для фіксованого числа кроків за часом. Таким чином, якщо має місце оцін-
ка за нормою помилки чисельного розв�язку

( ) 0→∆∆− tsrqff s
q , , при ∆t → 0, ∆r → 0,                    (6.4)

то скінченнорізницева схема вважається збіжною.
Отже, поняття збіжності чисельного розв�язання найтіснішим чином

пов�язано зі збіжними скінченнорізницевими схемами. Останнє означає,
що не кожна скінченнорізницева схема може бути збіжною, це буде пока-
зано нижче при різницевому розв�язанні лінійного рівняння адвекції, коли
точний розв�язок f(r, t) є відомим.

В обчислювальній математиці (за Рихтмайєром [9]) стійкість скін-
ченнорізницевих схем для диференціальних рівнянь визначається безпе-
рервною залежністю чисельних розв�язків від початкових, межових умов і
від правих частин рівнянь, тобто існують межі, які не можуть перевищити
компоненти початкової функції, що перетворюються у процесі розрахун-
ків.

Така обмежуюча вимога до скінченнорізницевих схем зводиться до
виконання нерівності [6,7,10]:

hhhh

s
qG

s
q

F
qF

s
q cgcfcf

Φ
ϕ++≤ 32

0
1 ~

~
,                           (6.5)

де с1, с2, с3 - сталі величини, що не залежать від величини сіткових кроків
(∆t, ∆r) і значень правої частини, початкових і граничних умов (відповідно
f
~
і g); Fh, hF

~
, Gh, Φh - скінченновимірні простори сіткових функцій fq

s, 0
qf

~
,

gq
s, ϕq

s ; ||   || - норми або максимуми модулів.
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З (6.5) випливає, що для фіксованих кроків за часом і простором чи-
сельний розв�язок зі збільшенням кроків за часом залишається обмеженим
при будь-яких початкових, межових умовах і правих частинах різницевої
задачі (6.3).

Умова стійкості скінченнорізницевих схем суттєво спрощується, як-
що відомо, що такий розв�язок диференціальної задачі існує і він обмеже-
ний. Тоді замість (6.5) може бути сформульована умова для помилки чи-
сельного розв�язку fq

s - f(q⋅∆r, s⋅∆t), яка в цьому випадку буде обмеженою.
На жаль, одержати такий розв�язок для нелінійних диференціальних

рівнянь, крім деяких окремих випадків, практично не вдається, тому довес-
ти стійкість і збіжність чисельних розв�язків вельми складно. В цьому ви-
падку нелінійні рівняння лінеаризуються, а потім доводиться стійкість і
збіжність лінійних рівнянь. Отримані при цьому висновки є відправною
базою для оцінки шляхом чисельних експериментів умов збіжності і стій-
кості вихідних нелінійних рівнянь.

При аналізі умов стійкості лінійних рівнянь П.Лакс [7] довів важливу
теорему, згідно з якою, якщо лінійна різницева задача поставлена коректно
і скінченнорізницева схема задовольняє умови погодженості, то її стійкість
є необхідною і достатньою умовою збіжності чисельного розв�язання.

Саме тому нижче докладно викладаються питання стійкості скінчен-
норізницевих схем, які найбільш широко використовуються в атмосферних
моделях [6] і розглянуті в попередніх розділах.

6.2 Дослідження стійкості скінченнорізницевих схем (питання теорії)

Як було відзначено вище, дослідження стійкості скінченнорізнице-
вих схем найбільш коректно проводити для лінійних диференціальних рів-
нянь, для яких можуть бути знайдені аналітичні (точні) розв�язки. Це до-
зволить порівняти точні та різницеві розв�язки і відібрати з набору скін-
ченнорізницевих схем ті з них, які відповідають умові стійкості.

За вихідне диференціальне рівняння візьмемо однорідне лінійне рів-
няння одновимірної адвекції:

0=
∂
∂

+
∂
∂

r
fc

t
f ,                                             (6.6)

де с - швидкість переносу (адвекції) будь-якої субстанції вздовж координа-
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ти r. В (6.6) с вважається величиною сталою. Вибір рівняння (6.6) невипад-
ковий, оскільки в рівняннях гідродинаміки адвективні члени є одними з
головних.

6.2.1 Аналітичне розв�язання лінійного рівняння адвекції
За початкову умову візьмемо:

при t = 0   f(r, 0) = A(0)еimr ,                                 (6.7)

де А(0) - амплітуда хвилі,
m = 2π/L - хвильове число,
L - довжина хвилі,
i = − 1 .

Таким чином, у момент часу t = 0 розв�язок є одновимірною хвилею з па-
раметрами А(0), m, L.

Отже крайова задача (6.6)-(6.7) сформульована коректно. Розв�язок
рівняння (6.6) шукається методом поділу змінних шляхом подавання [11]:

f(r, t) = ϕ1(r)⋅ϕ2(t).                                         (6.8)

Підставляючи (6.8) у (6.6) і ділячи на ϕ1(r)⋅ϕ2(t), дістанемо:

( )
( )

( )
( ) const=−=

ϕ
⋅

ϕ
⋅−=

ϕ
ϕ

k
dr

rd
r

c
dt

td
t

1

1

2

2

11 .                    (6.9)

Виконаємо інтегрування за відповідною координатою кожного з двох рів-
нянь в (6.9).

∫∫ −=
ϕ

ϕ
kdtdt

dt
d 2

2

1 ; ∫∫ =
ϕ

ϕ
dr

c
kdr

dr
d 1

1

1

або
( )

∫∫ −=
ϕ kdtdt

dt
d 2ln ; 

( )
∫∫ =

ϕ dr
c
kdr

dr
d 1ln .                 (6.10)

Інтеграли в (6.10) табличні, тому легко бачити, що

lnϕ2(t) = lnA2 - kt; lnϕ1(r) = lnA1 + 
c
k

⋅ r;                     (6.11)

де A1 і A2 - сталі інтегрування.
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Розв�язок (6.11), отже, можна записати у вигляді:

( ) c
kr

eAr 11 =ϕ ; ( ) kteAt −=ϕ 22 .                                (6.12)

З урахуванням (6.12) розв�язок (6.8) набере вигляду:

( )






 −

⋅⋅=
t

c
rk

AAtrf e, 21 .                                    (6.13)

Задовольняючи початкову умову (6.7), не складно переконатися, що
k = imc; A1⋅A2 = A(0). З урахуванням отриманих виразів для констант k, A1,
A2 перепишемо остаточно аналітичний розв�язок (6.13):

( ) ( ) ( )ctrimAtrf −⋅= e, 0 .                                     (6.14)

З (6.14) видно, що розв�язок крайової задачі (6.6)-(6.7) являє собою прогре-
сивну хвилю сталої амплітуди A(0), що переміщується вздовж координати
r зі сталою швидкістю c.

У подальшому буде використаний інший запис точного розв�язку
(6.14), а саме:

( ) ( ) imrtAtrf e, ⋅= ,                                        (6.15)

де A(t) = A(0)⋅ еimct . 
В цьому випадку розв�язок є хвилею з амплітудою A(t), яка змінюється за
часом. Якщо в (6.14) перейти від лінійної швидкості с до колової частоти
σ = 2π / Т ≡ -ст (тут Т - період коливань), то його (розв�язок) можна подати
у вигляді:

( ) ( ) ( )tmriAtrf σ+⋅= e, 0 .                                    (6.16)

Тепер визначемо додатково деякі важливі висновки, які знадобляться у по-
дальшому. Так, якщо від незалежних змінних r, t перейти до нових змінних
η ≡ r � сt, t, то, маючи на увазі, що f(r, t) ≡ F(η, t), з рівняння (6.6) випливає, що:

( ) 0=
∂
η∂
t

tF , ,                                            (6.17)

тобто F не залежить від часу, а залежить тільки від η і, отже, F = F(η). Та-
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ким чином, можна записати:

f(r, t) = F(η) ≡ F(r - ct).                                   (6.18)

З (6.18) випливає, що при r - ct = const, f(r, t) = const, тобто якщо розгляда-
ти розв�язок на координатній площині r; t, то на прямих лініях r - ct = const
розв�язок залишається незмінним. Ці прямі в математиці називаються ха-
рактеристиками, константа правих частин яких однозначно визначається
початковими умовами [11].

Отже, головний висновок зводиться до того, що на конкретних харак-
теристиках, що виділяються з їх сім�ї виглядом початкових умов, розв�я-
зок крайової задачі не змінюється, тобто при r - ct = const f(r, t) = const.

Використовуючи отримані вище результати, зручно розглянути пи-
тання про збіжність чисельного розв�язання.

6.2.2 Збіжність чисельного розв�язання
Нагадаємо (п.2.1),що помилка апроксимації узгоджених скінченнорі-

зницевих схем при належному їх виборі може бути скільки завгодно ма-
лою при зменшенні просторово-часових сіткових кроків. Однак це зовсім
не означає, що при цьому буде зменшуватися й помилка чисельного
розв�язку fq

s - f(q⋅∆r, s⋅∆t), якщо ∆r → 0, ∆t → 0. Ця помилка буде зменшу-
ватися лише в тому випадку, якщо скінченнорізницева схема, яка викорис-
товується для чисельного розв�язання, буде збігатися при будь-яких глад-
ких початкових умовах. Це принципове доповнення до згаданого вище
(п.2.1) поняття збіжності.

Покажемо на прикладі розв�язання лінійного рівняння одновимірної
адвекції (6.6), що не всяка узгоджена скінченнорізницева схема може за-
безпечити збіжність чисельного розв�язання.

Отже, як було показано вище, точне розв�язання задачі (6.6) сходить
до його сталості на конкретній характеристиці, яка залежить від вигляду
початкових умов. Тепер запишемо чисельний розв�язок цієї ж задачі з ви-
користанням явної скінченнорізницевої схеми зі спрямованою вперед різ-
ницею за координатами r і t �проти потоку� (див. розділ 5).

( )s
q

s
q

s
q

s
q ff

r
tcff 1

1
−

+ −
∆
∆

−=      при c > 0.                      (6.19)

Ця схема узгоджена, через те що при ∆t → 0 і ∆r → 0 помилка апроксима-
ції просторово-часових похідних наближається до нуля.
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Для різницевої схеми (6.19) візьмемо ∆r = 100 м, ∆t = 20 с, с = 10 мс-1.
На рис.6.1 представлена характеристика (точний розв�язок) r - ct = r0, що
відповідає початковій умові при r0 = 0, t = 0. Припустимо, що в т.1 (r = 400
м, t = 40 с) чисельний розв�язок збігається з точним, тобто знаходиться на
характеристиці r - ct = 0. Простежимо технологію (вона подана на рис.6.1
тонкими штриховими лініями) одержання чисельного розв�язку в цій точ-
ці. Згідно з різницевою схемою (6.19) розв�язок у т.1 відповідно до прийня-
тих вище значень ∆r, ∆t і с буде визначатися значеннями функції fq

s (т.2) і
s

qf 1−  (т.3). У свою чергу розв�язок в цих точках буде визначатися значення-
ми функції відповідно у точках 4, 5 і 5, 6.

Таким чином, чисельний розв�язок на рис.6.1 зображено прямою, що
проходить через точки 1, 3 і 6 (жирна штрихова лінія) і не збігається з ха-
рактеристикою. Отже, чисельний розв�язок не залежить від початкової
умови при r = 0, t = 0 і тому не є збіжним. Це обумовлено тим, що при
прийнятих параметрах узгоджена різницева схема �проти потоку� не є збі-
жною.

Зменшимо тепер крок за часом вдвічі, тобто ∆t = 10 с, при зберіганні
двох інших: с = 10 мс-1, ∆r = 100 м. Технологія побудови чисельного
розв�язку за схемою (6.19) в цьому випадку показана також тонкими штри-
ховими лініями, а вузли сітки, що при цьому використовуються, представ-
лені відкритими колами. Точки, що відповідають чисельному розв�язку,
зображені закритими колами.
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Рисунок 6.1 � Залежність чисельного розв�язку від параметрів різницевої
схеми �проти потоку�.
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Як бачимо, при таких параметрах чисельний розв�язок збігається з
характеристикою, тобто з точним розв�язком. Отже, чисельний розв�язок є
збіжним, так само як і сама скінченнорізницева схема. Виникає природне
питання - чому при використанні однієї й тієї ж різницевої схеми можна
одержати збіжний і розбіжний чисельний розв�язок?

Все полягає у виконанні вимоги стійкості різницевих схем. Матема-
тиками Курантом, Фрідріхсом і Леві у 1928 р. на прикладі лінійних дифе-
ренціальних рівнянь було показано [9], що різницеві схеми будуть стійки-
ми, якщо співвідношення між кроками за часом і за простором задоволь-
няють таку нерівність:

1≤
∆
∆
r
tc .                                                (6.20)

У літературі з чисельних методів цей вираз дістав назву критерію КФЛ
(абревіатура з початкових букв прізвищ авторів).

У прикладі різницевої схеми, що розглядається, як неважко переко-
натися за допомогою прямої підстановки параметрів с, ∆t і ∆r у (6.20), у
першому випадку КФЛ = 2 > 1, а у другому - КФЛ = 1. Отже, збіжність чи-
сельного розв�язку цілковито забезпечується узгодженістю й стійкістю різ-
ницевих схем, тобто коли виконується теорема Лакса, про яку йшла мова у
попередніх розділах.

Отже, дослідження умов стійкості різницевих схем є першорядною
задачею практики одержання чисельних розв�язків. Ці питання докладно
викладаються нижче.

6.2.3 Дослідження обчислювальної стійкості скінченнорізницевих
                   схем

У розділі 5 подані різні схеми апроксимації часових похідних стосо-
вно до лінійного рівняння одновимірної адвекції. В цьому розділі проведе-
мо аналіз стійкості цих різницевих схем, і, отож, стійкості і збіжності чи-
сельних розв�язків. Вище (п.6.2.1) було показано, що точний розв�язок є
збіжним, оскільки не допускає зростання амплітуди за часом (6.14). Метою
цього розділу є відбір з великої кількості різницевих схем тільки тих, які
забезпечують збіжність чисельного розв�язання.

При дослідженні стійкості лінійних різницевих схем використову-
ються, як правило, чотири методи: прямий, енергетичний, матричний і ме-
тод Неймана. Перші три методи, маючи свої переваги і недоліки, більш
складні й тому менше розповсюджені (з ними можна додатково ознайоми-
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тися, наприклад, в [2,6]), чим метод Неймана. Останній, не поступаючись
за ефективністю першим трьом методам, має у порівнянні з ними очевидну
перевагу - він простий і наочний у практичному використанні. Тому в цьо-
му розділі йому віддається перевага.

Цей метод використовується у тому випадку, коли відомий (як в на-
шому випадку) точний розв�язок лінійної задачі, який підставляється в різ-
ницеву схему. При цьому аналіз стійкості різницевої схеми зводиться до
оцінки модуля множника переходу λ, що пов�язує амплітуди A на суміж-
них часових рівнях (s, s+1).

Спочатку повернемося до точного розв�язку, який поданий у вигляді
(6.16):

f(r, t) = A(0)⋅eimr⋅eiσt

або
f(r, t) = A(t)⋅eimr,

звідки
A(t) = A(0)⋅ eiσt.                                          (6.21)

В термінах різницевої схеми, вважаючи, що

A(0) ≡ As; A(t) ≡ As+1;    eiσt ≡ eiσ⋅s∆t,

це співвідношення перепишеться у вигляді:

As+1 = As⋅ eiσ⋅s∆t.                                          (6.22)

Множник переходу λ = eiσ⋅s∆t.
Використовуючи відому формулу Ейлера e±iz = cosz ± sinz, дістанмо вираз
для модуля λ:

( ) ( ) 122 ≡∆σ+∆σ=λ tsts sincos .                           (6.23)

Тут використана формула для модуля комплексного числа: c = a + ib;
22 bac += .

Отже, для точного розв�язку, який додержується сталості амплітуди за ча-
сом, |λ| = 1.

Згідно з методом Неймана береться таке: якщо для якоїсь різницевої
схеми |λ| ≤ 1, то вона вважається стійкою, тобто в таких схемах у процесі
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чисельного розв�язання кроками за часом (s⋅∆t; s = 0,1,2...) амплітуда пер-
вісного коливання не зростає. Якщо для скінченнорізницевої схеми |λ| > 1,
тобто за часом відбувається зростання амплітуди, то така схема вважається
нестійкою. Стійкі різницеві схеми (|λ| ≤ 1) додатково підрозділяють на
нейтральні (|λ| = 1) та дисипативні (|λ| < 1).

Тепер розпочнемо аналіз стійкості скінченнорізницевих схем, пред-
ставлених у розділі 5, на прикладі рівняння одновимірної адвекції (6.6).

Явні скінченнорізницеві схеми.
1) Схема Ейлера.
За цією схемою рівняння (6.6) запишеться у вигляді:

( )s
q

s
q

s
q

s
q ffff 11

1

2 −+
+ −

µ
−= .                                  (6.24)

Тут і далі rtc ∆∆=µ .
Тут однобічна різниця використовується при апроксимації часової похід-
ної і центральна - для просторової.
Використаємо очевидні співвідношення:

rimqss
q Af ∆⋅= e ;  ( ) rimrimqsrqimss

q AAf ∆∆⋅∆⋅+
+ ⋅≡= eee 1

1 ;
( ) rimrimqsrqimss

q AAf ∆−∆⋅∆⋅−
− ⋅≡= eee 1

1 ;  rimqss
q Af ∆⋅++ = e11 ,          (6.25)

які підставимо в (6.24). Після скорочення на спільний множник eimq⋅∆r діс-
танемо:

( )



 −

µ
−= ∆−∆+ rimrimss AA ee

2
11

або з використанням формули Ейлера ( ) rmirimrim ∆=− ∆−∆ sinee 2 :

( ) λ⋅≡∆µ−=+ sss ArmiAA sin11 .                            (6.26)

Переходячи до модулів, співвідношення (6.26) запишемо у вигляді:

λ⋅=+ ss AA 1 ,

де
( )rm∆µ+=λ 221 sin .                                   (6.27)
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З (6.27) видно, що при будь-яких µ значення |λ| > 1. Отже, схема Ейлера
абсолютно нестійка.

2) Схема центральних різниць.
За цією схемою рівняння (6.6) запишеться у вигляді:

( )s
q

s
q

s
q

s
q ffff 11

11
−+

−+ −µ−= .                                 (6.28)

З урахуванням (6.26) і додаткового співвідношення

rimqss
q Af ∆−+ ⋅= e11                                          (6.29)

після підстановки в (6.28) одержимо:

( ) rmAiAAAA ssrimrimsss ∆⋅µ−≡−⋅µ−= −∆−∆−+ sinee 2111 .          (6.30)

Тут фігурують амплітуди на трьох часових рівнях (s, s -1, s +1), тому необ-
хідно скористатися додатковими очевидними співвідношеннями:

tsis AA ∆σ= e0 ;    ( ) titsitsis AAA ∆σ∆σ∆+σ+ ⋅≡= eee 0101 ;
( ) titsitsis AAA ∆σ−∆σ∆−σ− ⋅≡= eee 0101 .                            (6.31)

Після підстановки (6.31) в (6.30) нескладно одержати:

2isinσ∆t = -2iµsinm∆r
або

sinσ∆t = -µsinm∆r,
звідки

( )rm
t

∆µ−
∆

=σ sinarcsin1 .                                (6.32)

Амплітуда коливань за часом не буде зростати тільки тоді, коли σ буде на-
бувати реальних значень, тобто σ = σr. Дійсно, оскільки A(t) = A0exp(iσt),
то при σ = σr (σ = -cm) A(t) = A0exp(-icmt), тобто амплітуда не зростає за
часом. Якщо σ є уявним числом, тобто σ = σі ≡ іσ, то A(t) = A0exp(cmt), що
відповідає умові зростання амплітуди коливання.

Таким чином, схема з центральними різницями буде стійкою (відсут-
ність умов зростання амплітуди), якщо в (6.32) частота набуває реальних
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значень (σ = σr). Але тоді це означає, що 

|-µsinm∆r| ≤ 1.                                         (6.33)

В свою чергу, через те, що свідомо |sinm∆r| ≤ 1, нерівність (6.33) можна
замінити на рівнозначну:

1≤
∆
∆

=µ
r
tc .                                            (6.34)

Остання умова, яка збігається з критерієм КФЛ, означає, що схеми централь-
них різниць умовно стійкі.

3) Схеми �проти потоку�.
Скінченнорізницевий аналог рівняння одновимірної адвекції (6.6) за

цією схемою має такий вигляд:

( )s
q

s
q

s
q

s
q ffff 1

1
−

+ −µ−=      при с > 0,

( )s
q

s
q

s
q

s
q ffff −µ−= +

+
1

1      при с < 0                          (6.32)
або

( ) s
q

s
q

s
q fff 1

1 1 −
+ µ+µ−=      при с > 0,

( ) s
q

s
q

s
q fff 1

1 1 +
+ µ−µ+=       при с < 0.                          (6.33)

Переходячи до амплітуд, з урахуванням співвідношень (6.25), дістанемо:

( )[ ]rimss AA ∆−+ µ+µ−= e11      при с > 0,

( )[ ]rimss AA ∆+ µ−µ+= e11      при с < 0,                       (6.34)
звідки

λ = (1 - µ) + µе-іт∆r       при с > 0,
λ = (1 + µ) - µеіт∆r        при с < 0,                             (6.35)

чи з використанням формули Ейлера:

λ = (1 - µ) + µ(cosm∆r-isinm∆r)       при с > 0,
λ = (1 + µ) - µ(cosm∆r+isinm∆r)       при с < 0.                  (6.36)

Переходячи до модулів λ в (6.36), одержимо:
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( )[ ] rmrm ∆µ+∆µ+µ−=λ 2221 sincos     при с > 0,

( )[ ] rmrm ∆µ+∆µ−µ+=λ 2221 sincos      при с < 0.           (6.37)

Після простих арифметичних викладок легко дістати:

( )( )rm∆−µ−µ−=λ cos1121     при с > 0,                 (6.38а)

( )( )rm∆−µ+µ+=λ cos1121      при с < 0.                (6.38б)

В (6.38) |1 - cosm∆r| ≤ 1 (через те, що cosm∆r > 0), тому величина |λ| зале-
жить від знака µ. У випадку c > 0 µ > 0 з аналізу (6.38а) випливає, що при

µ → 1 |λ| → 1; µ → 0 |λ| → 1, тобто при 0 ≤ µ ≤ 1 |λ| ≤ 1; якщо µ > 1,
то (1 - µ) < 0; [1 - 2µ (1 - µ)] > 1, тому |λ| > 1.

Отже, при c > 0 схема �проти потоку� умовно стійка, коли

1≤
∆
∆

=µ
r
tc .                                             (6.39)

Ця умова відповідає критерію КФЛ.
У випадку c < 0 µ < 0 з аналізу (6.38б) випливає:

при  |µ| → 0 |λ| → 1,
при 0 ≤ |µ| ≤ 1 |λ| ≤ 1,
при  |µ| > 0 |λ| > 1.

Таким чином, при c < 0 умова стійкості (6.39) замінюється на таку:

1≤
∆
∆

=µ
r
tc .                                           (6.40)

Остання умова буде загальною для двох випадків схеми �проти потоку�.
Як було показано раніше (розділ 5) з цією схемою пов�язаний ефект

обчислювальної (розрахункової) �в�язкості�, що і обумовлює її умовностій-
кість.

4) Схеми �за потоком�.
Різницевий аналог цих схем в залежності від знака швидкості пере-
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носу с обернений схемам �проти потоку�, тобто:

( ) s
q

s
q

s
q fff 1

1 1 +
+ µ−µ+=      при с > 0,

( ) s
q

s
q

s
q fff 1

1 1 −
+ µ+µ−=       при с < 0.                          (6.41)

          
Виконавши арифметичні перетворення, аналогічні попереднім, легко пере-
конатися, що вирази для |λ| будуть оберненими (6.38), тобто:

( )( )rm∆−µ+µ+=λ cos1121     при с > 0,

( )( )rm∆−µ−µ−=λ cos1121      при с < 0.                   (6.42)

Оскільки (1 - cosm∆r) > 0, то, як легко бачити з (6.42), в обох випадках
(µ > 0 чи µ < 0) підкореневий вираз додатний, і тому |λ| > 1, тобто схеми за
потоком абсолютно нестійкі.

5) Схема Лакса-Вендрофа.
Скінченнорізницевий аналог цієї схеми записується у вигляді:

( ) ( )s
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q

s
q

s
q

s
q fffff −
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/ ,                          (6.43)
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+ −µ−= s
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q

s
q ffff .

Виключаючи за допомогою перших двох різницевих рівнянь вираз
( )21

21
21

21
/

/
/

/
+

−
+

+ − s
q

s
q ff  у третьому рівнянні, одержимо:

( ) ( )s
q

s
q

s
q

s
q

s
q

s
q

s
q fffffff 2

22 11

2

11
1 −+

µ
+−

µ
−= −+−+

+ .                (6.44)

Останній член в (6.44) є різницевим аналогом похідної ∂2f/∂2r і, якщо µ2/2
ототожнювати з коефіцієнтом в�язкості, то тоді стає зрозумілим, що роз-
глядувана схема пов�язана з ефектом обчислювальної �в�язкості�. Після
підстановки в (6.44) відповідних співвідношень з (6.25) не важко отримати
вираз для модуля переходу:

λ = 1 + µ2(cosm∆r - 1) - iµsinm∆r.                          (6.45)
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Використовуючи відомі формули для тригонометричних функцій sin2α =
2sinαcosα; cos2α = cos2α - sin2α ; 1 - cos2α = 2sin2α, після очевидних пере-
творень одержимо:

22
2

2
21 22 rmrmirm ∆∆

µ−
∆

µ−=λ cossinsin .                   (6.46)

Звідси легко дістати вираз для |λ|:

( )
2

141 422 rm∆
µ−µ−=λ sin .                              (6.47)

З (6.47) випливає, що при (1 - µ2) ≥ 0 |λ| ≤ 1, тобто стійкість схеми Лакса-
Вендрофа забезпечується при виконанні критерію КФЛ:

1≤
∆
∆

=µ
r
tc .                                           (6.48)

6) Схема Ейлера з перерахунком (схема Мацуно).
Ця різницева схема визначається двома тактами:

( ) ( )s
q

s
q

s
q

s
q ffff 11

1

2 −+
+ −
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−=* ,

( ) ( )( )** 1
1

1
1

1
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+ −
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−= s

q
s

q
s

q
s

q ffff .                              (6.49)

Підставляючи відповідні співвідношення з (6.25) в (6.49), одержимо після
нескладних перетворень для амплітуд коливань:

As+1(*) = As(1 - iµsinm∆r),
As+1 = As - iµAs+1(*)sinm∆r.                                  (6.50)

Виключаючи у другому рівнянні As+1(*) через перше, одержимо:

As+1 = As(1 - iµsinm∆r - µ2sin2m∆r) ≡ λAs,

де λ = (1 - iµsinm∆r - µ2sin2m∆r).
Отримаємо тепер значення |λ|:
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( ) rmrmrmrm ∆µ+∆µ−=∆µ+∆µ−=λ 442222222 11 sinsinsinsin . (6.51)

З (6.51) випливає, що оскільки |sinm∆r| ≤ 1, то стійкість цієї схеми забезпе-
чується умовою виконання критерію КФЛ, тобто

1≤
∆
∆

=µ
r
tc .                                           (6.52)

Неявні скінченнорізницеві схеми.
Для демонстрування відмітних властивостей неявних схем від явних

зупинимося, як на прикладі, на трьох схемах Ейлера і схемах �проти пото-
ку� та �за потоком�.

1) Схема Ейлера.
На відміну від (6.24) у правій частині буде фігурувати момент часу

s+1:

( )1
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s
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s

q
s

q ffff .                                 (6.53)

Підставляючи в (6.53) відповідне співвідношення з (6.25), отримаємо:

As+1 = As - iµsinm∆r As+1

або
As+1(1 + iµsinm∆r) = As.

Тоді модуль множника переходу визначається виразом:

rm∆µ+
=λ

221
1
sin

.                                    (6.54)

З (6.54) випливає, що при будь-яких значеннях µ, а, відповідно, ∆t і ∆r,
|λ| < 1, тобто ця схема абсолютно стійка і дисипативна на відміну від тієї ж
явної схеми (6.24), яка була абсолютно нестійкою.

2) Схема �проти потоку�.
Нагадаємо, що явні схеми �проти потоку� незалежно від знаку швид-

кості переносу були умовно стійкими (6.40), тому тут обмежимося, напри-
клад, випадком з с > 0.

Тоді замість (6.32) слід записати:
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( )1
1
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++ −µ−= s
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q ffff .                                 (6.55)

Підставляючи в (6.55) співвідношення (6.25) і використовуючи формули
Ейлера, отримаємо:

As+1 = As - As+1µ(1 − е im∆r)
або

As+1[(1 + µ) - µ(cosm∆r - i sinm∆r)] = As,
звідки

( )[ ] rmirm ∆µ+∆µ−µ+
=λ

sincos1
1 .

Модуль множника переходу |λ| в цьому випадку запишеться у вигляді:

( )( )rm∆−µ+µ+
=λ

cos1121
1 .                            (6.56)

Неважко показати, що у випадку с < 0

( )( )rm∆−µ−µ−
=λ

cos1121
1 .                            (6.57)

Як випливає з (6.56) і (6.57), тепер в обох випадках (відповідно |µ| > 1 та
|µ| < 1) |λ| < 1, тобто неявні схеми �проти потоку� абсолютно стійкі й диси-
пативні на відміну від умовно стійких явних схем (6.39) і (6.40).

3) Схеми �за потоком�.
Як було показано вище, схеми �за потоком� і �проти потоку� віднос-

но напрямку переносу прямо протилежні, тому відразу можна записати ос-
таточні результати для |λ|, спираючись на (6.56) та (6.57):

( )( )rm∆−µ−µ−
=λ

cos1121
1    при с > 0,                  (6.58)

( )( )rm∆−µ+µ+
=λ

cos1121
1    при с < 0.                  (6.59)

З аналізу (6.58) і (6.59) нескладно переконатися, що неявні схеми �за пото-
ком� стійкими, вірніше нейтральними (|λ| = 1), можуть бути тільки за одні-
єї єдиної умови, якщо |µ| = 1. Нагадаємо, що явні схеми �за потоком� (6.42)
були абсолютно нестійкими.
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На цих прикладах було показано, що завжди краще використовувати
неявні схеми у відношенні їх стійкості, ніж явні схеми. Аналогічні резуль-
тати можна отримати і для інших розглянутих вище скінченнорізницевих
схем. Здавалося б, у практиці гідродинамічних прогнозів в першу чергу
слід би орієнтуватися саме на неявні скінченнорізницеві схеми, оскільки їх
позитивна якість у порівнянні з явними схемами очевидна - відсутність
обмежень на µ дозволяє збільшити крок за часом (∆t) і, внаслідок цього,
зменшити нагромадження помилок обчислювального характеру, зекономи-
ти машинний час і таке інше. Але при цьому не слід забувати, що при
практичній реалізації моделей прогнозу, які використовують неявні різни-
цеві схеми, буде потрібно додаткове підключення ітераційного програмно-
го модуля, що призведе автоматично до нагромадження помилок обчислю-
вань та зростання витрат машинного часу, тобто до нівелювання переваг
неявних схем у порівнянні з явними. У цьому зв�язку однозначних реко-
мендацій щодо використання явних чи неявних схем бути не може, тому
все повинно визначатися характером задачі, що розв�язується, у рамках
конкретної гідродинамічної моделі.

Півнеявні скінченнорізницеві схеми.
У практиці гідродинамічного прогнозу використовуються також так

звані півнеявні схеми, у яких при різницевому поданні правих частин рів-
нянь використовуються як явні, так і неявні схеми. Однією з таких, най-
більш розповсюджених схем, є схема Кранка-Ніколсона чи дворівнева
схема трапецій. Для лінійного рівняння одновимірної адвекції (6.6) ця схе-
ма записується таким чином:
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Для подальших перетворень додатково до (6.25) будемо використовувати
такі співвідношення:

( ) rimrimqsrqimss
q AAf ∆∆+∆+++

+ == eee 1111
1 ,

( ) rimrimqsrqimss
q AAf ∆−∆+∆−++

− == eee 1111
1 .                         (6.61)

Звідки з використанням формули Ейлера:
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rmiAff rimqss
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s
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У свою чергу, використовуючи (6.25),

rmiAff rimqss
q

s
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−+ sine 211 .                            (6.63)

Підставляючи (6.62) і (6.63) в (6.60), одержимо:
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Отже, півнеявна схема Кранка-Ніколсона нейтральна і абсолютно стійка
при будь-яких значеннях µ чи ∆t і ∆r.

6.3 Нелінійна обчислювальна нестійкість

Вище вже згадувалось (п.6.1), що для нелінійних рівнянь досліджен-
ня обчислювальної нестійкості надто утруднене через неможливість, як
правило, отримати аналітичний розв�язок. Саме з цієї причини питання
стійкості досліджуються спочатку на лінійних моделях, а отримані при
цьому результати потім розповсюджуються на розв�язки скінченнорізни-
цевої задачі для нелінійних рівнянь. При цьому тільки слід мати на увазі,



121

що стійкість різницевих схем для лінійних моделей є необхідною, але не-
достатньою умовою стійкості для нелінійних рівнянь, через те, що не зав-
жди стійка схема для лінійного рівняння буде стійкою для відповідного
нелінійного рівняння. Нестійка ж схема для лінійного рівняння свідомо
буде нестійкою й для нелінійного. 

Вперше явище, яке дістало назву нелінійної обчислювальної нестій-
кості, відкрив Н.Філіпс при моделюванні процесів загальної циркуляції
атмосфери. Ця нестійкість виявлялася у вигляді невиправдано різкого
збільшення енергії у короткохвильовій ділянці атмосферного спектра, що
при тривалому (до 30 діб) інтегруванні за часом нелінійних рівнянь гідро-
динаміки приводило до �вибуху� розв�язання. Серією чисельних експери-
ментів Н.Філіпс виявив, що причиною тому є ефект нелінійності рівнянь,
які інтегруються.

Пояснимо природу нелінійної нестійкості на прикладі нелінійного
рівняння одновимірної адвекції типу:
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x
uu

t
u .                                           (6.65)

Тут на відміну від лінійного рівняння одновимірної адвекції (6.6) u = u(x, t),
а не const.

При апроксимації просторових похідних завжди виникають трудно-
щі з визначенням на сітці коротких хвиль. Так, хвилі, довжини яких менше
двох сіткових кроків (L ≤ 2∆x), або хвильові числа m = 2π/L ≥ π/∆x, немож-
ливо представити на сітці.

Дійсно, нехай, наприклад, вихідна функція u(x, t) являє собою сину-
соїду з амплітудою А:

u(x, t) = A(t)sinmx.                                       (6.66)

Для апроксимації похідної ∂u/∂x візьмемо, наприклад, центральну рі-
зницю, що має другий порядок точності (∆x)2:
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де і - номер сіткового вузла вздовж осі х; ∆x - сітковий крок.
В той же час точний розв�язок цієї похідної згідно з (6.66) має вигляд:
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( ) ( ) xmimtAmxmtA
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∂ coscos .                         (6.68)

Різницевий аналог (6.67) з урахуванням (6.66) можна подати у вигляді:
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При перетворенні (6.69) використана тригонометрична формула для
sin(α ± β) = sinαcosβ ± cosαsinβ.

Отже, з одного боку, є різницеве подання похідної ∂u/∂x (6.69), а з
другого � точне (6.68).

Знайдемо відносну помилку апроксимації:
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При безпосередній підстановці в (6.70) легко переконатися, що при
L = 6∆x - ε ≈ 0.1; L = 4∆x - ε ≈ 0.36; L = 2∆x - ε ≈ 1.

Таким чином, відносна помилка збільшується зі зменшенням довжи-
ни хвилі, а хвилі, довжина яких дорівнює чи менша від двох кроків сітки
(L ≤ 2∆x; m ≥ 2π/∆x), взагалі не можна подати на сітці. Отже, за допомогою
такої сітки можна описати хвилі з довжинами L > 2∆x або m = mmax ∼ 2π/L.
Які ж хвилі у такому разі описуються нелінійним членом u⋅∂u/∂x? Для цьо-
го, використовуючи (6.66) та (6.68), одержимо:
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де т′ = 2т.
Таким чином, нелінійний член (вірніше, ефект нелінійної взаємодії

різних гармонік) відтворює хвилі з хвильовим числом 
2

222
LL

m π
≡

π⋅
=′  або

довжиною L/2, тобто вдвічі коротші хвилі, ніж можна розв�язати на сітці.
Так, якщо у початковий момент часу хвильове число т задовольняло

нерівність max
max

2
mmm

≤< , то за рахунок нелінійної взаємодії у процесі



123

інтегрування за часом може виникнути хвиля з хвильовим числом
m > mmax, яка не може бути відтвореною на сітці. З точки зору чисельного
розв�язання - це хибні хвилі, які сіткою можуть бути ідентифіковані як
більш довгі.

Дійсно, будемо виходити з тотожності:

sinm′x ≡ sin[2mmax - (2mmax - m′)]x,                  (6.72)

де, нагадаємо, 
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Ураховуючи, що х = і⋅∆х і використовуючи тригонометричну формулу для
синуса різниці двох кутів, перепишемо (6.72):
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Як випливає з (6.73), якщо відомі значення шуканої функції тільки у вуз-
лах сітки, то хвилі з хвильовими числами т′ і (2тmax � т′) не відрізняються.
Таким чином, якщо за рахунок нелінійності генерується хвиля з хвильовим
числом т′, то на сітці вона буде інтерпретована як хвиля з хвильовим чис-
лом т* = 2тmax � т′, тобто як більш довга хвиля. Рис.6.2 дає наочне уяв-
лення про одержані вище висновки.

Як видно з рис.6.2, хвильове число т* можна подати як дзеркальне
відображення хвильового числа т′ відносно точки тmax, тобто коротка
хвиля, що генерується нелінійним членом (L′ < 2∆x), на сітці буде відтво-
рюватися як більш довга хвиля L* > 2∆x, яка сітковим розв�язком буде ві-
дображатися як �реальна� фізична хвиля. Описаний ефект носить назву
помилки хибного уявлення.

На закінчення для наочності демонстрації помилок хибного уявлення
наведемо конкретний приклад. Нехай нелінійний член генерує хвилю з
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може відобразити сітка (тmax = π/∆x; L = 2∆x). Тоді за рахунок уявного зо-
браження виникне хвиля з хвильовим числом =′−= mmm max2*

xxx ∆
π

=
∆
π

−
∆

π
=

4
2

4
62  (L* = 4∆x). Така �уявна� хвиля (L* > L) у сітковому

розв�язанні буде моделюватися як хвиля �реальна�. Результати цих виснов-
ків подані на рис.6.3.

Які ж наслідки помилок хибного уявлення у процесі інтегрування
нелінійних рівнянь за часом?

Н.Філіпсом та іншими авторами був проведений ряд чисельних екс-
периментів по виявленню викривлення енергетичного спектра за рахунок
помилок хибного уявлення. Виявилось, що у процесі чисельного інтегру-
вання відбувається швидке зростання амплітуди хвиль у інтервалі
2∆x < L < 4∆x, тобто у тій ділянці атмосферного спектра, де найбільшою

Рисунок 6.2 � Хибне уявлення хвилі L′=4/3∆x хвилею L*=4∆x.

1

  2

∆x

L′=4/3∆x

L*=4∆x

2∆x 3∆x 4∆x

Рисунок 6.2 � Хибне уявлення хвилі з хвильовим числом т′ > тmax

хвилею з хвильовим числом т* = 2тmax - т′.

L*                L=2∆x        L′                         ∆x

        m*         mmax         m′                      2mmax
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мірою позначається ефект хибного уявлення. При цьому відбувається не-
виправдано велике зростання енергії на цій ділянці спектра, тоді як у ре-
альній атмосфері тут зосереджена відносно невелика енергія. Таким чи-
ном, внаслідок помилок хибного уявлення відбувається хибний приплив
енергії до хвильових чисел не набагато менших, ніж тmax, у результаті чого
створюються штучні умови для їх еволюції. В остаточному підсумку це
може привести до �вибуху� розв�язання. Це, власне, й називається неліній-
ною нестійкістю.

З деякими практичними способами заглушення (або, вірніше, змен-
шення) ефекту нелінійної нестійкості можна додатково ознайомитися у
монографії Ф.Мезингера і А.Аракави [6].
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РОЗДІЛ  7
СУЧАСНІ ОПЕРАТИВНІ МОДЕЛІ ПРОГНОЗУ ПОЛІВ

МЕТЕОРОЛОГІЧНИХ ВЕЛИЧИН

В наш час в оперативнiй практицi служби погоди широко застосо-
вуються гiдродинамiчнi прогностичнi моделi, що базуються на повних
рiвняннях. З метою короткострокового прогнозу погоди застосовуються як
рiзницевi чисельнi моделi, так i моделi, що ґрунтуються на зображеннi роз-
в'язкiв у виглядi рядiв по системах базисних функцiй, якi звичайно нази-
вають спектральними.

В цьому розділі будуть розглянуті лише рiзницевi чисельнi моделi,
що використовуються нинi в службi погоди Росiї, Великобританiї, Німеч-
чини і США.

Перш нiж перейти до розгляду конкретних моделей, вiдзначимо де-
якi особливостi практичного застосування оперативних схем короткостро-
кового чисельного прогнозу.

Вiдомо, що для розрахункiв по прогностичних моделях атмосфери
необхiдно мати значення метеорологiчних величин у вузлах регулярної
сiтки точок в один (початковий, вихiдний) момент часу. Такi значення
одержують шляхом виконання спецiальної обчислювальної процедури
просторово-часової iнтерполяцiї даних спостережень в нерегулярнiй сiтцi
точок (на метеорологiчних станцiях, з метеорологiчних супутникiв i т.п.)
до вузлiв регулярної сiтки точок. Ця обчислювальна процедура має назву
чисельного або об'єктивного аналiзу.

Основну частину метеорологiчної iнформацiї складають результати
спостережень на метеорологiчних станцiях, які здiйснюються у строки 0, 6,
12, 18 год. СГЧ, i на аерологiчних станцiях (радiозондування атмосфери) в
0 i 12 год. СГЧ. Значну за об'ємом частину результатiв спостережень скла-
дають данi несинхронних спостережень з лiтакiв, супутникiв, буїв,
зрiвноважених куль. Загальний об'єм даних, якi використовуються з метою
чисельного прогнозу, досягає десяткiв мiльйонiв десяткових цифр.

Вся iнформацiя, яка надходить до прогностичного центру, проходить
стадiю первинної обробки. До цiєї стадiї входять впiзнання даних i їх пер-
винний контроль. Впiзнання даних ґрунтується на порiвняннi заголовної
частини метеорологiчних зведень зi стандартними величинами (час спо-
стережень i координати точки спостережень; iндекси станцiй i т.д.). Пер-
винний контроль даних базується на порiвняннi результатiв поточних спо-
стережень з клiматичними величинами, перевiрцi виконання деяких
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спiввiдношень, наприклад, рiвняння статики.
Пiсля впізнавання i первинного контролю проводиться відбір даних,

необхiдних для об'єктивного аналiзу, а потiм - властиво об'єктивний аналiз.
Слiд відзначити, що при контролi даних спостережень, а також в

процесi об'єктивного аналiзу враховуються вiдомi похибки вимiрювань.
З метою об'єктивного аналiзу метеорологiчних полiв використову-

ються методи: полiноміальної апроксимацiї, оптимальної iнтерполяцiї, по-
слiдовних наближень (корекцiя).

В останнє десятирiччя система пiдготовки даних для чисельного
прогнозу була суттєво удосконалена. Це стосується i включення в чисель-
ний (об'єктивний) аналiз несинхронних даних; такий аналiз дістав назву
чотиривимiрного чисельного аналiзу. Несинхроннi данi одержують за до-
помогою нових нестандартних спостережних систем (супутники, лiтаки та
ін.). Спецiальнi методи чотиривимiрного аналiзу з включенням нестандарт-
них спостережень називають також системою засвоєння даних.

Розрахунки за прогностичними моделями, що ґрунтуються на повних
рiвняннях, потребують певного узгодження мiж собою даних про рiзнi ме-
теорологічні величини в вузлах регулярної сiтки, а також даних на рiзних
рiвнях. Вiдповiдна частина процедури пiдготовки даних для чисельного
прогнозу дістала назву узгодження даних.

Зi сказаного вище випливає, що мiж строком спостережень i почат-
ком розрахунку прогностичних полiв за гiдродинамiчною моделлю пови-
нен бути виконаний великий обсяг робiт:

- кодування i передача даних спостережень по лiнiях зв'язку (переда-
ча повинна мати швидкiсть не менше 1200 бод, тобто бінарних знакiв в од-
ну секунду);

- прийом даних в метеорологiчних центрах, їх первинна обробка i
контроль;

- чисельний об'єктивний аналiз даних спостережень i видача резуль-
татiв у виглядi карт, таблиць, а також їх запис на запам'ятовуючi пристрої.

Вiдзначимо, що час, необхiдний для виконання перших двох пунктiв,
тобто перiод мiж строком спостережень i закiнченням прийому метеоро-
логiчної iнформацiї, має назву періоду "вiдсiкання" даних спостережень.

Пiсля об'єктивного аналiзу, тобто пiсля виконання третього пункту
вказаного вище комплексу робiт, проводиться розрахунок прогнозiв барич-
ного поля, температури, вологостi, швидкостi вiтру, кiлькостi опадiв та
iнших величин i видача їх у виглядi карт, таблиць, графіків та ін. Останнiм
етапом є розповсюдження прогнозiв для населення, органiзацiй, пiд-
приємств i зацiкавлених вiдомств.
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З метою короткострокового прогнозу (вiд 1 до 3 дiб) необхiдне
здiйснення розрахункiв i видача результатiв протягом 3-6 годин пiсля
строку гiдрометеорологiчних спостережень. Якщо ж iнтервал часу прогно-
стичних розрахункiв порiвнянний з iнтервалом часу, на який розраховуєть-
ся прогноз, застосування прогностичних моделей не має сенсу. Ця обста-
вина накладає жорсткi обмеження на час обчислювання на ЕОМ прогнозу
за оперативними моделями.

На початку 80-х рокiв використовування чисельних методiв прогнозу
погоди в тому чи iншому виглядi (хоч би в формi прогностичних карт, що
передаються по лiнiях зв'язку) проводилось практично в усiх країнах свiту.
Чисельне прогнозування здiйснюється бiльш нiж в 30 країнах. Прогнос-
тичнi моделi, що використовуються, можуть розроблятися в центрi або за-
позичатися.

Використання прогностичних моделей того чи iншого плану визна-
чається метеорологiчними iнтересами конкретної країни, потужнiстю на-
явних в метеорологiчному центрi ЕОМ або за двосторонніми угодами з
iншими країнами.

Глобальнi i пiвсфернi чисельнi моделi розробляються i використо-
вуються в свiтових метеорологiчних центрах (СМЦ), в найбiльш крупних
територiальних (ТМЦ) i нацiональних (НМЦ) метеорологiчних центрах.
Прогнози за цими моделями на 1-5 дiб складаються один чи два рази на
добу за даними спостережень в 0 i 12 год. СГЧ. Час вiдсiкання даних спо-
стережень для чисельного аналiзу i прогнозу за глобальними i
пiвсферними моделями складає 3-5 годин. Для реалiзацiї цих моделей ви-
користовуються ЕОМ, якi виконують вiд 10 до 100 млн. i бiльше операцiй
за секунду.

Прогноз за регiональними моделями розраховується 2-4 рази на до-
бу. Час вiдсiкання складає 1-3 години. Для реалiзацiї регiональних моделей
достатньо мати ЕОМ, що виконує вiд 1 до 10 млн. операцiй за секунду.

Практично в усiх прогностичних моделях атмосфери застосовуються
повнi рiвняння гiдродинамiки. Моделi розрiзняються числом рівнів по вер-
тикалі, областю прогнозування, способами параметризацiї процесiв пiдсiт-
кового масштабу i iншими особливостями, якi будуть вказанi при описаннi
конкретних прогностичних моделей.

Загальним для сучасних моделей за повними рiвняннями є застосу-
вання для побудови скiнченнорiзницевих схем так званих розхитаних
сiток. Тому, перш нiж перейти до розгляду прогностичних моделей, викла-
демо основнi принципи скiнченнорiзницевого зображення похiдних на
розхитаних сiтках.
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7.1 Розхитані сітки

При апроксимацiї похiдних в скiнченнорiзницевих схемах окрiм уз-
годження i точностi повиннi враховуватися ще й такi вимоги як еко-
номiчнiсть обчислювань, збiжнiсть i стiйкiсть розв�язкiв скiнченнорiзнице-
вих рiвнянь, зберігання iнтегральних властивостей прогностичних моде-
лей, точнiсть вiдтворення процесiв адаптацiї метеорологiчних полiв. Для
побудови скiнченнорiзницевих схем, що задовольняють ці умови, застосо-
вуються просторово-часовi сiтки, на яких рiзнi метеорологiчнi величини
можуть розмiщуватися в рiзних (незбiжних) точках сiтки.

Такi сiтки вперше були запропонованi Елiасеном i дістали назву роз-
хитаних (шахових) сiток або сiток спуску. Існує декiлька варiантiв сiток,
розхитаних за простором i за часом.

На сiтках, розхитаних тiльки за простором (рис.7.1), рiзнi метеоро-
логiчнi величини (залежнi змiннi) розмiщуються в рiзних незбiжних точ-
ках, але в кожний наступний момент часу обчислюються в тих же точках,
де вони розміщувались в попереднiй момент часу. Сiтки, розхитанi за ча-
сом, передбачають обчислення всiх залежних змiнних в одних i тих самих
точках в один момент часу, але в незбiжних точках � в рiзнi моменти часу.

Прикладом сiтки, розхитаної за часом, є сiтка, що складається з двох
квадратних сiток з кроком ∆x = ∆y = ∆r, зсунутих вiдносно одна одної на
півкроку (1/2 ∆r). У вузлах однiєї з цих сiток розмiщуються всi залежнi
змiннi (в одних i тих же збiжних точках), а у вузлах iншої сiтки обчислю-
ються центрованi кiнцевi рiзницi. Відзначимо, що на звичайних сiтках (не-

Рисунок 7.1 � Схема розміщення вузлів розхитаної сітки
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розхитаних) всi залежнi змiннi i похiднi розмiщуються i обчислюються в
усiх точках (вузлах) сiтки.

На розхитаних сiтках залежнi змiннi звичайно розмiщуються в тих
вузлах, в яких вони потрiбнi для розрахунку похiдних за допомогою
центральних рiзниць. Але в деяких випадках використовуються такi розхи-
танi сiтки, на яких потрiбнi для розрахунку кiнцевих рiзниць величини
необхiдно визначати за допомогою iнтерполяцiї. За рахунок цього досяга-
ється зменшення кiлькостi змiнних i об�єму обчислювань.

При побудовi скiнченнорiзницевих схем на розхитаних сiтках для
розрахунку похiдних використовуються оператори центральних рiзниць:
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i iнтерполяцiї (згладжування)
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Застосування операторiв (7.1), (7.2) двiчi по однiй i тій же незалежнiй
змiннiй приводить до таких формул:    
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де ∆x = ∆y = ∆r.
Якщо оператори (7.1), (7.2) застосувати двiчi, але по рiзних незалеж-

них змiнних, одержимо:
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За аналогією
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Оператори центральних рiзниць i iнтерполяцiї лiнiйнi i переставнi.
Використовуючи цi властивостi, можна записати результати багатократно-
го застосування цих операторiв в рiзних комбiнацiях.

З наведених формул видно, що застосування цих операторiв парну
кiлькiсть разiв по однiй i тій же змiннiй приводить до формул, в яких
фiгурують сiтковi функцiї з цiлими iндексами, тобто функцiї в точках,
вiдступаючих одна вiд одної на крок сiтки. Якщо оператори використову-
ються непарну кiлькiсть разiв по однiй i тій же змiннiй, то одержимо фор-
мули з функцiями з дробовими iндексами, тобто функцiї в точках,
вiдступаючих на півкроку сiтки вiд точки, де обчислюється кiнцева
рiзниця.

Скiнченнорiзницевi схеми і методи iнтегрування повних рiвнянь мо-
жуть бути побудованi на сiтках, розхитаних i у просторі, i в часi. Застосу-
вання таких сiток доцiльно перш за все через економiчнiсть розрахункiв,
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яка зумовлена тим, що обчислення метеовеличин, які прогнозуються, на
кожному часовому рiвнi передбачається не в усiх точках просторово-
часової сiтки. Крiм того, якщо при цьому використовуються центральнi
рiзницi в часi, то розв'язок в одних i тих же вузлах визначиться через крок
за часом. За рахунок цього виключається обчислювальна мода, тобто роз-
в'язок в цьому випадку не осцилює [2]. 

Недолік розхитаних за простором і за часом сіток (як і сіток, розхи-
таних тільки за простором) полягає у тому, що для точок, в яких значення
залежних змінних не визначаються, ці значення треба обчислювати шля-
хом інтерполяції.

7.2 Оперативна прогностична модель атмосфери Росiйського ГМЦ

Модель, яка розглядається в цьому роздiлi, створювалась, починаю-
чи з 1973 року, шляхом використання найбiльш ефективних елементiв опе-
ративних моделей, розроблених авторами [12-15]. До цих елементiв
вiдносяться системи рiвнянь, крайовi умови, способи рiзницевої апрокси-
мацiї, врахування процесiв пiдсiткового масштабу [16], горизонтальний i
вертикальний поділ та ін.

Основу прогностичної моделi складає система повних рiвнянь
гiдротермодинамiки в iзобаричнiй системi координат, яка записується в та-
кому виглядi :
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де x, y, t - горизонтальнi координати і час,
p � тиск,
u, v,  - складовi швидкостi вiтру,
τ - аналог вертикальної швидкостi,
l - параметр Коріолiса,
Т - температура в градусах Кельвіна,
Ф � геопотенцiал,
Fх, Fу - складовi турбулентної в'язкостi по осях x i y,
m - масштабний множник, який враховує сферичнiсть Землi,
q - масова частка водяної пари,
ε - приплив тепла до одиницi об�єму повiтря за одиницю часу,
зумовлений радiацiйним i турбулентним теплообмiном, а також
фазовими переходами води в атмосферi,
εП - приплив (вiдтiк) водяної пари, зумовлений процесами кон-
денсацiї i турбулентнiстю (до одиницi об�єму за одиницю часу),

( )γ−γ= ag
TRc

2
2  - параметр статичної стійкості.

Система (7.7) доповнюється рiвняннями i спiввiдношеннями, якi до-
зволяють розраховувати припливи тепла i водяної пари, турбулентну
в'язкiсть, а також врахувати опади i конвективнi процеси.

При заданих Fх, Fу, ε, εП система має 6 невiдомих (u, v, τ, Ф, T, q) є
замкненою i може бути розв'язана.

Для розв'язання необхiдно задати початковi i межовi умови.
Початковi умови ставляться для тих функцiй, часовi похiднi яких

входять в рiвняння. В системi (7.7) - це функцiї u, v, T i q. Тому початковi
умови представляються у виглядi:

f(x, y, p, t) = f(x, y, p, t0),                                    (7.8)

де 
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f , а t0 - строки радiозондування 00 h (03 год.) i 12h (15 год.).

За межовi умови на верхнiй (p = 0) i нижнiй (p = p0) межах атмосфери
береться, що

при p → 0 τ → 0,                                          (7.9)
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де iндекс �0� є позначкою того, що вiдповiднi функції належать до рiвня
p = p0 = 1000 гПа. Зауважимо, що умова (7.10) є наслiдком межової умови:
при z = 0 w = 0, тобто dz/dt = 0, або з врахуванням того, що gz = Ф,

dt
d

g
w Φ

=
1 . Якщо обидві частини останньої рiвностi помножити на g i роз-

писати повну похiдну Ф через частиннi, отримаємо:
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. Таким чином, умова (7.11) перепишеться у виглядi

0=
ρ
τ

−
∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

+
∂
Φ∂

y
v

x
u

t
.

З врахуванням масштабного множника m2 для адвективних членiв
остання рiвнiсть для p = p0 набуває вигляду (7.10).

На бокових межах областi iнтегрування береться
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де iндекс �Г� є позначкою того, що функцiя належить до бічної межi.
Таким чином, вiдповiдно до умов (7.12) вважається, що в кожному

вузлi сiтки, розташованому на межах областi iнтегрування, висота будь-
якої iзобаричної поверхнi не змiнюється за часом, а iзобарична вертикаль-
на швидкiсть не змiнюється з висотою.

Система рiвнянь (7.7) з початковими (7.8) i межовими (7.9), (7.10),
(7.12) умовами iнтегрується чисельно методом кроків за часом.

Для цього вводяться дискретнi безрозмiрнi координати i, j, k, s i такi

оператори осереднення 
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де r = {x, y, p, t},
n - значення вiдповiдної безрозмiрної координати (i, j, k, s),
f - значення функцiй u, v, τ, T, q.

Область розрахунку прогнозу покривається прямокутною сiткою вузлiв з
однаковими кроками по осях x i y. Iндекси вузлiв i, j по осях x i y зміню-
ються в таких межах:

i = 1,2 ..... I,
j = 1,2 ..... J.
Сiткова область, де здiйснюється чисельне iнтегрування рiвнянь мо-

делi, являє собою квадрат, вписаний в широтне коло на картi стерео-
графiчної проекції з головним масштабом 1:3⋅107. Вершини квадрата роз-
ташованi на перетині широтного кола 8° пiвд.ш. з меридiанами:
гринвiцьким (0°), 180°, 90° з.д. i 90° с.д. (рис.7.2). В межах цього квадрата
будується шахова сiтка точок, утворена з двох звичайних сiток, що зсунутi

     j     y

  2    3    4    5
129
128
127
126
125

     ПМ

        ПП

        РМ

(129,129)
   180° с.д.

(1,1)  90° с.д.

45° с.д.

    х
    і

ПМ � півкульова модель, РМ � регіональна модель, ПП � північний полюс.
Рисунок 7.2 � Область аналізу та прогнозу прогностичної моделі Гідроме-
тецентру Росії. У верхній лівій частині області прогнозу ПМ та РМ круж-

ками та хрестиками наведені фрагменти сітки точок
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вiдносно одна одної на 1
2 ∆s. При кроці ∆s=∆х=∆у=150 км координати I, J

дорiвнюють 129.
Індекси вузлiв першої сiтки (кружки) визначаються формулою

6410
2
12 ,,,,, ...=η






 +η=ji .

Індекси вузлiв другої сiтки (хрестики) визначаються за формулою: 

( ) 631012 ,,,,, ...=η+η=ji .

Прогностичнi поля визначаються поперемiнно в вузлах то однiєї, то
другої сiтки.

Пояснимо апроксимацію функцій f за формулою (7.13) з використан-
ням шахової сiтки:  
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Система рівнянь (7.7) при вказаних крайових умовах може бути ре-
алiзована в двох варiантах: без врахування неадіабатичних і турбулентних
факторiв, коли приймається, що Fx = Fy = ε = εП = 0, i з їх врахуванням.

Рiвняння системи записуються стосовно чисельного iнтегрування на
шаховiй сiтцi за допомогою формул (7.13). Скiнченнорiзницевий аналог
системи в адiабатичному варiантi має вигляд:
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Як бачимо з рiвнянь (7.15), (7.16), члени lv i lu записанi за схемою
трапецiї (за часом). Така форма запису рiвнянь руху дозволяє перетворити
рiвняння до вигляду, зручного для визначення величини u i v в наступний
момент часу s+1.

Запишемо похiднi i осередненi за часом u i v вiдповiдно до формул
(7.13):   
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Цi рiвняння можна переписати таким чином
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Розв'язуючи цю систему двох рiвнянь вiдносно невiдомих us+1, vs+1,
одержимо: 
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де iндекси s+1, s-1, s є ознакою належностi змiнних до вiдповiдних момен-
тів часу.

По вертикалi модель має 10 обчислювальних рiвнів, які вiдповiдають
iзобаричним поверхням 1000, 850, 700, 500, 400, 300, 250, 200, 150 i 100
гПа. Внаслiдок нерiвномiрностi розташування рiвнів по вертикалi при роз-
рахунку похiдних, а також осереднених величин за тиском i сум по
iндексах k, k', вводяться поправки, якi враховують цю нерiвномiрнiсть.

На рис.7.3 представленi фрагменти шахових сiток, де вказано, в яких
вузлах розраховуються тi чи iншi функцiї в рiзнi моменти часу. Так, якщо
безрозмiрнiй координатi s вiдповiдає парне значення (s=0,2,4...), то функцiї
u, v, Т, Ф, q визначаються на сiтцi кружкiв; в момент часу s = 1,3,5... - на
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сiтцi хрестикiв. Оскiльки аналог вертикальної швидкостi визначається з рів-
няння нерозривності шляхом iнтегрування по p функцiї Ds = ∂и/∂х + ∂v/∂у,
величина τ розраховується при парних s у вузлах-хрестиках, а при
непарних � у вузлах-кружках (рис.7.3).

Для розрахунку додаткiв τ⋅∂и/∂р i τ⋅∂v/∂р величини u i v необхiдно
мати в тих же вузлах, що i τ. Тому до u i v застосовують операцiю осеред-
нення по навколишнiх вузлах, використовуючи першу з формул (7.14).

При чисельному розв'язаннi прогностичної задачі iнтеграли, що вхо-
дять в рiвняння системи (7.15)-(7.20), з врахуванням вертикальної структу-
ри моделi замiнюються сумами. Так, наприклад, з рiвняння (7.17) дістанемо

kkkk pDm ∆−τ=τ −
2

1 ,                                     (7.22)
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На верхньому обчислювальному рiвнi k=1 задається додаткова умо-
ва: Dk = Dk-1, тобто Dk=1 = Dk=0. З врахуванням крайової умови τk=0 = 0 оста-
точно одержимо:

∑
=′

′′−=τ
k

k
kkkk Dd

1
, ,

де dk,k' - коефiцiєнти, якi залежать вiд товщини шарiв ∆рk на iнтервалi вiд

s u, v, T, Ф,q

τ

s+1 τ

u, v, T, Ф,q

Рисунок 7.3 � Розміщення прогностичних величин у вузлах шахової сітки у
парні моменти часу s і непарні s+1.
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k = 0 до k′.
Алгоритм моделi побудований таким чином, що в кожнiй точцi спо-

чатку обчислюються похiднi, середнi i суми на всiх рiвнях k, а потiм, ба-
зуючись на них, розраховуються додатки прогностичних рiвнянь. Такий
алгоритм визначається структурою дiагностичних рiвнянь (нерозривності i
статики) i забезпечує економiчнiсть розрахункiв.

Iнтегрування за часом всiх прогностичних рiвнянь проводиться за
допомогою центральних рiзниць з кроком за часом ∆t = 12 хв. На першому
кроці за часом використовуються спрямованi вперед рiзницi.

Послiдовнiсть розрахункiв прогнозу в адiабатичному наближеннi на
кожному кроці за часом зводиться до такого:

- за значеннями us, vs у вузлах однiєї з сiток на всiх рiвнях за форму-
лою (7.22) обчислюються значення τs у вузлах другої сiтки на тих самих
рiвнях;

- за значеннями us, vs, τs, Фs обчислюються функцiї Fu i Fv у
спiввiдношеннях (7.15), (7.16), а потiм за формулами (7.21) розраховують-
ся величини us+1, vs+1 у вузлах другої сiтки;

- за допомогою рiвнянь (7.19), (7.20) за значеннями us, vs і τs знахо-
дяться значення T s+1 i q s+1, а на основi межової умови (7.10) i рiвняння ста-
тики (7.18) - Ф s+1 у вузлах другої сiтки точок.

На цьому розрахунки в межах одного кроку за часом закiнчуються.
При переходi до наступного часового кроку розрахунки ведуться за такою
ж схемою, але з початковими даними, здобутими на попередньому кроці в
вузлах другої сiтки (рис.7.3).

В неадiабатичному варiантi моделi враховується турбулентний теп-
ло- i вологообмiн, радiацiйнi припливи тепла i обумовленi конденсацiєю
змiни температури i вологостi. Як вихiдна використовується система (7.7),
в якiй враховуються члени, що описують припливи тепла, вологи та
iмпульсу. Цi припливи розраховуються на основi методiв параметризацiї.

Оперативнi прогнози за допомогою розглянутої моделi розрахову-
ються двiчi на добу за даними спостережень в 0 i 12 год. СГЧ. При цьому
за результатами спостережень в 0 год. СГЧ розраховуються прогнози на
24, 48 i 72 год., а за вихiдними даними за 12 год. - на 36, 60 i 84 год.

7.3 Модель Національного метеорологічного центру США

В пiвсферному варiантi моделi вихiдною є система повних рiвнянь у
квазістатичному наближеннi в σ-системi координат. Рiвняння руху запи-
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суються у виглядi
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В рiвняннях (7.23), (7.24) θ � потенцiальна температура
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де æ = ср/сv; П � нова змiнна, так звана функцiя Екснера 
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Fx, Fy - складовi сили в�язкості; dtdσ=σ& ; іншi позначення загальноприй-
нятi.

Покажемо, як у рiвняннях (7.23) i (7.24) визначаються члени вигляду

x
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Перетворимо, наприклад, член 
x
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ρ
1 . Для цього прологарифмуємо

рiвняння для функцiї Екснера 
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Отримане рiвняння продиференцiюємо по х
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з рiвняння статики р = ρRT, тодi з урахуванням цього
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З формули для потенцiальної температури знайдемо Т
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або з урахуванням (7.26)

T = θΠ.

Пiдставимо останню рiвнiсть в (7.27), одержимо
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Можна показати, що pcR =
−1æ
æ ; тодi останнє рiвняння набере ви-

гляду 
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Аналогiчно - 
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Рiвняння статики з урахуванням функцiї Екснера буде мати вигляд 
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Рiвняння припливу тепла, нерозривності i припливу водяної пари за-
писуються таким чином:

Tcy
v

x
u

t p

θ
ρ

ε
=

∂σ
∂θ

σ+
∂
∂θ

+
∂
∂θ

+
∂
∂θ & ,                            (7.30)



142

0=







∂σ
∂

σ
∂σ
∂

+







∂σ
∂

∂
∂

+







∂σ
∂

∂
∂

+







∂σ
∂

∂
∂ ppv

y
pu

x
p

t
& ,              (7.31)

Πε
ρ

=
∂σ
∂

σ+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ 1q

y
qv

x
qu

t
q & ,                             (7.32)

де q - масова частка водяної пари.
Система (7.23), (7.24), (7.29)-(7.32) i рiвняння (7.26) мають 8 невідо-

мих функцiй u, v, &σ , p, Π, Ф, θ, q. Восьме замикальне рiвняння системи
представляє собою спiввiдношення, за допомогою якого задається верти-
кальна координата у виглядi розривної функцiї.

У одному з варiантiв моделi атмосфера по вертикалi роздiлена на чо-
тири шари: граничний, тропосфера, стратосфера i iзентропічний шар. Для
кожного з цих шарiв задається власна вертикальна координата
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де рh, рl - тиск на верхнiй i нижнiй межах основного шару.
На площинi стереографiчної картографiчної проекцiї указана систе-
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В (7.34) m - параметр збiльшення або масштабний множник.
Зауважимо, що при виведеннi двох останнiх рiвнянь системи вико-

ристанi такi межовi умови

σ&  = 0   при  σ = 0 i σ = 1.

Вертикальна структура атмосфери у процесi вдосконалення моделi
задавалась рiзними способами. Вище відзначалось, що в одному з перших
варiантiв моделi атмосфера поділялась на чотири основних шари, усереди-
ні яких вводились доповняльнi шари, а координати σ задавались для кож-
ного основного шару у вiдповiдностi з формулою (7.33). У наступних
варiантах моделi НМЦ число рiвнів зростало i на цей час доведено до 16.
При цьому використовується єдина координата σ. Вертикальна структура
такої моделi схематично представлена на рис.7.4.

В площині ХОУ використовується квадратна сiтка на картi полярної
стереографiчної проекцiї з головним масштабом на широтi 60°. Рiзнi
варiанти скiнченнорiзницевої моделi призначенi для прогнозiв по пiвкулi
або по окремих регiонах. Залежно від цього обирається крок сітки. У пер-
шому пiвкульовому варiантi моделi крок брався рiвним 381 км. Поступово

земна поверхня

Рисунок 7.4 - Вертикальна структура прогностичної моделі атмосфери.
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крок було зменшено до 190.5 км. У варiантi моделi, призначеному для
бiльш детального прогнозу по північноамериканському регiону, число
вузлiв складає 5293 (79×67). Для порiвняння укажемо, що при кроці 381 км
розрахункова область мiстить у собi 3026 вузлiв (57×53). Схема просторо-
вої сітки iз зазначенням розташування величин, якi розраховуються, зо-
бражена на рис.7.5.

На бічних межах задаються умови
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де n - зовнiшня нормаль до межi.
Вiдповiдно до умов (7.35) повiтря рухається уздовж обох бокiв межi з од-
наковою швидкiстю, але через саму межу не проникає.

Для скiнченнорiзницевої апроксимацiї рiвнянь системи (7.34) вико-
ристовуються оператори диференцiювання та осереднення вигляду:   
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Рисунок 7.5 - Розміщення прогностичних величин у вузлах просторової сітки.
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У (7.36) r - будь-яка координата, а n - вiдповiдна їй безрозмiрна ко-
ордината; ∆r - крок сiтки за змiнними x, y, σ, t. Оператори дифе-
ренцiювання та згладжування можуть бути застосованi неодноразово.

Використовуючи цi оператори та їх комбiнацiї, скiнченнорiзницевi
аналоги диференцiйних рiвнянь (7.23), (7.24), (7.29)-(7.32) можна записати
таким чином:

0=




 Πθ+Φ+++





 −−σ+

σ
σσσσσ

σ
σσ

xy

y
x

xy

p

y
x

x
y

xyy
x

xyxy
x

xyxyxyt
t cuvuuFvuu l& , (7.40)

0=




 Πθ+Φ+++





 −+σ+

σ
σσσσσ

σ
σσ

xy

x
y

xy

p

x
y

x
y

xyy
x

xyxy
y

xyxyxyt
t cvvvuFuvv l& , (7.41)

0=Πθ+Φ σ

σ

σ pc ,                                        (7.42)

0=




 ++σ+++

σσ

σσσσ

σ

σ

σ

σ

xy
x

y
y

x
xyxyx

y

xyy

x

xyt

t vupppvpup & ,           (7.43)

0=
ε

−σθ+θ+θ+θ σ
σ

σσσσσ

p

xyxyx
y

xyy
x

xyt
t

c
vu & ,                     (7.44)

0=
ρ
ε

−σ+++ Π
σ

σ

σσσσσ
xy

xyx

y

xyy

x

xyt

t qqvquq & .                    (7.45)

Для прикладу розглянемо конвективний член рiвняння (7.40) для то-
чки з координатами i, j, k та для моменту часу s.
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тут для осереднення по x та y використана перша з формул (7.14), а для
диференцiювання по σ - однобiчна рiзниця.

Похiдна за часом ∂и/∂t апроксимується на всiх кроках за часом, окрiм
першого, таким чином:
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на першому кроці застосовується однобiчна рiзниця
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де iндекс �1� належить до моменту часу t0 + δt, а iндекс �0� - до початково-
го моменту часу t0, де t0 - строк спостережень, а  δt - крок за часом.

Аналогiчнi спiввiдношення застосовуються і для iнших змiнних та
рiвнянь системи (7.40)-(7.45).

Для прогнозу опадiв, зумовлених великомасштабними процесами,
одержується рiвняння для прогнозу вологовмісту W у шарi δσk(σk, σk+1);
виведення цього рiвняння потребує використання рiвнянь нерозривностi та
припливу водяної пари
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Вологовміст W може бути перерахованим у кiлькiсть випавшої води

через її густину. Введемо величину ∫
σ

σ
ΗΗ σ=

2

1

1 dpq
g

W s . Тодi кiлькiсть опадiв,

якi випадуть у шарi при W > Wн, визначається рiзницею  δW = W - Wн.
Нехай qн - масова частка насиченої водяної пари - вiдома функцiя

температури i тиску (формула Магнуса). Тепло, яке виділилось при кон-
денсацiї, також як i витрачене при випаруваннi, враховується у рiвняннi
припливу тепла; це тепло обумовлює змiну температури повiтря
вiдповiдного шару. Волога, яка сконденсувалась, випадає у виглядi опадiв,
при цьому опади з вищерозташованих шарiв можуть випаруватися у ниж-
черозташованих шарах, якщо в останнiх вiдсутнi умови конденсацiї.

Для найбiльш простого варiанта моделi НМЦ, в якій атмосфера по
вертикалi представляється у виглядi чотирьох шарiв, алгоритм прогнозу
кроками за часом включає такi процедури.

1. Iнтерполяцiя   початкових  даних  з  карт  абсолютної  топографiї
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(р = const) на поверхнi σ = const. Початковi поля задаються для метеоро-
логiчних величин u, v, θ, ∂р/∂σ. Спочатку розраховуються значення
∂р/∂σ = (рh � рl)/(σh � σl) для кожного шару i на кожному рiвнi.

2. Розраховується вертикальна швидкiсть σ&  у σ-координатах.
Для граничного шару ∂р/∂σ = const, тому у рiвняннi нерозривностi

∂р/∂σ можна винести за знак похiдних i скоротити. Тодi має бути одержане
спiввiдношення
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Якщо його проiнтегрувати по вертикальнiй координатi σ вiд σ = 1 до
σ = 0 з використанням умови σ&  = 0 при σ = 1, то дістанемо σ&  на верхнiй
межі граничного шару атмосфери
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На останнiх рiвнях ∂р/∂σ ≠ const. Внаслiдок диференцiювання
рiвняння нерозривностi по σ одержимо рiвняння у виглядi
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Пiсля iнтегрування цього рiвняння по σ визначається σ&  на промiжних
рiвнях у тропосферi.

3. Розраховується функцiя рt,σ, а потiм (∂р/∂σ)t+δt. За вiдомим значен-
ням (∂р/∂σ)t+δt однократним iнтегруванням по σ за граничної умови р0 = 0
(iнтегрування виконується зверху вниз) визначається р на лiчильних рiвнях
σ у майбутнiй момент часу t+δt.

4. За значеннями рt+δt,σ розраховується Π за формулою (7.26), а потiм
∂Π/∂σ у момент часу t+δt.

5. З рiвняння (7.29) вiдшукується ∂Ф/∂σ з використанням θ і знайде-
них значень ∂Π/∂σ; функцiя Ф розраховується шляхом iнтегрування
рiвняння статики

∫ σ
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Треба вiдзначити, що дуже складною є проблема визначення взаємно
погоджених початкових полiв. Вихiднi данi представляють собою резуль-
тати чисельного аналiзу геопотенціалу Ф і температури T на десяти голов-
них iзобаричних поверхнях. При цьому поля T є допомiжними, тому що
використовуються вони для розрахунку вертикальних градієнтів T з метою
iнтерполяцiї на модельнi рiвнi. Поле температури в моделi описується
вiдносним геопотенцiалом. Пiсля скiнчення розрахунку прогнозу викону-
ється обернена iнтерполяцiя на стандартнi поверхнi i результати
iнтерполяцiї видаються споживачу.

У прогностичнiй моделi НМЦ процеси пiдсiткового масштабу врахо-
вуються методами параметризацiї достатньо детально. Нагадаємо, що ме-
тоди параметризацiї дозволяють знайти зв'язок мiж шуканими параметра-
ми моделi i деякими величинами, вiдбиваючими сумарний ефект процесiв
пiдсiткового масштабу. Цей ефект i ураховується в прогностичних моде-
лях. Наприклад, урахування конвективних процесiв в моделi здiйснюється
шляхом параметризацiї конвективного перемiшування з використанням
методу сухо- i вологоадіабатичного пристосування, а радiацiйний обмiн
ураховується за допомогою розрахунку короткохвильового (сонячного) на-
грiвання i довгохвильового охолодження атмосфери i земної поверхнi.

Основнi принципи параметризацiї конвекцiї методом конвективного
пристосування зводяться до такої схеми. Якщо в деяких шарах атмосфери
виникла статична нестiйкiсть, то конвекцiя мусить приводити до перероз-
подiлу по вертикалi тепла i вологи таким чином, щоб внаслiдок конвектив-
них рухiв у цих i сумiжних шарах стан атмосфери перетворився на стiйкий.
Якщо в цих шарах має мiсце стан насичення, то при вологоадіабатичному
процесi видiляється тепло конденсацiї i утворюються опади.

Параметризацiя променистого теплообмiну в моделi у загальних ри-
сах може бути представлена таким чином.

Весь спектр короткохвильової радiацiї розподiляється на два діапа-
зони, довгохвильової - на три. Розрахунок потокiв радiацiї у кожному з цих
діапазонів виконується для рiвнів моделi з урахуванням розподiлу таких
характеристик атмосфери:

- вiдношення сумiшi водяної пари;
- масової частки насиченої водяної пари;
- вмiсту вуглекислого газу, озону, аерозолю;
- температури повiтря;
- хмарностi у шарах моделi атмосфери;
- альбедо i випромiнювальної здатностi пiдстильної поверхнi;
- зенітного кута Сонця у фiксований момент доби при iнтегруваннi
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рiвнянь за часом;
- сонячної сталої.
При розрахунках потокiв використовуються наперед затабульованi

функцiї пропускання для кожного iз зазначених діапазонів спектра ви-
промiнювання як для безхмарної атмосфери, так i для конкретного роз-
подiлу хмарних шарiв. 

Схема параметризацiї при iнтегруваннi рiвнянь моделi за часом ре-
алiзується не на кожному кроці, а через кожнi 3-4 години; цього досить для
урахування i розрахунку добового ходу метеорологiчних величин.

Температура поверхнi морiв та океанiв задається з початкових даних
i залишається незмiнною на протязi усього часу прогнозу. При розрахунку
власного випромiнювання атмосфери i пiдстильної поверхнi ураховується
його залежнiсть вiд температури i вологостi повiтря, а також вiд кiлькостi
хмар. Для верхнiх шарiв моделi вважається, що вологiсть завжди дорiвнює
нулю, а охолодження складає приблизно �1.7⋅10-5 К⋅с-1. Аналогiчно, якщо у
всiх шарах моделi вiдносна вологiсть не перевищує 60%, поверхня землi
покрита снiгом або льодом i, нарештi, висота сонця над горизонтом менше
10°, задається стале охолодження граничного шару в моделi �4.4⋅10-5 К⋅с-1.

Турбулентнi члени у рiвняннях руху розраховуються за формулами

uVc
p

gF Fx ⋅
∆

ρ
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де ρ1 - стандартна густина повiтря на рiвнi моря,
∆р1 = 50 гПа,
сF - коефiцiєнт тертя, який пiдбирається емпiрично.

Турбулентнi потоки тепла (Hs) i вологостi (Qs) вiд земної поверхнi
обчислюються за спiввiдношеннями
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де ∆Т = Тs - Тh; iндекс s вiдноситься до земної поверхнi, а iндекс h - до
лiчильного рiвня у граничному шарi моделi. Для поверхнi океанiв величи-
ни Тs i qs = qН(Тs) вiдомi iз початкових даних, а для поверхнi сушi їх треба
знайти iз рiвнянь теплового та гiдрологiчного балансу земної поверхнi.

Рiзнi варiанти скiнченнорiзницевих моделей призначенi для про-
гнозiв по пiвкулi i регiону, який має масштаб континенту, або вiдносно не-
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великого району (в останньому випадку модель буде мезометеорологiч-
ною). При розрахунках по регіональних моделях бічнi межові умови зада-
ються за результатами прогнозу по пiвкульовій моделi.

Прогноз повного комплексу метеорологiчних величин (тобто про-
гноз погоди) створюється за результатами прогнозiв по моделi НМЦ ста-
тистичними методами.

Оперативнi прогнози розраховуються два рази на добу.

7.4 Модель метеорологiчної служби Великобританiї

За теперiшнього часу в оперативнiй практицi використовується 11-
рiвнева модель. Рівняння моделі за горизонтальними координатами запи-
суються у сферичних координатах.

Горизонтальна сiтка складається з вузлiв на колах широти з кроком
2°, при цьому кiлькiсть вузлiв зменшується в напрямку полюса. Викорис-
товується σ-система координат. Значення рiвнiв σ = const i меж шарiв
представленi у таблицi 7.1.

Таблиця 7.1 - Значення рівнів і меж шарів

Номер рівня
k

Межа шару

2
1−

σ
k 2

1+
σ

k
Значення координати
відповідного рівня σk

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11

0,000
0,060
0,125
0,195
0,270
0,370
0,510
0,650
0,790
0,900
0,975

0,060
0,125
0,195
0,270
0,370
0,510
0,650
0,790
0,900
0,975
1,000

0,02207
0,08856
0,15741
0,23047
0,31738
0,43626
0,57717
0,71772
0,84320
0,93701
0,98744

Основнi рiвняння представленi у моментнiй i дивергентнiй формi i
мають такий вигляд:



151

Рiвняння руху
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Рiвняння статики
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+
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Рівняння нерозривності
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Рiвняння припливу тепла
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Рiвняння перенесення водяної пари
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Тут  a � радiус Землi,
θ, λ � широта і довгота,
р � тиск,

*p  � тиск на пiдстильній поверхнi,
σ = р / *p  � вертикальна координата,
σ&  = dσ/dt
ω = dp/dt,
u, v � зональна i меридіональна компоненти швидкостi вiтру,
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U = *p u,
V = *p v,
q � вiдношення суміші водяної пари,
f � параметр Корiолiса,
τλ, τθ � турбулентнi потоки зональної i меридіональної кiлькос-
тi руху,
H, M � турбулентнi потоки тепла i вологостi,

RQ&  � швидкiсть нагрiвання одиницi маси за рахунок радiацiї,

ic PPP &&& +=  � швидкiсть конденсацiї в одиницi маси при кон-

векцiї ( cP& ) і великомасштабних процесах ( iP& ),
æ = R/ср,
Du, Dv, DT, Dq � швидкiсть дисипацiї U, V, *p T, *p q внаслiдок
турбулентного перемiшування пiдсiткових масштабiв.

Скiнченнорiзницева апроксимацiя рiвнянь здiйснюється за допомо-
гою рiзницевих операторiв згладжування i чисельного диференціювання,
якi мають вигляд:
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Скiнченнорiзницевий аналог системи (7.46)-(7.51) записується таким
чином:
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Інтегрування за часом виконується з кроком 7.5 хвилини. Викорис-
товується схема центральних рiзниць. Межові умови по вертикалi мають
вигляд: при σ = 0 і σ = 1 σ&  = 0.

При iнтегруваннi по всiй земній кулi горизонтальнi межовi умови не
потрібні. Припускається вiдсутнiсть адвективних потокiв через екватор.

Щоб уникнути чисельної нестiйкостi, пiсля кожного кроку за часом
використовуються часовi фiльтри.

Розглянемо, як розраховуються у цiй моделi великомасштабнi опади
i прихована теплота пароутворення. На початковiй стадiї припускається,
що адвекцiя температури здiйснюється при сухоадіабатичному процесi, а
адвекцiя вiдношення сумiшi здiйснюється як консервативний процес. Як-
що спостерiгається стан насичення, то вводяться вiдповiднi поправки. Так,
якщо пiсля чергового кроку за часом у даному вузлi моделi вiдшуканi зна-
чення T i q i якщо q перевищує значення qs, яке вiдповiдає стану насичення
при температурi T, то температура збiльшиться на величину ∆T, де
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де q′s � насичувальне вiдношення суміші при T + ∆T.
Приблизно можна записати
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де RП � газова стала для водяної пари.
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Швидкiсть конденсацiї водяної пари в одиницi маси 
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Якщо помножити цей вираз на L/cp, то дістанемо вираз для швидкос-
тi змiнювання прихованої теплоти пароутворення. Для визначення насичу-
вального значення вiдношення сумiшi використовується формула

p
Lq s

s 6220.= ,                                           (7.64)

де Ls � пружність насичення.
Припускається, що конденсацiя починається при значеннi вiдносної

вологостi 100%, i сконденсована волога негайно випадає у виглядi опадiв
без випарування у шарах, нижчих від рiвня конденсацiї.

Опади формуються у виглядi дощу або снiгу в залежностi вiд того,
бiльше чи менше нуля градусiв Цельсія температура повiтря. Вигляд
опадiв, що досягають земної поверхнi, залежить тiльки вiд температури
нижнього рiвня моделi.

Для розрахунку турбулентних потокiв тепла, вологи та кiлькостi ру-
ху у приземному шарi використовується вираз вигляду

FХ = - cХ V11 ∆x,                                         (7.65)

де V11 � швидкiсть вiтру на рiвні σ11 � нижньому рiвнi моделi,
∆x = х11 - х*,
х* � висота пiдстильної поверхнi,
z11 � висота рiвня σ11,
cХ = cХ(z11, z0, Ri) � коефiцiєнт перенесення,
z0 � параметр шорсткості,
Ri � число Річардсона.

Якщо вертикальний турбулентний перенос водяної пари i тепла ма-
лий в порiвняннi з конвективним переносом, то використовується вираз,
що описує вiльну конвекцiю. 
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с � емпірична стала, яка дорiвнює 0.84,
∆θ � градiєнт потенцiальної температури, який розраховується за
значеннями θ11 i θ*.

Розрахунок градiєнта питомої вологостi складнiший, тому що q* �
вiдношення сумiшi біля поверхнi землi не є змiнною величиною, яка
вiдшукується в моделi. Градiєнт ∆q залежить вiд вмiсту вологи у ґрунті µ і
вiд q* насичувального (q*11 = qs(Т*)) i визначається формулою

∆q = α(q11 - q*Н),                                         (7.68)

де α = α(µ) і α = 1 для водяної поверхнi.
На пiдстильній поверхнi використовуються такi рiвняння:

0=Η++Μ+Η++
∂

∂
Μ jf SLLR

t
Tc ***

* ,                      (7.69)

УSEP
t r −+−=

∂
∂µ

Μ ,                                     (7.70)

Μ−−=
∂

∂ SEP
t

S
ls

N ,                                      (7.71)

де *T  � температура пiдстильної поверхнi,
c � теплоємнiсть ґрунту,
µ � вологовміст ґрунту,
SN � товщина снiгового покриву,

*R , *Η , *ΜL  � пiдсумковi потоки радiацiї, тепла i вологи біля зе-
мної поверхнi,
SM � швидкiсть танення снiгу,
Ls � прихована теплота танення,
Hj � потiк тепла вiд поверхнi океану, покритої льодом,
Pr, Ps � опади у виглядi дощу i снiгу,
E, El � швидкостi випарування i сублiмацiї,
У � стiк.
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7.5 Модель служби погоди Німеччини

Пiвсферна 9-рiвнева модель призначена для короткострокового про-
гнозу у високих i середнiх широтах. Модель включає i прогноз вологостi.
Інтегрування виконується двiчi на добу на строк 96 годин і двiчi на тиж-
день на строк до 144 годин. Прогноз на 96 годин потребує машинного часу
дещо бiльше двох годин. Область iнтегрування являє собою симетричний
восьмикутник на картi полярної стереографічної проекцiї, який покриває
бiльшу частину пiвнiчної пiвкулi. Крок сiтки на сферi на широтi 60°
дорiвнює 254 км; сiтка мiстить 5137 вузлiв.

Межові умови по горизонталi мають вигляд (�тверда� стiнка при
вiдсутностi сил в'язкостi) 

00 =
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂θ
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∂
Φ∂

=
∂
∂

=
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q

n
p

nnn
vv t

n ; ,                        (7.72)

де n i t означають нормальну i тангенцiальну складову.
У моделi використовується так звана сiтка Еліасена, розхитана за часом i за
просторовими координатами. Вертикальною координатою є тиск р. Ком-
поненти швидкостi u, v, потенцiальна температура θ, геопотенцiал Ф і ма-
сова частка водяної пари q визначаються на дев'яти рiвнях моделi, а верти-
кальна швидкiсть ω - для середини шарiв. Для трьох верхнiх рiвнів во-
логiсть не визначається. За нижню межу моделi береться iзобарична по-
верхня 1000 гПа. Пiдстильна поверхня розглядається як водяна із заданою
температурою або як дуже спрощена модель ґрунту, яка складається з тон-
кого верхнього шару (температура i вологовмiст заданi) і бiльш товстого
нижнього шару (також з фіксованими температурою і вологовмiстом). Бе-
реться до уваги наявнiсть снiгу або льоду на поверхнi.

Верхнi межовi умови мають вигляд

ω = 0 при р = 0,                                         (7.73)
(ωq) = 0 при p = 250 гПа.                                 (7.74)

На нижнiй межі для членiв, що характеризують вертикальний пере-
нос, використовуються такi спiввiдношення:

V1000 = V950,
θ1000 = θ950,                                              (7.75)
q1000 = q950.
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Використовується явна схема iнтегрування (схема центральних
рiзниць) з кроком за часом 3.5 хвилини.

Основнi рiвняння системи у скiнченнорiзницевому наближеннi запи-
суються таким чином.

Рiвняння руху в адвективнiй формi
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 (7.77)

Тут прийнято

mm
vV

m
uU ω

=Ω== ,, ,                                  (7.78)

Fх, Fу � члени, якi враховують тертя; m � масштабний множник для карти
стереографiчної проекцiї. 
Оператори осереднення i чисельного диференцiювання мають вигляд
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Члени, що описують вертикальний перенос, забезпечують узгод-
женiсть мiж адвективною та моментною формою диференцiальних
рiвнянь. Цi члени записуються у виглядi
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В рiвняннях (7.76) i (7.77) через L4(ψ) позначено лiнiйний оператор
Лапласа четвертого порядку. Введення цього оператора пояснюється необ-
хiднiстю виключення нелiнiйної нестiйкостi при iнтегруваннi за часом.
Звичайна скiнченнорiзницева форма оператора Лапласа у цьому випадку
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не дозволяє виключити небажані ефекти.

Рiвняння нерозривностi
0=Ω++ pyx VU .                                        (7.81)

Рiвняння припливу тепла
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де Q&  - джерело тепла. 

Рiвняння переносу водяної пари
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де W&  - джерело вологи.

Рiвняння статики
111 +++ θβ+θα+Φ=Φ vkkvkkkk .                               (7.84)

Передбачається, що вiртуальна температура Тv мiж двома рiвнями
моделi k i k+1 є лiнiйною функцiєю pk.

В рiвняннi (7.84)

( )qv 60401 .+θ=θ ,                                       (7.85)
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
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
=Π +1 , n = 0.286; R - газова стала.

На нижнiй межi моделi ставиться така кiнематична умова

sss ZVm ∇=ω 2 ,                                           (7.88)

яка дозволяє грубо врахувати орографiю Zs(x,y). Ця умова перетворюється
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до вигляду 

sZVm ∇=ω 1000
2

1000 .                                       (7.89)

Вертикальна турбулентна дифузiя у моделi зараз не розглядається.
Багато уваги в моделi придiляється процесам у граничному шарi, па-

раметризацiї конвекцiї, хмарностi, радiацiї, процесам у ґрунті.
Граничний шар розподiляється на два � шар Прандтля i шар Екмана.
Потоки кiлькостi руху, тепла, вологи у шарi Прандтля визначаються

такими виразами    

( ) ( ) ,, 0  де =−ρ−= αα ssDnm VVVVcF
( ) ( )sDpnT VccF θ−θρ−= αα ,                                 (7.90)

( ) ( )snDnq qqVcLF −ρ−= α .

Коефiцiєнт опору cD рiзний для океану i поверхнi суши.
Для потокiв кiлькостi руху, тепла i вологи, що надходять у шар Ек-

мана знизу, використовуються вирази  

( )
z
vkF vEm ∂

∂
ρ−= ,

( )
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kcF vpET ∂
∂θ

ρ−= ,                                       (7.91)

( )
z
qkLF vEq ∂

∂
ρ−= .

де 
z
vkv ∂

∂
= 2l , l - довжина шляху змiшування.

7.6  Прогностична модель атмосфери Європейського центру
       середньострокових прогнозів погоди (ЄЦСПП)

Метеорологiчнi служби i науковi заклади крупних захiдноєвропейсь-
ких країн (Великобританiї, Францiї, Німеччини та ін.) за допомогою урядiв
цих країн органiзували науково-оперативний центр для розв'язання однiєї з
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найбiльш складних проблем сучасної метеорологiї - прогнозу погоди на
середнi (3-10 дiб) строки.

На протязi бiльше 20 рокiв науковi спiвробітники центру, розташо-
ваного у Великобританiї, розробляли модель для прогнозу усiх основних
метеорологiчних величин по всiй земнiй кулi або її частині на строки 3-10
дiб. У такiй моделi необхiдно враховувати усi дiючі фiзичнi фактори, у то-
му числi неадіабатичні процеси і процеси у граничному шарi. При цьому
прогностична модель забезпечує розрахунок прогнозу на багатьох рiвнях
(якi розташовані не тiльки у тропосферi, але i у стратосферi) на досить
густiй сiтцi точок.

Для пiвсферної моделi була обрана сферична система по горизон-
тальних координатах і σ-система - по вертикалi.

Вертикальна структура моделi атмосфери зображена в таблицi 7.2, а
чарунки сiтки при аналiзi та прогнозi - на рис.7.6.

Таблиця 7.2 - Розподiл метеорологiчних величин по вертикалi у про-
гностичнiй моделi атмосфери ЄЦСПП на етапах аналiзу та прогнозу.

Аналіз (u, v, q, Ф) Прогноз (u, v, q, Т)
k p, гПа k σ

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15

10
20
30
50
70

100
150
200
250
300
400
500
700
850

1000

1
2
3
4
5
6
7
8
9

10
11
12
13
14
15

15 1
2

0,025 (σ1)
0,077
0,132
0,193
0,260
0,334
0,415
0,500
0,589
0,678
0,765
0,845
0,914
0,967
0,996  (σ15)
1,000 (σs=1)
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Прогностична модель ЄЦСПП включає чотиривимiрне засвоєння да-
них через кожний 6-годинний перiод.

Час вiдтинання вихiдних даних дорiвнює 7 год. 15 хвил. Відповідно
до процедури аналiзу прогноз по моделi ЄЦСПП на 6 годин уперед вико-
ристовується як перше наближення, так що черговий сеанс прогнозу на се-
реднi строки має базуватися на достатньо повних початкових даних, здо-
бутих в результаті попереднiх сеансiв засвоєння.

Інтерполяцiя даних про швидкiсть вiтру, про геопотенцiал та во-
логiсть у вузлах сiтки здiйснюється за методом багатоелементного триви-
мірного чисельного аналiзу для рiвнів, зазначених у таблицi 7.2.

Окрiм аналiзу зазначених у таблицi величин, здiйснюється чисель-
ний аналiз температури поверхнi океанiв.

Для засвоєння даних використовуються такi види iнформацiї: синоп-
тична, повiдомлення з буїв, аерологiчна, повiдомлення з лiтакiв, супутни-
ковi температурнi та вiтровi вимiрювання.

Рiвняння моделi записуються у виглядi:
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                   (7.92)

В (7.92) Аu, Аv, АT, Аq - адвективнi (з урахуванням вертикального пе-
реносу) члени у рiвняннях для u, v, t, q; Аps -  права частина передостанньо-
го рiвняння системи (7.92 ); Bu, Bv, BT, Bq - вiдповiднi неадіабатичні члени
та члени, якi враховують турбулентну в'язкiсть.

Рисунок 7.6 - Розташування величин у чарунці горизонтальної сітки при
аналізі (а) і при прогнозі (б).
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Інтегрування рiвнянь за часом здiйснюється методом центральних
рiзниць. Запишемо будь-яке прогностичне рiвняння для u, v, t або q таким
чином:

ff BA
t
f

+=
∂
∂ ,                                           (7.93)

де f - будь-яка функцiя.
Чисельний розв'язок цього рiвняння має вигляд

( ) ( )
111 22

−−+ ∆+∆+=
sfsfss BtAtff .                           (7.94)

Для забезпечення стiйкостi розв'язання у виразi (7.94) неадіабатичні
члени беруться на кроці s-1. З тiєю ж метою частина цих членiв, які опи-
сують вертикальну турбулентнiсть, обчислюється за допомогою неявної
схеми.

У формулi (7.94) f  зображає величину f, модифiковану за допомо-
гою часового фiльтра:

( )sssss fffff +−α+= −−−− 1211 2 ,

де α = 0.05.
Для фiльтрацiї з чисельного розв'язку у помiрних областях дрiбномас-

штабних збурень, якi виникають внаслiдок збiжностi меридіанів i швидко-
го зменшення кроку сiтки уздовж широти з наближенням до полюсiв, ви-
користовується просторовий фiльтр. Вiн забезпечує виключення коротко-
хвильової частини спектра у прогностичних полях метеорологiчних вели-
чин шляхом розкладання у ряд Фур�є за широтою, зрiзання членiв ряду та
їх згортки.

У моделi достатньо повно враховуються неадіабатичні процеси.
Параметризацiя фiзичних процесiв.
В моделi враховується вертикальна турбулентнiсть і горизонтальна

турбулентна дифузiя, суха i волога конвекцiя, радiацiя i хмарнiсть, велико-
масштабна конденсацiя, процеси тепло- i вологообмiну на земній поверхнi
(у тому числi тепловий i водний баланси на поверхнi сушi) i в атмосферi.

Параметризацiя турбулентних потокiв у приземному шарi побудова-
на на теорiї подiбностi Монiна-Обухова, вiдповiдно до якої профiлi темпе-
ратури i швидкостi вiтру залежать лише вiд параметра β = g/θ, висоти z і
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масштабiв змiни швидкостi u* і температури θ*. Приземнi потоки iмпульсу
τ і тепла H пов'язанi з u* і θ* спiввiдношеннями

*
**

uc
u

pρ
Η

−=θ
ρ
τ

= ; .

З величин u*, θ* і β можна скласти безрозмiрний параметр
ζ = zθ*/(u*)2, так що вертикальнi профiлi вiтру i температури мають бути
представленi як функцiї тiльки ζ. Для визначення цих функцiй застосову-
ються емпiричнi данi. У результатi одержуються такi розрахунковi формули:

( )

( ) ,

,
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


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


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


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
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z
hfuu

hh

h

                              (7.95)

де z0 - параметр шорсткості; h - висота приземного шару, яка дорiвнює ви-
сотi найнижчого рiвня моделi, Ri - число Рiчардсона:

( )
2

0

h

h

u
h θ−θ

β=Ri ;

iндекси h i 0 означають величини, якi вiдносяться до рiвнiв h і z0. Функцiї
f1, f2 при нейтральнiй стратифiкацiї мають вигляд f1 =1 - 10Ri, f2 = 1 - 15Ri;
а для умов стiйкої та нестiйкої стратифiкацiї описуються бiльш складними
виразами.

Визначення потоку вологи q* здійснюється аналогічно визначенню
потоку тепла за спiввiдношенням

( ) 







−= Ri,**

0
20 z

hfqququ hh .                           (7.96)

Турбулентнi потоки у граничному шарi обчислюються за допомогою
коефiцiєнтiв турбулентностi, якi залежать вiд масштабу турбулентностi
(або шляху змiшання). Вiдповiдно до теорiї коефiцiєнт турбулентностi k
залежить вiд вертикальних градiєнтiв вiтру та температури:
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


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



∂
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Vfk ,
~

r

l2 ,                                       (7.97)

де l
~

 - довжина шляху змiшання Прандтля; f - задана функцiя (f1 або f2);
l
~

= æz/(1 + æz/λ); λ = 160 м; æ = 0.4.
Турбулентнi потоки iмпульсу τ, тепла H i вологи Q виражаються у

такому виглядi:

.,,
z
qkQ

z
k

z
Vk

∂
∂

ρ−=
∂
∂θ

ρ−=Η
∂
∂

ρ=τ

r

                        (7.98)

Вигляд функцiї f у формулi для k рiзний для стiйкої i нестiйкої стра-
тифiкацiї, а l

~
 залежить тiльки вiд висоти z і пiдбирається шляхом чисель-

них експериментiв з параметром λ.
Горизонтальна турбулентна в'язкiсть забезпечує згладжування полiв

метеорологiчних величин i виключення обчислювальних шумiв iз чисель-
ного розв'язку. Вiдповiднi члени у рiвняннях (7.92), якi описують горизон-
тальну в'язкiсть, виражаються у формi α∆f, де α - константа, ∆ - оператор
Лапласа на площинi, f - будь-яка змiнна u, v, θ або q.

Суха та волога конвекцiя враховується шляхом розрахунку потокiв
тепла, вологи та iмпульсу. Волога конвекцiя параметризується за схемою, в
якій вона враховується всюди, де має мiсце конвергенцiя вологи (не тiльки
у приземних шарах атмосфери).

Великомасштабна конденсацiя вологи враховується через такi спів-
відношення:

( ) ( )TqTTqqq
c
LT

p

−∆+=∆∆=∆ Η, ,                         (7.99)

де T і q - прогностичнi значення температури i масової частки водяної пари
без урахування конденсацiї, qН - масова частка насиченої водяної пари.

Кiлькiсть вологи ∆q, яка сконденсувалась, розраховується за форму-
лою

( )
( )

2

2

1
TRc
TqL

Tqq
c
Lq

p

p

Π

Η

Η

+

−
=∆ ,                                   (7.100)
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де L - прихована теплота конденсацiї (сублiмацiї), RП - газова стала водяної
пари.

Кiлькiсть опадiв визначається таким чином:

( )∫
σ

σ′∆−∆=
0

1 dpq
g

W sl .                                 (7.101)

Тут ∆l - випарювання опадiв, яке визначається за допомогою формули

( )[ ]( ) 1
11

c
bqTqk σ−=∆ Ηl ,

де k1, b1 і c1 - константи.  
Радiацiйнi припливи тепла параметризуються шляхом розрахунку

потокiв короткохвильової i довгохвильової радiацiї. Радiацiйнi процеси па-
раметризуються у моделi з видiленням тих ефектiв, що найбiльш сильно
впливають на прогноз погоди на малi строки. Хмарно-аерозольнi ефекти
вважаються бiльш значними в порiвняннi з поглинанням радiацiї газами. З
метою врахування добового ходу радiацiйнi потоки розраховуються у мо-
делi кожнi три або чотири години.

Потоки короткохвильової (сонячної) радiацiї обчислюються для двох
спектральних iнтервалiв, а потоки довгохвильової (земної) радiацiї - для
трьох iнтервалiв. У кожному з iнтервалiв спектра видiляються додатковi
підiнтервали, у яких здiйснюється розрахунок потокiв з використанням
вiдповiдної функцiї пропускання.

При розрахунку радiацiйних потокiв у моделi ЄЦСПП потрiбнi не
тiльки астрономiчнi параметри, але необхiдна iнформацiя щодо розподiлу
температури, вологостi, кiлькостi хмар, аерозолю, озону, вуглекислого газу
i альбедо земної поверхнi. Температура i вологiсть безпосередньо прогно-
зуються у моделi, а решта перелiчених параметрів задається за кліматич-
ними даними.

Відзначимо, що скiнченнорiзницева апроксимацiя диференцiальних
рiвнянь у розглянутої моделi близька до тiєї, яка використовується у мо-
делi НМЦ США. Кроки сiтки у сферичнiй системi координат дорiвнюють
∆ϕ = ∆λ = 1.875°. Розташування обчислюваних величин у чарунках сiтки
зображено на рис.7.6.

У скiнченнорiзницевому варiантi модель реалiзується для прогнозу на
короткi строки (до 3 дiб) на обмеженiй територiї, а в деяких випадках - по
пiвкулi. На бiльш довгi строки прогностична задача розв�язується спектра-
льними методами, які в цьому навчальному посібнику не розглядаються.
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ДОДАТОК  А
ЗАПИТАННЯ ДЛЯ САМОКОНТРОЛЮ

Розділ 1:
1. Поясніть фізичне значення складових рівняння вихору швидкості вітру. 

2. Чим відрізняється нефільтроване рівняння вихору швидкості від
фільтрованого?

3. Якій величині пропорційний геострофiчний вихор швидкості вітру?
4. Що означають терміни �геострофiчне� та �адіабатичне� наближення?
5. Наведіть випадки синоптичних ситуацій, для яких АΩ < 0.
6. Перелічіть основні властивості функції впливу для динамічного та тер-
мічного факторів в розв�язку Булєєва-Марчука?

7. Який вигляд має точний розв�язок прогностичного рівняння для баро-
тропної моделі?

Розділ 2:
1. Чим відрізняється апроксимація частинних похідних центральними та
спрямованими різницями? Яка з них точніша?

2. Як залежить похибка скінченнорізницевої апроксимації від довжини
хвилі і кроку сітки?

3. В чому сенс ітераційних методів розв�язання прогностичних рівнянь?
4. Чим відрізняються методи Річардсона і Лібмана?
5. Що визначає критерій КФЛ?

6. Запишіть у скінченнорізницевому вигляді другі похідні 2

2

x
f

∂
∂ , 2

2

y
f

∂
∂ , а

також ∆f.

Розділ 3:
1. Як оцiнити точнiсть скінченнорiзницевої апроксимацiї похiдних? На-
ведiть приклади.

2. Що представляє собою скінченнорiзницева схема диференцiального
рiвняння?

3. Дайте визначення точностi чисельного розв�язку.
4. Як визначити точнiсть апроксимацiї диференцiального рiвняння скін-
ченнорiзницевим аналогом?

5. Яка скiнченнорiзницева схема називається узгодженою?
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6. Яку постановку задачi можна назвати коректною?
7. Що розумiється пiд збiжнiстю чисельного розв�язку?

Розділ 4:
1. Яку розмірність має адвекція відносного вихору АΩ?
2. Чи можна розрахувати геострофічну адвекцію температури тільки за
даними Н?

3. Який порядок мають адвекції вихору і температури?
4. Що означають терміни �динамічний фактор�, �термічний фактор�?
5. Який знак має лапласіан тиску в циклоні, улоговині, антициклоні та
гребені?

6. Які дані необхідні для розрахунку геострофiчної адвекції вихору швид-
кості вітру?

Розділ 5:
1. Чим відрізняються явні, неявні і півнеявні скінченнорізницеві схеми
похідних за часом?

2. Наведіть приклади дворівневих та трирівневих схем першого і другого
порядку точності по ∆t.

3. В чому є сенс методу кроків за часом?
4. Поясніть схему Лакса-Вендрофа.
5. Поясніть роботу циклу Мацуно.
6. Запишіть рівняння горизонтального руху у півнеявному вигляді.
7. Що розуміється під терміном �часовий шар� або �часовий рівень�?

Розділ 6:
1. Дайте визначення стійкості скінченнорізницевих схем.
2. Поясніть суть методу Неймана.
3. Наведіть приклади стійких і нестійких скінченнорізницевих схем.
4. Доведіть, що явна схема Ейлера є нестійкою на прикладі рівняння ад-
векції.

5. Що таке нелінійна обчислювальна нестійкість і що є її причиною?
6. Яким чином можна позбутися нелінійної обчислювальної нестійкості?

Розділ 7:
1. Що таке розхитані сітки і яка мета їх використання при апроксимації
похідних?

2. Наведіть послідовність розрахунків на кожному кроці за часом в адіа-
батичному наближенні моделі Російського Гідрометцентру.
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3. Яка система координат використовується в моделі НМЦ США?
4. Як розраховуються турбулентні члени в рівняннях моделі НМЦ США?
5. Наведіть різницеві оператори згладження і диференціювання, які вико-
ристовуються для апроксимації рівнянь в моделі метеорологічної слу-
жби Великобританії.

6. Як враховується великомасштабна конденсація вологи в моделі
ЄЦСПП?
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ДОДАТОК  Б
ПРАКТИЧНІ ЗАВДАННЯ

Завдання 1.
Побудувати чисельний розв�язок рівняння адвекції з використанням

схеми (3.40) для точки з координатами: ∆x = 500 м, ∆t = 40 с. Точний
розв�язок рiвняння адвекцiї має вигляд: x � ct = х0, де х0 = 100 м. Вважаємо
с = 10 м с-1. Оцiнити збiжнiсть чисельного розв�язку, якщо ∆x = 100м,
∆t = 10 c.

Завдання 2.
Для рівнянь руху

uFlv
t
u

=−
∂
∂ ,

vFlu
t
v

=+
∂
∂

а) розписати скінченнорізницеві аналоги за допомогою схем: Ейлера,
центральних різниць і Адамса-Бешфорта; вказати точність подавання ча-
сових та просторових похідних;

б) знайти us+1, v s+1, використовуючи схему трапецій.
Враховувати як відомі задані функції Fu і Fv.

Завдання 3.
Для рівняння вихору

( ) ( )
0=

∂
+Ω∂

+
∂

+Ω∂
x

l
u

t
l pp    ( u  = const > 0)

отримати розв�язок за схемою Лакса-Вендрофа та схемою зі спрямованими
різницями �проти потоку�.

Доказати переваги схеми �проти потоку�.

Завдання 4.
Дати зразок явної та неявної схем для лінійного одновимірного рів-

няння адвекції відносного вихору
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0=
∂
Ω∂

+
∂
Ω∂

y
c

t
,

де c = const.
Вивести умову стійкості розв�язків скінченнорізницевих рівнянь для

різних співвідношень кроків за часом і горизонтальної координати для ви-
падків однобічних і центральних різниць за часом.

Для цього подати функцію Ω у вигляді

( )tsynji
js eA δσ−δ⋅=Ω ,

де
y
yj

δ
= , 

t
ts
δ

=  - безрозмірні координати,

п - проекція хвильового вектора на вісь у,
σ = пс - циклічна частота.

Завдання 5.
Розглянемо розв�язання баротропного рівняння вихору (2.8), яке в

скінченнорізницевому вигляді можна записати таким чином:

( ) ( )ijjijijijiji Aqqqqq
d Ω+−−+ =−+++ ,,,,, 41

11112

або
ijjijijijiji Fqqqqq =−+++ +−−+ ,,,,, 41111 ,                         (Б.1)

де

t
Hq
∂

∂
≡ ,    ( ) jiji AdF ,, Ω≡ 2

Із рівняння (Б.1)

( )jijijijijijiji Fqqqqqq ,,,,,,, −−+++= +−−+ 4
2
1

1111 .                 (Б.2)

Для спрощення задачі будемо вважати, що права частина Fi,j відома.
Нагадаємо, що її можна обчислити з відомого поля геопотенціалу у вузлах
сіткової області. Також припустимо, що на межах області розрахунку тен-
денція 

M
q  геопотенціалу � відома функція.
Сформулюємо задачу.
1. Використовуючи метод Річардсона (тобто ітераційний метод) роз-
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рахувати у внутрішніх вузлах сітки (i, j = 2, 3, 4, 5) тенденцію геопотенціа-
лу qi,j за значеннями її на межах (табл.Б.1) і величинами правої частини рі-
вняння (Б.1) відповідно до табл.Б.3. Розрахунки виконати на трьох ітераці-
ях (наближеннях). На нульовому наближенні вважати, що qi,j дорівнює ну-
лю, тоді на першому наближенні:

( )
jiji Fq ,, 4

11 −= .                                             (Б.3)

На кожному наближенні значення ( )ν
jiq , , де ν = 1,2,3, порівняти з точними

величинами qi,j, які надані в табл.Б.2.
2. Обчислити поле тенденції q методом Лібмана, використовуючи ті

ж самі значення Fi,j та qi,j. Оцінити швидкість збіжності, порівнюючи ре-
зультати двох методів.

Вказівки до виконання.

Для того, щоб одержати значення qi,j на першому наближенні необ-
хідно скористуватися даними табл.Б.3. Відповідно до формули (Б.3)
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Для розрахунку qi,j на другій ітерації використовуються межові умо-
ви (табл.Б.1) і значення ( )1

jiq ,  (i, j = 2, 3, 4, 5).

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
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Аналогічно, розрахунок на третій ітерації виконується за відомими
значеннями ( )2

jiq ,  у внутрішніх вузлах та 
M

q .

Таблиця Б.1 � Значення тенденцій геопотенціалу 
M

q , гп.дам год-1, на
межах обчислювальної області.

ij 1 2 3 4 5 6
1 -0.220 -0.225 -0.302 -0.210 -0.012 -0.014
2 -0.304 -0.017
3 -0.203 -0.092
4 -0.142 0.133
5 -0.031 0.422
6 -0.401 -0.051 -0.012 -0.020 -0.290 0.402

Таблиця Б.2 � Точні значення тенденцій геопотенціалу q, гп.дам год-1.
ij 1 2 3 4 5 6

1
2 -0.282 -0.369 -0.270 -0.017
3 -0.271 -0.426 -0.392 -0.128
4 -0.182 -0.270 -0.269 0.047
5 -0.049 -0.030 -0.025 0.188
6

Таблиця Б.3 � Значення правої частини прогностичного рівняння F,
гп.дам год-1.

ij 1 2 3 4 5 6
1
2 -0.036 0.201 0.099 -0.355
3 -0.001 0.409 0.485 0.061
4 0.002 0.183 0.444 -0.275
5 -0.094 -0.233 -0.022 -0.596
6
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Завдання 6.
Розрахувати майбутнi значення метеорологiчних величин на одному

часовому кроці в однiй точцi-хрестику (див. рис.7.3).
Розрахунки виконати вiдповiдно до алгоритму, розробленому в мо-

делi Росiйського Гiдрометцентру. 
При розв�язанні задачі прийняти d = 300 км; δt = 10 хвилин; ϕi,j = 60°.

Вказiвки до виконання.

Запишемо рiвняння руху у виглядi
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або в скiнченнорiзницевій формi 
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З рiвнянь (Б.5) знайдемо   
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         (Б.6)

Будемо виконувати розрахунки в однiй точцi другої сiтки за даними
у вузлах першої (кружки). Вiзьмемо область розрахункiв розмiром 3×3 i
2×2 вузлiв (рис.7.3).

Отже, у вузлах другої сiтки (хрестики) необхiдно знайти майбутнi
значення метеорологiчних величин (на одному часовому кроці, тобто треба
здобути us+1, vs+1, Фs+1, Ts+1). Для розв'язання рiвнянь вiдносно us+1 i vs+1 тре-
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ба знайти функцiї Fus i Fvs. Випишемо для них вирази:
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Запишемо рiвняння для Fu i Fv в бiльш компактнiй формi:
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З врахуванням картографiчної проекцiї, тобто масштабного множни-
ка �m�, рiвняння набудуть вигляду:   
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      (Б.7)

З виписаних рiвнянь (Б.7) i рис.7.3 видно, що початковi умови треба
задати у виглядi полiв для u, v, T i Ф у вузлах-кружках. Для розрахунку Fus

i Fvs необхiдно обчислити τ - iзобаричну вертикальну швидкiсть. Ця вели-
чина може бути розрахована у вузлах другої сiтки за значеннями us i vs.

Таким чином, для розрахунку майбутнiх значень метеорологiчних
величин необхiдно виконати такi операцiї:

1. За значеннями us i vs на основних iзобаричних поверхнях у вузлах
сiтки (хрестики) знаходимо значення τs з рiвняння нерозривностi:
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Пiсля iнтегрування рiвняння (Б.8) маємо

∫
′

′ −τ=τ
p

p
spp dpD .
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Інтегрування виконується зверху вниз, оскiльки на верхнiй межi ат-
мосфери можна поставити бiльш коректну крайову умову вiдносно τp.

З використанням безрозмiрних координат можна записати

k

k

kk pDm δ−τ=τ −
2

1 ,

де ( )150 −+= kk
k

DDD . ,

k
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y

y
xk vuD 


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
 += ,

1−−=δ kkk ppp ,
k = 1,2,..., п (п - кiлькiсть прогностичних рiвнів).

Верхні межові умови задаються на рівні k = 0.
Значення Dk-1 невiдомо, тому на верхньому обчислювальному рiвнi

ставиться додаткова умова:

Dk=0 = Dk=1.

З врахуванням того, що при p = 0 τk=0 = 0, одержимо

∑
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′′−=τ

k

k
kkkk Dd

1
, ,                                          (Б.9)

де dk k'- коефiцiєнти, що залежать вiд товщини шарiв δрk на iнтервалi
вiд k = 0 до k'.

Вiдповiдно до рiвняння (Б.9) формули для розрахунку τ на основних
ізобаричних поверхнях набудуть вигляду:
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                      (Б.10)

З врахуванням просторових безрозмiрних координат та координати
за часом рiвняння (Б.10) набирають вигляду:
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Розмiрнiсть [τ] = гПа с-1; mj = 1.8659/(1 + sinϕj).
В рiвняннях (Б.11) дивергенція на деякій поверхнi розраховується за

формулою
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2. За значеннями us i vs i здобутими значеннями аналога вертикальної
швидкостi τs обчислюються функцiї Fu i Fv вiдповiдно до формул (Б.7). Для
цього зручно обчислити у точцi i, j окремо похiднi, середнi i суми на усiх
рiвнях k, а потiм за цими значеннями розрахувати додатки прогностичних
рiвнянь. Вирази для середніх и і и2 мають вигляд:
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Формули для розрахунку похiдних по x, y з осередненням виписанi

вище. Член вигляду 
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Можливо, є сенс розрахувати 
xy
pu  на всiх рiвнях, а потiм знаходити

добутки. В останньому виразi δp = pk+1 - pk-1 (центральнi рiзницi) або
δp = pk+1 � pk - для методу однобiчних рiзниць.

3. За допомогою рiвняння припливу тепла за значеннями us, vs, τs i Ts

визначаємо майбутнє значення Ts+1.       
4. Ґрунтуючись на рiвняннi статики i нижнiй межовій умовi, розра-

ховуються майбутнi значення Фs+1 у вузлах другої сiтки точок. Для апрок-
симацiї похiдних за часом використовується явна схема центральних
рiзниць (на першому кроці застосовується однобічна рiзниця).

Запишемо рівняння статики відносно похідної ∂Φ/∂р:
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Проінтегруємо (Б.12) по вертикальній координаті від ізобаричної поверхні
р0 = 1000 гПа до рівня з тиском Р.
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Оскільки функція Т/р не задана аналітично, інтеграл береться чисельно
(наприклад, методом трапецій). У такому разі
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Розпишемо формули для розрахунку значень геопотенціалу у майбут-
ній момент часу для основних ізобаричних поверхонь (850, 500 і 300 гПа).

Геопотенціал ізобаричної поверхні 1000 гПа визначається з рівняння
для нижньої межової умови
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У скінченнорізницевому вигляді рівняння (Б.14) запишеться таким чином
















 Φ−Φ
+







 Φ−Φ
=

δ
Φ−Φ −+−++

d
v

d
um

t
sjisjixysjisjixy

j
sjisji

22
010101012010 ,,,,,,,,,,,,,,,,,, ,

звідки

( ) ( )



 Φ−Φ+Φ−Φ

δ
+Φ=Φ −+−++ sjisji

xy

sjisji

xyj
sjisji vu

d
tm

,,,,,,,,,,,,,,,,,, 01010101

2

010 2
. (Б.15)

В рівнянні (Б.15) d - крок сітки, а Фi,j,0,s+1 - геопотенціал ізобаричної
поверхні р0 = 1000 гПа у вузлі з координатами i, j в майбутній момент часу.

Якщо тепер підставити Фi,j,0,s+1 у формулу (Б.13), можна одержати
майбутнє значення Ф для інших ізобаричних поверхонь.

Запишемо розрахункові формули по аналогії з (Б.10) у вигляді:
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Значення геопотенціалу і температури у формулах (Б.16) належать
до розрахункового вузла (у нашому випадку - до точки i,j).

Таким чином, внаслідок реалізації розписаного алгоритму одержимо
майбутні значення us+1, vs+1, Ts+1, Фs+1 у точці-хрестику на основних ізоба-
ричних поверхнях.
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