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РЕНОРМ-ГРУППОВОЙ ПОДХОД К ИССЛЕДОВАНИЮ 
СПЕКТРА ТУРБУЛЕНТНОСТИ В АТМОСФЕРЕ 

 
В работе впервые ренорм-групповой анализ в общей формулировке приме-

нен к анализу спектра турбулентности в атмосфере и решению задач приклад 
ной экологии. 
 

Постановка задачи. Методы ренормализационной группы (РГ), 
развитые первоначально в квантовой теории поля [1], находят при-
менение и для описания развитой турбулентности [1, 2]. Как извест-
но, РГ-подход является способом описания многомодовых систем с 
большим диапазоном характерных масштабов и сильным межмодовым 
взаимодействием. В соответствии с известной гипотезой Кузьмина и 
Паташинского, искомые системы проявляют тенденцию к локали-
зации взаимодействия в пространстве волновых чисел (взаимодей-
ствуют моды приблизительно одинаковых масштабов) и каскадному 
механизму взаимодействия мод с существенно различающимися масш-
табами. При этом пространственно-временные свойства мод разных 
масштабов функционально подобны, т. е. различаются набором число-
вых параметров (функциональная автомодельность [2]). Именно к 
таким системам следует отнести развитую турбулентность. Искомая 
задача имеет принципиальное значение для анализа динамики распро-
странения загрязняющих веществ и вредных примесей в атмосфере, 
целого ряда задач гидрологии и экологии. 

Первые попытки применения РГ-подхода для вычисления показа-
телей степенного поведения (индексов скейлинга) статистических мо-
ментов турбулентных пульсаций поля скорости основывались на изве-
стной кадановской процедуре частичного итерационного усреднения и 
полевой формулировке метода РГ [4]. Использование таких формули-
ровок дает возможность определить только индексы скейлинга в ин-
фракрасном пределе k → 0, но не амплитудные коэффициенты. 

В настоящей работе мы применим РГ-анализ к изучению спектра 
турбулентности в атмосфере и покажем наличие эффекта перенорми-
ровки и соответствующего скейлинга. Этот принципиальный резуль-
тат открывает и обосновывает перспективы возможных приложений 
к задачам анализа динамики турбулентной атмосферы в промышлен-
ном городе и изучения пространственно-временной структуры полей 
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загрязнения самоафинных, фрактальных и стохастических моделей 
[6–8]. 

Исходные уравнения и процедура перенормировки. Рассмотрим 
модель атмосферы, описываемой системой стандартных атмосферных 
уравнений Навье–Стокса при наличии внешней силы. Предполагаем, 
что последняя представляет случайный процесс типа гауссова «бе-
лого шума». Ключевые характеристики гидродинамического поля – 
давление р и составляющие, вектора скорости vi в точке 1 = (r1, t1) 
будем рассматривать в пространстве d измерений как компоненты 
(d + 1)-мерного вектора согласно классическому определению [4, 5]: 
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В формализме «удвоения полей» (см., напр., [1, 4, 5]) рассматри-
ваемая система задается действием: 
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Линейная часть оператора Навье–Стокса L(12), корреляционная 
функция внешних случайных сил D(12) и коэффициент V(123) 
определяются стандартными соотношениями: 
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где 0 – коэффициент молекулярной вязкости; 0 – формальный па-
раметр разложения, который в конечном результате следует поло-
жить равным единице. Ключевые объекты рассмотрения – усред-
ненный линейный отклик поля скорости на внешнее воздействие, 
функция Грина Gij(12) = ii(1) j̂ (2) и корреляционная функция 

Сij(12) = 1(1)2(2). 
Классической теории возмущений соответствует представление ха-

рактеристического функционала системы 
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в виде разложения по степеням 0S1. Разбиение действия на невозму-
щенную часть и возмущение следует выполнять с учетом конечной 
перенормировки амплитуд полей и физических параметров с добавле-
нием в S1 компенсирующих контрчленов [1]. Независимость результа-
та от выбора констант перенормировки соответствует фундаменталь-
ному требованию инвариантности по отношению к перенормировкам 
ряда теории возмущений. 

Согласно стандартной процедуре (см. напр., [1, 2, 4, 5]), в системе 
(1), описывающей динамику возмущенной атмосферы, перенормиров-
ку амплитуды поля ̂  и коэффициента вязкости легко свести к заме-

нам вида: 
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и добавлению к S1 контрчленов вида 
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Удобно выбрать параметры перенормировки таким образом, чтобы 
в перенормированной теории полная функция Грина 
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в точке нормировки  = 0, k2 = 2 совпадала со свободной функцией 
Грина. Такой подход известен в квантовой теории многочастичных 
систем и, в частности, использовался при формулировке нового мето-
да расчета потенциалов ионизации и спектральных параметров много-
частичных квантовых систем (см., напр., [9–12]. Фактически требу-
ется выполнение условий: 
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Ренорм-групповой анализ и выводы. Как обычно [4, 5], функцию 
D(k) можно представить в виде: 

D(k) = D0(k
2)−d/2 + 2 − . 

При  = 2 размерность параметра D0 совпадает с размерностью 
скорости диссипации энергии в теории Колмогорова. При  = 0 имеет 
место логарифмическая расходимость оператора собственной энергии. 
В этой ситуации фактический параметр разложения в ряд теории воз-
мущений пропорционален  и процедура -разложения в теории тур-
булентности сводится к аналитическому продолжению по  от лога-
рифмической теории (= 0) к колмогоровской ( = 2). И тот, и другой 
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случаи являются, на самом деле, модельными. Истинно реальной си-
туации (скажем, флуктуациям ключевых характеристик гидродинами-
ческого поля в реальной атмосфере или в стандартных гидро- и гидро-
экологических системах), как показывает анализ, будут соответство-
вать значения =real в интервале [2, 1; 2, 5] (для различных систем 
соответствующие значения даны в [6–8]). Следует также иметь вви-
ду, что в реальной возмущенной атмосфере процессы переноса им-
пульса осуществляются как молекулярным, так и турбулентным вих-
ревым движением (тривиальная ограниченность известной модели фа-
кела). Эффективную вязкость ~  легко определить соотношением: 

ijij kkiG  ]),(~[)(k, 221 .                            (6) 

Естественно в силу инвариантности по отношению к перенорми-
ровкам ренормированные функции Грина (для 2 различных точек нор-
мировки  и 1) связаны соотношением типа [4, 5]: 
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На самом деле, далее нас интересует статическая эффективная 
вязкость: 
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которая описывает, скажем, в теории Эдвардса временную зависи-
мость функции отклика и корреляций скорости. Условие нормировки 
(5), условие изменения нормировки при переходе от одной точки нор-
мировки к другой: 
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и соображения размерности приводят в нашем случае к стандартному 
результату: нормированная на 1 величина Z является функцией толь-
ко безразмерного параметра h=2D-3(2)- , отношения 1

2/2 и удов-
летворяет групповому правилу композиции [4, 5]: 
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и или топологический заряд векторного солитона [1]) удовлетворяет 
уравнению: 
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Для интересующего нас класса задач проблема сводится к опреде-
лению оператора собственной энергии в низшем приближении ренор-
мированной теории возмущений. Стандартное определение дает: 
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Как обычно, первый член по определению дается выражением: 

(q))q,(k)(q,
2)2(

q
(k))(k, 2

jnmnnmmdimn
R
ij VCG

dd
V  





 . (11) 

Второй и третий члены учитывают тривиально вклад контрчленов 
(4). Для вычисления  можно воспользоваться соотношением (см., 
напр., [1, 4, 5, 11]: ij(k

2, ) = (d − 1)−1Pij(k)ij + ij(k, ), а связь 
константы перенормировки с оператором  имеет стандартный вид 
[1]: z−1 = 1+ i(2, )/=0. С учетом этого для эффективной 
вязкости в низшем порядке вычисления  по теории возмущений лег-
ко получить известное выражение [4, 5] с тем принципиальным от-
личием, что в дальнейшем вместо идеального  = 2 мы будем брать 
реальное значение real; при этом крайне существенна корректная ре-
ализация аналитического продолжения  от  = 0 к  =real [6–8]: 
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sd = 2d/2/(d/2) – площадь поверхности d-мерной сферы единично 
го радиуса, (х)=d ln Г(х)/dх. РГ-функция: (h) = h(− + 3Adh) × 
× (1 + Bdh). Неявное решение (9): 



















Cx
hA

hB

h

hA
ddd ABB

d

dd

)3/(

~
3/

~
/1

~

~
3/

.                 (13) 

Проведенный нами анализ, на наш взгляд, имеет принципиальное 
значение. Он фундаментально обосновывает и открывает перспективы 
анализа, прогноза эволюции атмосферной циркуляции, в том числе 
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определения пространственно-временной структуры полей концентра-
ции загрязняющих веществ в атмосфере, с использованием фундамен-
тальных соотношений скейлинга, самоафинных, мультифрактальных 
моделей в конкретной численной реализации. 

Важно также подчеркнуть, что такой принципиально новый подход 
к решению задач моделирования количественных параметров, динами-
ки циркуляции воздуха, скажем, в пределах промышленного города и 
ее изменений под влиянием факторов антропогенной деятельности 
легко стыкуется с формализмом функций памяти и эволюционных 
уравнений (типа Фоккера–Планка, уравнений вида [7] и т. д.). Дей-
ствительно, для пропагатора динамической характеристики А атмо-
сферной системы 

C(t) = A(t) A(0) = A(0) A(−t) = A(0)e−iLt A(0)            (14) 

можно записать динамическое уравнение в z-представлении (см., 
напр., [7]) 
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с обычным дисперсионным соотношением в знаменателе: D(z) = 
= Σ(z) + iΩ, где Σ(z) определяется выражением типа (10). Стандарт-
ное преобразование Лапласа, примененное к уравнению движения 
для С(t), дает: 
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Поиск конкретных адекватных выражений для функции памяти Г 
и других величин применительно к конкретным задачам прикладной 
экологии, мезометеорологии и, в частности к задачам моделирования 
структуры полей концентраций загрязняющих веществ воздушного 
бассейна промышленного города, их пространственно-временной эво-
люции, естественно требует выполнения стандартных процедур ка-
либровки и фиттинга. Как показывает предварительный анализ дина-
мики загрязнения воздушного бассейна города Одессы и т. д., изло-
женный метод открывает принципиально новую возможность адекват-
ного и эффективного решения искомых задач. 
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