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ВСТУП 

 

Інтенсивний антропогенний вплив на довкілля потребує розробки 

заходів зі збереження природних систем, запобігання їх руйнуванню. 

Теоретичною базою таких розробок є моделювання і прогнозування 

спричинених людською життєдіяльністю процесів у природі. Конспект 

лекцій математичних методів моделювання гідроекологічних систем 

конкретизує розуміння усього, що відбувається і може відбутися у водних 

системах через наслідки людського втручання, допомагає знаходити 

оптимальні технічні, технологічні, організаційні природоохоронні 

рішення. 

Моделювання являє собою дослідження реально існуючих 

природних об’єктів, явищ та процесів, які мають відношення до проблем 

гідроекології; це спосіб описання об’єктів, явищ та процесів, які 

передбачають найбільше наближення до реальної дійсності з урахуванням 

всіх привхідних обставин. 

Можна виділити ще один своєрідний аспект: за словом «модель» 

може стояти одне-єдине рівняння, і найскладніша система, детальний опис 

алгоритму якої міг би зайняти цілу книжку. Останній варіант називається 

«модельована система». 

Необхідний розподіл і усвідомлення істотного вмісту моделей двох 

принципово різних класів – детермінованих (фізичних, генетичних) та 

стохастичних (які містять у собі випадкові елементи та їх ймовірнісні 

характеристики). Визначення «детермінована» у поєднанні зі словом 

«модель» слід розуміти як опис явищ природи з точки зору об’єктивної 

закономірності їх існування та динаміки. Протиставити в цьому контексті 

«детермінізм» можна «стохастиці», яка пов’язана з випадковістю та 

ймовірністю. 

Детерміновані моделі узагальнюють, упорядковують та 

«спресовують» всю істотну інформацію, якою володіє сучасна теоретична 

та експериментальна гідроекологія. 

Стохастичні моделі базуються на теорії ймовірності та математичної 

статистики, випадкових подій. Важлива і в деякому сенсі фундаментальна 

властивість стохастичних моделей – можливість їх застосування для опису 

тим чи іншим чином організованих числових масивів. Задача математичної 

статистики полягає у тому, щоб на основі вибіркових даних визначити 

ймовірнісні закономірності генеральної сукупності в цілому.  

Поєднання детерміністичного та стохастичного підходів 

використано у моделі «клімат-стік», де рівняння водогосподарських 

балансів представляються  у стохастичному вигляді: враховується 

ймовірність тих складових, які є випадковими.    
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Окремо виділено моделі «чорного ящика». Ярким прикладом цього 

моделювання є нейромережеве моделювання. Штучна нейронна мережа – 

математична модель, а також її програмне або апаратне втілення, 

побудована за принципом організації і функціонування біологічних 

нейронних мереж - мереж нервових клітин живого організму. Це поняття 

виникло при вивченні процесів, що протікають в мозку, і при спробі 

змоделювати ці процеси. Вони є системою сполучених і взаємодіючих між 

собою простих процесорів (штучних нейронів). Такі процесори зазвичай 

досить прості (особливо порівняно з процесорами, що використовуються в 

персональних комп'ютерах). Кожен процесор подібної мережі має справу 

тільки з сигналами, які він періодично отримує, і сигналами, які він 

періодично посилає іншим процесорам. І, проте, будучи сполученими в 

досить велику мережу з керованою взаємодією, такі окремо прості 

процесори разом здатні виконувати досить складні завдання. Нейронні 

мережі не програмуються в звичному значенні цього слова, вони 

навчаються. Можливість навчання - одно з головних переваг нейронних 

мереж перед традиційними алгоритмами. Технічно навчання полягає в 

знаходженні коефіцієнтів зв'язків між нейронами. В процесі навчання 

нейронна мережа здатна виявляти складні залежності між вхідними 

даними і вихідними, а також виконувати узагальнення. Це означає, що у 

разі успішного навчання мережа зможе повернути вірний результат на 

підставі даних, які були відсутні в навчальній вибірці, а також неповних 

і/або " зашумленных", частково спотворених даних. 

Конспект лекцій складається з чотирьох розділів. В першому розділі 

розглянуто класифікації математичних моделей, ціль їх побудови та 

основні завдання, які можуть бути вирішені за допомогою математичного 

моделювання. 

В другому розділі викладені теоретичні та практичні основи 

стохастичного моделювання водного середовища у природних та 

порушених водогосподарською діяльністю умовах. Представлені 

стохастичні моделі стоку у вигляді простого ланцюга Маркова. 

Третій розділ ознайомлює з нейромережевим моделюванням. Цей 

вид моделювання відноситься до моделей типу «чорного ящика». 

Нейромережеве моделювання слід застосовувати у тих випадках, коли 

невідомий точний вид зв’язків між входами та виходами, який 

встановлюється в процесі навчання мережі. Для застосування нейронних 

мереж потрібно сформувати навчальні вибірки: одні – для тестування, інші 

– для навчання. Апробація моделі виконується на вибірках, що не 

включалися в процес навчання мережі. 

В четвертому розділі розглянуто детерміністичні математичні 

моделі. Висвітлена загальна база моделей перенесення речовин, викладені 

методи моделювання потоків хімічних речовин в річках, описані моделі 

міських і сільськогосподарських стоків. 
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1 МЕТОДИ СИСТЕМНОГО АНАЛІЗУ. КЛАСИФІКАЦІЯ 

ГІДРОЕКОЛОГІЧНИХ МОДЕЛЕЙ 

 

1.1 Основні етапи системного аналізу 

 

Системний аналіз з використанням математичних моделей є однією 

з найбільш поширених концепцій в науково-технічних дослідженнях. Він 

має в своєму розпорядженні великий набір порівняно нових математичних 

методів. До них відноситься сіткове моделювання, аналіз функцій відгуку, 

стохастичне моделювання, дослідження стійкості, теорія графів, теорія 

ігор, математичне моделювання, імітаційне моделювання, лінійне 

програмування, теорія управління і т.д. Застосування системного аналізу 

до екології відомо під назвою  «системної екології». 

Основні етапи системного аналізу представлені на рис. 1.1, верхня 

частина якого відображає діяльність фахівця, який працює з тим або іншим 

класом систем. Дослідження реальної дійсності, що проводяться ним, 

завдяки індуктивній і дедуктивній абстракції приводять до ідеалізації 

системи, визначуваної як абстрактна або вербальна модель [9, 27]. 

Конкретна форма моделі звичайно обумовлена результатом об'єднання 

теоретичних концепцій з експериментальними (емпіричними) даними.  

Вербальна модель формалізується за допомогою математичних 

методів (нижня половина рис. 1.1), внаслідок чого отримано  

математичну модель. Формалізована теорія дозволяє виконати опис 

більшості явищ на основі лише невеликої кількості фундаментальних 

закономірностей. Моделі використовуються для заміни реальних процесів 

і систем, проте їх поведінка повинна бути порівняльною з поведінкою 

реальних об'єктів.     Звідси витікає, що будь-яка модель є компромісом 

між теорією і експериментом. Обчислювальний алгоритм моделі, що 

реалізовується на ПЕОМ, робить можливою імітацію явища за допомогою 

моделі. Одержані в результаті імітації дані використовуються для 

порівняння з результатами спостережень, а також з наявною інформацією 

про поведінку реальних систем. 

Відношення між основними змінними стану певної моделі звичайно 

не узгоджуються повністю зі змінними стану реальної системи. 

Порівняння моделі і об'єкта з метою оцінки похибки дає можливість 

поліпшити узгодження моделі з реальною екосистемою. Таке випробування 

дозволяє поліпшити вербальну і  математичну модель та розширити знання 

про реальну систему. Ця процедура може виконуватися багато разів.  

Після закінчення випробування математичної моделі її можна 

застосовувати для вивчення інших станів тієї ж системи і навіть інших 

систем. Такий підхід одержав назву прогнозування. Використання моделей 

з метою збільшення теоретичних і експериментальних знань називається 

аналізом моделі. 



 

 

 8 

 

                     Рис. 1.1 – Основні етапи системного аналізу. 

      

У основі системного аналізу лежить абстрагування, що дозволяє 

виявити головні властивості математичної моделі. Воно означає граничне 

спрощення реальності, що розглядається під певною точкою зору. Модель 

ніколи не ідентична реальності, а швидше є продуктом нашої власної уяви. 

 

 

1.2  Ціль  побудови математичних моделей 

 

Створення і практичне використання моделей є головними 

проблемами в теорії систем і системному аналізі стосовно проблем 

екології, де необхідно приділяти увагу наступному – модель повинна 

будуватися на основі гнучкої гіпотези, а не бути штучним створенням, яке 

ще необхідно перевіряти. Модель, заснована на гнучкій гіпотезі, сприяє 

поступальній ході пізнання, навіть якщо в певний момент часу не має 

відповідного математичного розв’язку. Нездатність моделі передбачити 

зміни в стані екосистеми на майбутнє може стати корисною, оскільки це 

дасть можливість виявити недоліки концептуальної схеми, що лягла в 

основу моделі.  

Якість моделей можна встановити за трьома їх властивостями 

(цілями): реалістичністю, точністю і  загальністю. Реалістичність – це 

ступінь, з якого вербальна модель відповідає екологічним уявленням, 
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закладеним в основу моделі. Точність – це здатність моделі кількісно 

передбачити зміни в стані екосистеми та імітувати дані. Загальність – це 

діапазон застосовності моделі в різних ситуаціях, де модель може 

працювати. 

 Задачі, поставлені перед екологічними моделями часто бувають 

дуже складними, мають комплексний, випадковий характер або ж 

неймовірну складність взаємодії між рослинами і живими організмами. В 

такому випадку екологічні моделі не можуть бути одночасно і 

реалістичними і загальними, тому ці два показники часто приносять в 

жертву точності. 

У практиці моделювання основних гідроекологічних процесів і явищ 

перед дослідниками поступають практичні завдання, особливо важливими 

є ті, що пов’язані з оцінюванням та прогнозуванням якості природних вод і 

стану водних екосистем. Для їх розв’язання використовують [мод. та пр]: 

– модель водного режиму річки, водосховища, озера або іншого водного 

об’єкта з урахуванням їх водності, водообміну та водоспоживання на 

окремих ділянках водоймища, величини підземного стоку, випаровування 

з поверхні водного дзеркала; 

– модель водно-сольового режиму, що враховує водність, водообмін і 

водоспоживання водного об’єкта, а також надходження солей зі стічними 

водами та підземними мінералізованими водами; 

– модель розповсюдження та накопичення різних токсичних і 

радіоактивних речовин за різними компонентами водної екосистеми з 

урахуванням процесів фізичної, хімічної та біологічної трансформації цих 

забруднювачів; 

– модель динаміки розчинених у воді кисню та органічних речовин, що 

легко окислюються мікроорганізмами; 

– модель динаміки біогенних елементів, яка враховує вплив азоту і 

фосфору на інтенсивність процесів первинної продукції органічної 

речовини та на процеси евтрофікації та гіперевтрофікації у водосховищах, 

озерах і лиманах в різні сезони року. 

Метою розроблення математичних моделей різних гідрофізичних, 

гідрохімічних та гідробіологічних процесів – побудови ефективних 

універсальних імітаційних математичних моделей, за допомогою яких у 

діалоговому режимі з комп’ютером можна здійснювати числові 

експерименти з метою вивчення, оцінювання та прогнозування різних 

можливих ситуацій  і умов функціонування водних екосистем та їх впливу 

на якість природних вод. За допомогою таких імітаційних експериментів 

(сценаріїв) можна не тільки аналізувати і прогнозувати стан і динаміку 

досліджуваних явищ, а також здійснювати екологічне та еколого-

економічне обґрунтування альтернативних варіантів управлінських 

рішень, таких як будівництво та експлуатація різних великих 

народногосподарських (ГЕС, ТЕС) комплексів. 
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1.3 Класифікація гідроекологічних моделей 

  

Всі математичні гідроекологічні моделі класифікуються за 

наступними ознаками: 

- мета моделювання (імітаційна, прогнозна, оптимізаційна); 

- наявна інформація (детерміновані, імовірнісні, експертні); 

- рівень складності (прості, складні, ієрархічно організовані); 

- об’єкти моделювання (гідроморфологічні, гідрологічні, 

гідравлічні, гідрохімічні, гідробіологічні, біосоціальні, гідроекологічні). 

Модель – умовний образ об’єкта досліджень, сконструйований таким 

чином, щоб відбити риси об’єкта, важливі для поставленої мети. Модель 

не може бути у всьому подібна до оригінала. 

Адекватність – ступінь відображення об’єкта, може розв’язуватися 

лише щодо певної мети. Таким чином, моделювання є вивченням об’єкта 

за допомогою його моделі-заступника, яка має властивості об’єкта, що 

вивчаються. 

Для того, щоб модель виконувала функцію заступника, необхідні 

певні відносини подібності, що цікавлять дослідника, між елементами 

оригіналу і моделі.  

Будь-яка модель завжди має певне призначення, або мету. З цієї 

точки зору зручно підрозділити всі моделі на чотири види [9, 26]: 

Імітаційні – що імітують конкретну властивість об’єкта. Окремий 

випадок (підвид) таких моделей – імітаційно-оціночні (моделі реакції 

системи при заданій зміні одного або обмеженого, неповного числа 

однотипних показників). Наприклад, математичний вираз змиву речовин 

від основних природних чинників – імітаційна математична модель, тільки 

від ухилу (або ухилу і довжини схилу – імітаційно-оціночна). 

Класифікаційні – це системи розподілу будь-чого окремо або по 

групах. Вони можуть розглядатися поза системними відношеннями, лише 

під кутом зору їх схожості або відмінності за заданою ознакою 

(класифікація змитих ґрунтів). 

Оптимізаційні, або нормативні – це моделі оптимального або 

нормативного стану системи. В них стан системи досліджується в 

допустимих (або заданих) межах зміни параметрів, елементів, зв’язків і т.п. 

Значення оптимізаційних моделей різко зростає у зв’язку з «соціальним 

законом», пов’язаним з розробкою оптимального використання природних 

ресурсів. 

Оціночні моделі – це особлива форма впорядкування інформації, яка 

покликана передавати кількісно виражене відношення (пряме, 

опосередковане) окремої людини, соціальної групи і т.п. до ступеня 

вираженості елементів системи, а також визначати ступінь придатності, 

сприятливості, гідності. 
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1.4 Моделювання об’єктів природного середовища 

 

При дослідженні за допомогою моделі можна розрізнити два етапи: 

перший, коли модель є предметом дослідження, друга – коли стає 

знаряддям дослідження. В даний час існує декілька способів класифікації 

моделей за наявною інформацією [9, 26]. 

Стосовно моделювання природного середовища зручно скористатися 

двома основними принципами: способом побудови моделі і методом 

виразу відношення подібності. Виходячи з цього, всі моделі поділяються 

на два класи, в залежності від способу побудови: фізичні і концептуальні. 

Фізичні, в залежності від способу виразу відносин подібності, 

бувають: А.1. фізичні генералізовані, або масштабні (призначені для 

компактного виразу інформації, наприклад, макет); А.2. фізичні 

ідеалізовані, є модифікацією оригіналу, яка будучи втілена в елементах 

однорідного або різнорідного субстрата, побудована відповідно до певних 

правил, які завжди засновані на теоретичних висновках. Модель, що 

ідеалізується, має як прообраз лише деякі властивості реального об’єкта. 

Наприклад: гідравлічна модель, побудована на підставі критеріїв 

Рейнольдса або Фруда; штучне дощування. 

Концептуальні моделі підрозділяються аналогічно, в залежності від 

способу виразу відношення подібності: Б.1. концептуальні 

неформалізовані (фотографія в певному діапазоні спектру, блок-діаграма); 

Б.2. концептуальні формалізовані – знакові, картографічні, логіко-

математичні. Логіко-математичні підрозділяються у свою чергу, на 

детермінизовані, стохастичні і детермінизовано-імовірнісні. 

Моделі типа А.1 і Б.1 інколи об’єднують в одну групу портретних 

моделей, а типа А.2 і Б.2 підрозділяють на статичні (моделі будови) і 

динамічні (моделі функціонування). 

 

 

1.4.1 Обробка інформації і прийоми математичного моделювання в  

          гідроекології 

 

Систематизуючи прийоми математичного моделювання в 

гідроекології, доцільно проаналізувати вже накопичений досвід  в 

суміжних науках. Цей аналіз можна провести з виділенням чотирьох 

послідовних етапів математизації: 

а) первинної обробки матеріалів спостережень, 

б) виявлення простих емпіричних залежностей з використанням 

математичного апарату, 

в) логіко-математичного моделювання, 

г) побудови апріорних математичних моделей різного 

призначення. 
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Первинна обробка матеріалів спостережень – це прості статистичні 

методи впорядкування інформації. У гідроекології для цієї мети 

використовуються криві розподілу і їх аналітичні вирази для 

віддзеркалення структури досліджуваної реальності. 

Спочатку за допомогою простих емпіричних залежностей, 

одержаних в результаті обробки даних спостережень, описується вплив на 

змив ґрунту будь-якої однієї ознаки, тобто одержується імітаційно-

оціночна модель. 

Аналітична форма виразу досліджуваних зв'язків має значні переваги 

перед табличними і графічними формами: вона більш ємнісна, наочніша, 

легко зіставляється і, найголовніше, дає можливість виконувати 

розрахунок з певною мірою достовірності. Проте, такі залежності – це 

лише спосіб передачі результатів спостережень, достовірність цього 

способу цілком залежить від надійності постановки експериментів і 

розуміння дослідником самого процесу, його фізики. Якщо процес ще не 

зрозумілий або зрозумілий невірно, то математизація може посилити 

помилковість тлумачення реальності. Такі залежності називають 

емпіричними, або статистичними моделями. 

Під логіко-математичною моделлю розуміють аналітичний вираз, що 

є алгоритмом, який описує реальність з метою демонстративності. В основі 

логіко-математичної моделі повинна лежати логічна схема, розроблена за 

допомогою фізичного аналізу. Ці моделі, в залежності від суворості 

фізичних передумов і математичного висновку, називають інколи 

напівемпіричними, або теоретичними. 

Під апріорними моделями розуміють математичні моделі, одержані, 

виходячи з посилання, що спирається на інтуїтивні міркування про 

природу реальності (дедуктивний метод), що вивчається, і призначені для 

пояснення конкретного явища або вирішення поставленої задачі. 

 

 

1.5 Рівні складності математичних моделей 

 

Останнім часом гідроекологія все ширше використовує різноманітні 

методи моделювання: від простих (карти змитих ґрунтів) до складних, 

математичних і фізичних (матеріальних), моделей.  

Часто постає питання про відсутність повної адекватності 

математичної моделі складного природного процесу. Безумовно, це так. 

Але якщо створити математичну модель, адекватну у всьому природному 

процесу, то з її допомогою можна було б пізнати стільки ж, скільки і без 

неї: складність її виявилася б непереборною перешкодою в реалізації мети. 

Наприклад, фізики дотепер не пізнали до кінця будови атома, проте це не 

заважає використовуючи наближену модель, розщеплювати його. 

В цей час намічаються шляхи побудови оптимізаційних моделей, які 
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понизять ступінь неадекватності при моделюванні. 

 

 

1.6 Об’єкти і види моделювання гідроекологічних систем 

 

Один з розповсюджених видів моделювання – аналогічне 

дослідження. Аналогія як висновок про схожість припускає відносну 

(неповне) тотожність компонентів і порівнюваних об’єктів. Разом з 

явними, розрізняють гіпотетичні (уявні) аналогії, які завжди спираються на 

певний рівень наукових уявлень. Окрім цього, розрізняють і інші види 

аналогій: групова – аналогія систем, що належить до однієї і тієї ж групи: 

гомоморфна – взаємна однозначна і неоднозначна відповідність всіх 

істотних ознак; ізоморфна – однозначна відповідність елементів і схожість 

відносин між ними. При груповій аналогії необхідно встановити 

приналежність, наприклад, яру, розмивини, обвалу, схилу до групи 

однотипних. Найчастіше регіонально обмежених об’єктів. 

Подібність – окремий випадок аналогії з підвищеними вимогами 

схожості, тобто це «схожість, доведена до пропорційності змін». Сувора 

подібність вимагає, щоб існувала геометрична подібність (пропорційність 

форм і розмірів), кінематична (пропорційність швидкості, прискорення і 

збігу напрямів), динамічна (пропорційність руху і сил), механічна 

(пропорційність відносин між масами) і т.д. На практиці найчастіше 

користуються наближеною подібністю.  

Розглянемо види моделювання стосовно вирішення конкретних 

гідроекологічних задач. 

Фізичне масштабне моделювання зазвичай поєднується з тим, що 

фізично ідеалізується. Сюди належить моделювання за допомогою 

штучного дощування і напуску води.  

В цей час відшукуються шляхи фізичного моделювання 

гідроекологічних процесів. Проте поки тільки нащупуються ті правила, за 

допомогою яких можна одержати об’єктивну інформацію. Відсутність 

критеріїв подібності (морфолого-гідравлічних), аналогічних гідравлічним 

критеріям моделювання, очевидно, не повинна гальмувати ці роботи. 

Враховуючи досвід моделювання руслових процесів, можна вважати, 

що даний напрям є перспективним для вирішення низки практичних 

завдань. 

Концептуальні неформалізовані моделі мають широке 

розповсюдження в гідроекології. Інколи під моделлю розуміють словесний 

опис процесу (якісні моделі). Вони також можуть бути віднесені до 

концептуальних неформалізованих моделей.  

Велику цікавість, особливо для теоретичних розділів гідроекології, 

являють концептуальні формалізовані і в першу чергу математичні моделі. 

Математику в гідроекології необхідна розглядати не тільки, як апарат 
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обробки результатів  вимірювань, але і як формалізовану мову науки, що 

дозволяє будувати моделі і одержувати з їх допомогою таку інформацію, 

яку неможливо витягнути з реальності, що вивчається, іншим чином. 

 

 

1.7 Постановка завдання при моделюванні гiдроекологiчних 

систем 

 

Дослідження часто починається при нечіткому формулюванні мети 

роботи. Для уточнення мети дослідження, на етапі постановки завдання 

необхідно визначити критичні компоненти систем і якісно описати 

взаємодії між цими компонентами. На цьому етапі роботи виконуються 

наступні операції: 

- ділення системи на окремі компоненти (підсистеми) за 

ознакою відносної однорідності; 

- формулювання мети моделі, що розробляється, і вибір 

критеріїв оцінки очікуваних результатів; 

- визначення достатності і недостатності вихідної інформації; 

- визначення вихідних, розрахункових параметрів і таких, що 

управляють змінними системи; 

- формування переліку можливих варіантів рішення; 

- оцінка майбутніх умов (зміни господарської діяльності, 

природних умов), що включає прогноз змін змінних і відповідних 

результатів. 

Ділення природних систем на окремі компоненти може виконуватися 

по різному, в залежності від мети моделювання. Як правило, виділяються 

абіотичні і біотичні компоненти, які, у свою чергу, розділяються на 

морфологічні, гідравлічні, гідрологічні, енергетичні, трофічні, 

інформаційні, керівні і т.п. 

Слід враховувати соціальні компоненти: споживачі, власники, 

виконавські органи, зацікавлені групи суспільства.  

 

 

1.7.1 Формулювання цілей моделювання та ділення системи на 

окремі компоненти за ознакою відносної однорідності 

 

При формулюванні мети моделювання слід враховувати, що в 

загальному випадку, кожен компонент системи в оптимізаційному сенсі, 

може не узгоджуватися з іншими компонентами. Те ж саме спостерігається 

при обліку соціальних завдань: кожна суспільна група має різні інтереси. 

Тобто, необхідно виконати ділення системи на окремі компоненти за 

ознакою відносної однорідності. В той же час компоненти об’єднані 

єдиною системою, тому вони можуть мати мету загальну для всієї системи.  
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Формулювання мети створює можливість вибору зв’язаних 

критеріїв, за допомогою яких можна кількісно зіставляти відносні переваги 

варіантів рішення. Це досягається шляхом послідовного дроблення мети 

доти, поки не будуть одержані показники (приватна мета), які можуть бути 

оцінені або розмірною величиною (наприклад, витратами грошових 

коштів), або безрозмірними величинами (наприклад, коефіцієнтами 

значущості).  

При заміні одного варіанта рішення на іншій кількісна оцінка 

показників змінюється, і саме на основі таких оцінок можуть бути 

визначені конкретні переваги, втрати і сумарний ефект в результаті 

кожного можливого варіанта. Для оцінки сумарного ефекту рекомендовано 

використовувати теорію ризику. 

 

 

1.7.2 Визначення достатності і недостатності вхідної інформації 

 

З’ясуванню підлягають: існуючі природні і господарські умови; 

кількість і якість води; біомаса і біопродуктивність; водообмін і 

водовідновлення; дані, які можуть бути використані для оцінки наслідків 

різних дій; попередні припущення і поточні плани рішення проблеми; 

прогнози господарського використання і соціальних умов; наявність 

місцевих експертів. Може з’ясуватися, що є великий пропуск в необхідній 

інформації, і тоді визначається область, в якій потрібне проведення 

додаткових досліджень [9, 26]. 

 

 

1.7.3 Визначення вхідних, розрахункових параметрів і параметрів, 

що управляють змінними системи та формування переліку можливих           

варіантів рішення 

 

Вхідні змінні можуть бути екзогенними або незалежними, не 

змінюються при функціонуванні системи (кількість атмосферних опадів 

або характеристики гідрографічної мережі). Розрахункові змінні 

найчастіше є залежними або ендогенними. У низці випадків вхідні змінні 

можуть бути екзогенними або ендогенними. Наприклад, біомаса може бути 

нечутлива до низки змін, що відбуваються в системі. Якщо ж 

розглядається вплив будь-яких умов на продуктивність, то біомаса стає 

ендогенною змінною.  

Значення, що набувають розрахункові змінні, визначаються 

значеннями вхідних змінних і особливостями системи, які вводиться 

програмою, що розробляється. 

При проектуванні моделі можна керувати певними умовами, тому 

вони називаються керівними змінними. В гідроекології вирішальними 
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змінними можуть бути збільшення або зменшення сільськогосподарського 

використання водозбору, зменшення скиду стоків, збільшення водообміну, 

використання оптимальних попусків для нересту та ін. 

Основне призначення аналізу полягає в одержанні найбільш бажаних 

значень вирішальних змінних. Для кожного варіанта рішення повинні бути 

визначені значення вхідних змінних – числа приписувані показникам. 

Варіанти можна класифікувати відповідно заданих вимог до системи. 

Якщо такою вимогою є збільшення біомаси, то збільшення, наприклад, 

водообміну і якості води буде якнайкращим. Якщо необхідно збільшити 

біопродуктивність, то окрім збільшення біомаси необхідно встановити 

квоти на вилучення продукції для створення умов її репродукції. 

 

 

1.8 Структурне розбиття і моделювання системи 

 

Структурне розбиття полягає в підрозділі загальної проблеми на 

дрібніші часткові проблеми, а моделювання системи – у визначенні 

зв’язків і взаємодій між частковими проблемами. Розбиття і моделювання 

не є однозначними і незмінними, оскільки існує багато шляхів виконання 

відповідних операцій. В процесі дослідження зазвичай відбувається 

вдосконалення моделі від грубої (першого наближення) до детальнішої. 

Один з методів структурного розбиття проблеми полягає в 

розгляданні проблеми в рамках окремих інтервалів часу з ухваленням 

рішень і оцінками їх для кожного інтервалу (наприклад, роки або сезони 

року, цикли водності).  

Структурне розбиття проблеми може здійснюватися на основі 

наукових дисциплін: гідрології, гідравліки, хімії, біології та інших. 

Уявлення про структуру проблеми може бути створено відповідно до задач 

соціальних груп: власників, споживачів, органів влади. Структурне 

розбиття може бути виконано на географічній основі – виділенні 

ландшафтних комплексів, елементів гідрографічної мережі. Чим глибшим 

є структурне розбиття, тим меншою є кількість рішень, які необхідно 

прийняти по кожному елементу структури і, отже, простіше здійснювати 

аналіз. Чим більшим є число підсистем, тим складніше визначити роботу 

всієї системи по роботі підсистем. У кожному конкретному випадку 

необхідний компроміс між кількістю структурних елементів, що 

полегшують їх аналіз, і трудністю синтезу цілого по його частинах. 

 

 

 

 

 

1.8.1 Моделювання, аналіз та прогноз умов функціонування системи 
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Якщо на етапі постановки завдання одержують якісний опис 

проблеми, то на етапі моделювання якісне уявлення переходить в 

кількісне. На цьому етапі виникають функціональні залежності між 

змінними, і для кожного варіанта рішення і набору вхідних даних 

визначаються вихідні дані системи. 

Аналіз починається зі збору інформації для визначення залежностей 

між змінними. Ці залежності слід перевіряти на точність і невизначеність. 

Інформація може бути одержана з літературних джерел, на основі 

експертиз або за наслідками експериментів, що виконуються самим 

дослідником. 

Оцінка повинна включати прогнози техногенних навантажень, зміни 

економіки, зміни гідрологічного, гідрохімічного і гідробіологічного 

режимів. Очевидно, що в цих прогнозах буде невизначеність, і один з 

методів роботи з невизначеними даними полягає в аналізі проблеми при 

різних значеннях невизначених вхідних елементів. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2 СТОХАСТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ 

 

Стохастична модель (імовірнісна модель) – модель, у якій 

використовується одна або більше випадкових величин для врахування 

https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%92%D0%B8%D0%BF%D0%B0%D0%B4%D0%BA%D0%BE%D0%B2%D0%B0_%D0%B2%D0%B5%D0%BB%D0%B8%D1%87%D0%B8%D0%BD%D0%B0
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невизначеності процесу, або в якій вхідні дані будуть представлені 

відповідно до деякого статистичного розподілу. 

Стохастична модель – математична модель, в якій параметри, умови 

функціонування і характеристики стану об'єкта, що моделюється 

представлені випадковими величинами і пов'язані стохастичними 

(випадковими, нерегулярними) залежностями, або вихідна інформація 

також представлена випадковими величинами. Отже, характеристики 

стану в моделі визначаються не однозначно, а через закони розподілу їх 

ймовірностей.  

 

 

2.1 Підхід Монте-Карло 

 

У основі самої можливості виконувати стохастичне моделювання 

лежить відомий метод Монте-Карло. Іноді єдине число замінюється 

множинним, і тоді говорять про методи або системи методів Монте-

Карло[5,17]. 

Виникнення ідеї використання випадкових явищ в області 

наближених обчислень прийнято відносити до 1878 року, коли з'явилася 

робота Холла про визначення числа π за допомогою випадкових кидань 

голки на розграфлений паралельними лініями папір. 

Спочатку метод Монте-Карло використовувався головним чином для 

вирішення завдань нейтронної фізики, де традиційні чисельні методи 

виявилися мало придатними. Далі його вплив поширився на широкий клас 

завдань статистичної фізики, дуже різних за своїм змістом. Метод Монте-

Карло зробив і продовжує робити істотний вплив на розвиток методів 

обчислювальної математики (наприклад, розвиток методів чисельної 

інтеграції) і при рішенні багатьох завдань успішно поєднується з іншими 

обчислювальними методами і доповнює їх. Його застосування виправдане 

в першу чергу в тих завданнях, які допускають теоретично-вірогідний 

опис. Це пояснюється як природністю отримання відповіді з деякою 

заданою ймовірнісністю в завданнях з імовірнісним змістом, так й 

істотним спрощенням процедури рішення. 

Інтуїтивно метод Монте-Карло сприймається як можливість 

введення в дію істинної випадковості або гри випадку. Практично це 

здійснюється прямим розігруванням із застосуванням випадкових чисел. 

Для цієї мети створені комп’ютерні програми, що дозволяють отримати 

так звані псевдовипадкові числа з заданим законом розподілу, відповідним 

чином нормованим. 

Можна виділити основних три варіанти нормованих випадкових 

величин, які можуть бути використані в різних додатках: 

– величина ε, рівномірно розподілена в діапазоні  (0; 1) з щільністю 

розподілу φ(ε)=1 (зазвичай встановлюється діапазон такого виду: 

https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%D1%80%D0%BE%D1%86%D0%B5%D1%81
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%9C%D0%B0%D1%82%D0%B5%D0%BC%D0%B0%D1%82%D0%B8%D1%87%D0%BD%D0%B0_%D0%BC%D0%BE%D0%B4%D0%B5%D0%BB%D1%8C
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0,00000 ÷ 0,99999); 

– величина α, яка має нормальний закон розподілу з математичним 

очікуванням М=0 та середнім квадратичним відхиленням 

S=1: φ(α)=(1/ π2 )exp(-α2/2); 

– величина β, що має розподіл Лапласа (подвійне експоненціальне) 

з медіаною Е=0 та середнім абсолютним відхиленням 

А=1:φ(β)=(1/2) exp(-β). 

Оскільки метод Монте-Карло вимагає проведення великого числа 

випробувань, його часто називають методом статистичних випробувань. 

Теорія цього методу вказує, як найдоцільніше вибрати випадкову 

величину, як знайти її можливі значення. Зокрема, розробляються способи 

зменшення дисперсії використовуваних випадкових величин, внаслідок 

чого зменшується помилка, що допускається при заміні шуканого 

математичного очікування  його оцінкою. 

Передбачається, що при використанні принципу Монте-Карло 

генеруються випадкові величини з заданим законом розподілу. Надалі ці 

величини можуть бути перетворені в більш складні у відповідності з 

рішенням поставленої задачі. Завжди бажано мати апріорне уявлення про 

аналітичну форму законів розподілу цих більш складних випадкових 

величин. При цьому розрізняють два підходи – параметричний та 

непараметричний. Перший підхід передбачає, що шуканий розподіл 

відомий з точністю до значень кінцевого числа параметрів. Другий підхід 

використовується у випадку, коли апріорна інформація про очікувану 

щільність вірогідності складних випадкових величин відсутня або має 

занадто загальний характер. 

 

 

2.2 Огляд стохастичних моделей  

 

2.2.1 Модель лінійного фільтру 

 

В основу даної моделі закладені фундаментальні поняття про «білий 

шум». Цей термін прийшов з технічних додатків для «чисто випадкового 

процесу», який для безперервного часу складається з некорельованих 

суміжних імпульсів, має постійну для всіх частот спектральну щільність та 

кореляційну функцію, яка пропорційна дельта-функції Дирака. «Білий 

шум» – це лише ідеалізація, фізично його неможливо реалізувати, але він 

відіграє фундаментальну роль в теорії [5]. 

Передбачається, що «білий шум» хt можна трансформувати в процес 

Qt за допомогою операцій лінійної фільтрації – розрахунку зваженої суми 

попередніх значень незалежної випадкової величини: 

 

,                    (2.1) 
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де  – величина, що визначає «рівень процесу»; 

 – лінійний оператор, що перетворює хt 

в Qt та називається передаточною функцією фільтру.  

 

 

2.2.2 Моделі авторегресії 

 

В цих моделях поточне значення модельованої величини Q 

виражається як кінцева лінійна сукупність попередніх значень 

змодельованого ряду та білого шуму хt. Тобто 

 

,                    (2.2) 

 

де  . 

Рівняння (2.2) є моделлю авто регресії порядку n. Передбачається, 

що величина  пов’язана з білим шумом рівнянням авто регресії. 

Константи  можуть бути отримані по заданим значенням 

автокореляційної функції ρ 

 

                                   ρ1=ψ1+ ψ2 ρ1+…+ ψn ρn-1; 

 

ρ2=ψ1 ρ1+ ψ2+…+ ψn ρn-2;                                   (2.3) 

……………………………..; 

 

Ρn=ψ1 ρn-1+ ψ2 ρn-2+…+ ψn.  

 

 Особливо популярна модель авто регресії першого порядку 

(харківський процес), яка більш детально буде розглянута в  розділі 2.3 [5, 

17]. 

 

 

2.2.3 Модель ковзного середнього (модель скользящего среднего) 

 

В рамках цієї моделі величина  лінійно залежить від кінцевого 

числа n попередніх значень білого шуму хn 

 

.                      (2.4) 

 

Треба пам’ятати, що ваги 1, -θ1, - θ2, - θn, на які помножуються 

значення х, в сумі не обов’язково дають одиницю. 

Для досягнення більшої гнучкості при використанні стохастичних 
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моделей цього типу в різних додатках часто застосовують комбіновані 

моделі [5, 17]. 

В практиці стохастичного моделювання експериментують усім 

арсеналом моделей або їх частинами за трьох етапною процедурою: 

– ідентифікація – аналіз даних спостережень і будь-якої корисної 

інформації в цілях підбору найпростіших варіантів;   

– оцінювання – визначення параметрів, від яких залежить 

прийнятність моделі, що розглядується; 

– діагностична перевірка – оцінка узгодженості апроксимованої 

моделі з фактичними даними з метою виявлення недоліків моделі 

і покращити її збіжність. 

Стохастичні моделі наприкінці повинні давати можливість 

генерувати послідовності гідрологічних, гідроекологічних  чи інших 

величин у відповідності з такими можливими аспектами: 

– заданими законами розподілу; 

– заданими автокореляційними функціями; 

– багатовимрістю, якщо мова йде про одночасне генерування 

декількох випадкових величин, пов’язаних один з одним; у цьому 

випадку на сцену виходять поняття про багатовимірні закони 

розподілу, взаємної кореляції та про лінійні та нелінійні 

багатовимірні рівняння регресії; 

– просторової кореляційної структури, якщо присутній просторовий 

аспект. 

 

 

2.3 Стохастичні моделі, засновані на простому ланцюзі Маркова 

 

Випадковий процес Х(t) характеризується марковськими 

властивостями, якщо P(x(t)/x(ti), i=0, 1, …) –умовний розподіл 

імовірностей значень x(t), за умови, що задані значення x(ti) в попередні 

моменти часу t< ti, i=0, 1, 2,… залежать тільки від значення x(t0) в 

наступний момент 

 

                            (2.5) 

 

тобто при фіксованому значенні майбутнє харківського процесу не 

залежить від його попереднього. Це означає, що вся інформація про 

минуле для такого процесу полягає в його значенні в останній момент 

часу. Однак звідси не випливає, що майбутнє не корелює з більш далеким 

минулим. Відповідна кореляційна функція має вид експоненти exp{α,t}. 

Для дискретного марковського процесу випадкову послідовність, що 

відповідає даному вище визначенню, іноді ще називають простим 

ланцюгом Маркова. Методи розв’язання рівняння Маркова для випадкових 
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величин з одновимірними законами розподілу із сімейства кривих К. 

Пірсона були розроблені в 50-і роки О.В. Сармановим [17, 23-25]. 

Різні модифікації опису простого ланцюга Маркова приводять до 

різних результатів водогосподарського розрахунку, навіть при однаковому 

значенні їхнього числового параметра – коефіцієнта автокореляції. Тому 

для опису багаторічних коливань стоку варто рекомендувати таку з цих 

модифікацій, яка краще відповідає закономірностям коливань і не 

призводить до істотних помилок у результатах водогосподарських 

розрахунків. Для зіставлення матеріалів натурних спостережень зі 

стохастичними моделями використовуються двовимірні щільності 

розподілу ймовірностей. З метою одержання шуканих еталонних 

співвідношень, які відповідають розглянутим стохастичним моделям, 

широко використовується метод Монте-Карло. 

Ланцюг Маркова – послідовність випадкових випробувань, яка 

володіє такою властивістю, що ймовірнісність результатів наступного 

випробування залежить тільки від результатів безпосередньо попереднього 

випробування. Ступінь залежності визначається величиною коефіцієнта 

кореляції між суміжними членами ряду. 

Використання простого ланцюга Маркова як стохастичної моделі 

стооку припускає згасання коефіцієнта кореляції між стоком послідовних 

років 

 

                                                       (2.6) 

 

де  – коефіцієнт кореляції між величинами стоку в роки і та і+τ; 

τ – число років. 

Величина коефіцієнта кореляції між стоком безпосередньо суміжних 

років r1=r(1) визначає характер всієї авто кореляційної функції, чим, 

однак, не досягається вичерпний опис характеру зв’язку між послідовними 

членами ряду. У такій послідовності розподіл ймовірностей будь-якого 

члену ряду залежить від величини попереднього члена. Умовний розподіл 

ймовірностей може відрізнятися як параметрами, так і типом від 

безумовного розподілу, справедливого для сукупності всіх членів ряду. 

Сукупність умовних розподілів утворить двовимірний розподіл 

ймовірностей, що і є вичерпною характеристикою зв’язків між членами 

корельовано послідовності, яка представляє собою простий ланцюг 

Маркова. Геометричною інтерпретацією двовимірного розподілу є 

поверхня над координатною площиною, по одній з осей якої відкладається 

величина попереднього члена, а по іншій – наступного; ординати поверхні 

є щільності ймовірності. При тому самому вигляді автокореляційної 

функції можна сконструювати необмежену кількість варіантів 

двовимірного розподілу – модифікацій описів простого ланцюга Маркова; 
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нижче розглядається декілька характерних модифікацій, які 

застосовуються для опису коливань стоку. 

Модель 1 припускає відсутність кореляції між членами ряду – 

послідовність незалежних випадкових величин. Якщо ряд стоку 

розглядається як вибірка незалежних випадкових величин, то відповідні 

значення забезпеченості стоку є незалежними випадковими величинами, 

які рівномірно розподілені в інтервалі від 0 до 1. У цьому випадку всі 

умовні розподілі ймовірностей збігаються з безумовними.  

Модель 2 розглядає кореляцію між нормально-розподіленими 

величинами (з наступним переходом до гамма-розподілених величин). У 

цій модифікації послідовність забезпеченостей нормально-розподілених 

корельованих величин приймається за послідовність забезпеченостей 

випадкових величин, які характеризуються гамма-розподілом. 

При відомому значенні попереднього х члена ланцюга Маркова 

умовний розподіл наступного члена у є, так само як і безумовний розподіл 

величини х, нормальним 

 

                             (2.7) 

 

з умовним математичним очікуванням, що змінюється за лінійним законом 

в залежності від величини попереднього члена 

 

                                 (2.8) 

 

і умовним стандартом 

 

                                         (2.9) 

 

де  чи  умовна щільність ймовірностей випадкової 

величини ; 

 – безумовне математичне очікування розподілу випадкової 

величини х; 

σ – безумовний стандарт розподілу випадкової величини х; 

 – коефіцієнт кореляції між суміжними членами ряду нормально-

розподілених величин. 

Рівняння (2.8) та (2.9) визначають лінійність кореляції і незалежність 

умовного стандарту від величини попереднього члена 

(гомоскедастичність). Однак, це є апріорі, справедливим тільки для 

нормально-розподілених випадкових величин, а для гамма-розподілених 
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порушується як лінійність кореляції, так і гомоскедастичність умовного 

розподілу; ступінь нелінійності кореляції зростає зі збільшенням 

коефіцієнта варіації безумовного розподілу. Генерування рядів стоку за 

моделлю 2 здійснюється в наступній послідовності. 

– Генерація випадкових чисел, що у подальшому розглядаються як 

забезпеченості, тобто , де 0<δi<1. 

– Генерація значень стоку заданої забезпеченості за умови, що кореляція 

між стоком суміжних років відсутня ( =0). У цьому випадку кожне 

значення модельованого ряду позначається як . 

– Як розподіл, береться нормальний розподіл, у якому використовуються 

центровані та нормовані вихідні величини, представлені у вигляді: 

 а) для безумовного розподілу 

 

                                                (2.10) 

 

 б) для умовного розподілу 

 

                                         (2.11) 

 

Для визначення  та  застосовують таблиці інтегральної 

функції нормального закону розподілу. Оскільки між інтегральною 

функцією і функцією забезпеченості існує зв’язок, представлений у вигляді 

F(x)=1-P(x)=1-δ, то можна зробити висновок, що кожному випадковому 

числу δ відповідають однакові значення  та , тобто 

 

                                        (2.12) 

 

З урахуванням позначень (2.8) та (2.9) одержимо 

 

                          (2.13) 

 

де  – кожне наступне значення модельованого ряду з урахуванням 

його залежності від попереднього значення; 

 – кожне наступне значення модельованого ряду при . 
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– Змодельований за (2.13) ряд поєднує в собі властивості нормально 

розподілених величин. Для переходу до гамма-розподілених величин вираз 

(2.13) представляють у вигляді 

 

                                      (2.14) 

 

де  

 

                                               (2.15) 

 

                                                   (2.16) 

 

                                                (2.17) 

 

За виразом (2.14) визначається значення . Шукане (уточнене для 

гамма-розподілу) значення забезпеченості  знаходять з виразу 

 

Pi+1=1-F(Фі+1),                                            (2.18) 

 

де F(Фі+1) – інтегральна функція нормального закону розподілу. 

Модель 3 розглядає кореляцію між випадковими величинами, які 

характеризуються гамма-розподілом, із застосуванням апарату гамма-

кореляції (за Є.Г. Блохиновим – О.В. Сармановим [1, 17]). У гідрологічних 

додатках безумовна щільність гама-розподілених величин х записується в 

таких позначеннях 

 

                                           (2.19) 

 

Де параметр γ пов’язаний з коефіцієнтом варіації Cv співвідношенням 

 

                                                        (2.20) 

 

Для щільності (2.10) безумовна двовимірна та умовна щільності 

записуються у такий спосіб 
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                    (2.21) 

 

                       (2.22) 

при λк=кλ, к=1, 2, …, λ>0 

 

де у=хі+1; 

 – поліноми Лагера; 

R=exp(-λ) – коефіцієнт кореляції. 

Як і в розглянутому вище нормальному розподілі величин, що 

варіюють, кореляція є лінійною й умовне математичне очікування 

визначається за формулою (2.8). Стандарт умовного розподілу при 

використанні апарату гама-кореляції відповідно дорівнює 

 

                          (2.23) 

 

де  – коефіцієнт кореляції гама-розподілених величин. 

Умовний коефіцієнт асиметрії набирає значення 

 

                             (2.24) 

 

Умовний ексцес – 

 

                             (2.25) 

 

Модель 4 використовує кореляцію між випадковими величинами, які 

характеризуються гама-розподілом, із застосуванням наближеного 

прийому кореляції (за С.Н. Крицьким і М.Ф. Менкелем [12, 13, 17]). 

Наближений прийом кореляції гама-розподілених величин виходить з 

припущень, що умовний розподіл є, так само як і безумовний, гама-

розподілом, причому умовний стандарт пов’язаний з безумовним тим же 

співвідношенням (2.9), що і при нормальному розподілі випадкових 

величин. 

Перераховані модифікації описів простої моделі Маркова виходять з 

кореляції між суміжними значеннями випадкових величин (у даному 

випадку середньорічних витрат води). При цьому вплив попереднього 
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члена на розподіл ймовірностей наступного (умовний розподіл) 

виявляється тим більше, чим сильніше відхиляється попередній член від 

середнього значення. 

Однак можна представити й інший принцип конструювання ланцюга 

Маркова для опису стокових рядів, які спираються на наявність кореляції 

між забезпеченостями суміжних членів ряду; при цьому математичне 

очікування умовного розподілу ймовірностей наступного члена буде 

змінюватися в тій мірі, у якій значення забезпеченості попередніх членів 

відхиляються від медіани; кореляція буде зв’язувати випадкові величини, 

розподілені рівномірно в інтервалі від нуля до одиниці. Особливістю 

такого роду кореляції є те, що структура послідовності забезпеченостей 

випадкових величин не залежить ні від типу їхнього розподілу, ні від 

числових значень параметрів цього розподілу. Таким чином, модель 5 

застосовує кореляцію між забезпеченостями (рівномірно розподіленими 

випадковими величинами).  

Нехай х та у – випадкові величини, які розподілені рівномірно у 

проміжку [-1, 1] та мають відповідні щільності 

 

                                       (2.26) 

 

Потрібно побудувати двовимірну щільність  у квадранті  

  з урахуванням заданого коефіцієнта кореляції r0. Шукана 

щільність представлена у вигляді розкладання по поліномах Лежандра. 

Поліноми Лежандра визначаються формулою Родріга 

 

                          (2.25) 

 

Зокрема 

 

                            (2.26) 

 

Якщо обмежитися в білінійному розкладанні за системою 

ортонормованих поліномів першими трьома членами, то двовимірна 

щільність запишеться у вигляді: 

 

              (2.27) 

 



 

 

 28 

де  – коефіцієнт кореляції рівномірно розподілених у [-1,1] випадкових 

величин. 

У [17, 25] показано, що розкладання (2.22) зберігає ймовірнісний 

зміст при виконанні наступної умови 

 

                                        (2.28) 

 

Для побудови двовимірного закону розподілу рівномірно-

розподілених випадкових величин у квадранті 0≤u,v≤1 (забезпеченостей) 

необхідно здійснити лінійну заміну змінних x=2u-1, y=2v-1. Щільність 

f(u,v) запишеться у вигляді 

 

                                                (2.29) 

 
 

де  – коефіцієнт кореляції між забезпеченостями. 

Умовна щільність розподілу величини v буде представлена виразом 

 

                                         (2.30) 

 

а умовна функція розподілу – 

 

                                            (2.31) 

 
 

Умовна функція розподілу для величини u записується у вигляді 

 

                                 (2.32) 

 
 

Умовне математичне очікування дорівнює 

 

                                (2.33) 

 

а умовна дисперсія 
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                                              (2.34) 

 

Умовна дисперсія не залежить від попереднього значення 

забезпеченості Рі, отже кореляція гомоскедастична. 

Рівняння (2.31) є лінійним спільним законом розподілу рівномірно 

розподілених величин (наприклад, забезпеченостей). Цього досить для 

того, щоб моделювати ряд забезпеченостей необхідної довжини із заданим 

значенням коефіцієнта кореляції між ними |λ|≤0,55. Для моделювання 

випадкових значень використовується такий спосіб: задаючи значення 

и=и1 і ставимо його в (2.31).Далі з таблиці випадкових чисел [0,1] беруться 

значення функції розподілу F(v/u) і для знаходження випадкового значення 

v1 вирішується кубічне рівняння (2.31); для генерування випадкового 

часового ряду із заданими властивостями отримане значення v1 ставиться 

на місце и1 і описана процедура генерації повторюється ще необхідне 

число раз. Незважаючи на простоту й універсальність методу, мають місце 

дві обставини, які необхідно взяти до уваги. Лінійна кореляція між 

забезпеченостями приводить (у даній теоретичні схемі) до нелінійної 

кореляції між самими випадковими величинами. Якщо ж спочатку 

будувати лінійну кореляцію між вихідними випадковими величинами, то 

кореляція між їхніми забезпеченостями буде нелінійною. У цьому випадку 

необхідно використовувати відповідну умовну функцію розподілу і, 

вирішуючи зворотну задачу, знаходити відповідне умовне значення по 

заданих  F(х/у) та λ. 

Для моделювання випадкового процесу із заданим маргінальним 

законом розподілу необхідно вказати співвідношення між коефіцієнтом 

кореляції для забезпеченостей λ і коефіцієнтом кореляції для вихідних 

випадкових величин rr. Зокрема, для двовимірного закону, одержуваного 

шляхом обмеження в розкладанні першими трьома членами і з 

нормальними апріорними щільностями, справедлива формула [17, 20] 

  

                                               (2.35) 

 

При груповому аналізі матеріалів спостережень за стоком, коли точні 

числові параметри розподілу ймовірностей для кожного окремого пункту 

невідомі, а іноді сам тип розподілу недостатньо достовірний, зручніше 

розглядати ряди забезпеченостей. У роботі [17, 18] генерування штучних 

рядів річного стоку виконувалося стосовно до значень коефіцієнтів 

кореляції , які змінюються від 0 до 0,55 [17, 20-22]. Генерування рядів 

стоку здійснювалося як моделювання послідовностей випадкових величин, 

зв’язаних кореляцією харківського нелінійного типу з маргінальним 
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трипараметричним гама-розподілом С.М. Крицького та М.Ф. Менкеля 

(модель 5) [12, 13, 17]                               

 

 

2.4 Модель динаміки зміни водних ресурсів в умовах антропогенної 

діяльності  

 

Стохастична природа процесів, що обумовлюють формування 

річного стоку, відкриває можливості до імовірнісного опису річного стоку. 

У цій моделі розглядається зміна показників, які характеризують масштаби 

водогосподарської діяльності у межах водозборів та зміну зональних 

водних ресурсів, обумовлених, насамперед, кліматичними коливаннями 

 





)Y,(L

t

Y
,                                            (2.36) 

 

де Y  – вектор параметрів, що характеризують стан водних ресурсів на 

водозборі; 

  – вектор зовнішніх впливів, які можна інтерпретувати як зміну 

кліматичних факторів, обумовлених, насамперед, глобальним 

потеплінням; 

L  – оператор, який є складовою частиною математичної моделі, що описує 

перетворення стоку; 

  – вектор заданих функцій та коефіцієнтів, що характеризують фізичні, 

геометричні, морфологічні та інші параметри водозборів; 

t  – час. 

Значення водних ресурсів у момент часу t  можна розглядати як 

результат змін початкових водних ресурсів під впливом водогосподарської 

діяльності та змін глобального клімату 

 

    dtdt)Y,(LtYY(t) 0  ,                                 (2.37) 

 

де  0tY  – початковий стан водних ресурсів, який можна розглядати як той, 

що відповідає природним, тобто непорушеним водогосподарською 

діяльністю, умовам формування річного стоку; 

)Y,(L   – оператор перетворення стоку; 

  – зовнішній вплив на водогосподарську систему, що представляє собою 

зміни клімату. 

При відомому початковому стані системи  0tY  та прогнозуючи 

зовнішній вплив   можна імітувати поведінку системи. Таке рівняння 

можна розглядати як динамічну систему, в якій під зовнішнім впливом 

слід розуміти стокоформуючі кліматичні чинники, а під )Y,(L   – 
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оператори моделей, що враховують динаміку гідрологічних процесів на 

водозборі. В умовах водогосподарських перетворень, що мають місце в 

гідрологічній системі, розглядається природно-технічна система. У такому 

разі складова  0tY  характеризує початковий стан гідрологічної системи в 

непорушених господарською діяльністю умовах, а оператор )Y,(L   

враховує зміни стоку в результаті водогосподарських перетворень на 

водозборах. 

Таким чином, задача оцінки впливу господарської діяльності на стік 

зводиться до пошуку оператора перетворення початкового стану 

гідрологічної системи в змінений водогосподарськими перетвореннями. 

У загальному випадку оператором перетворення L  може бути 

складова рівняння водогосподарського балансу PY , яка показує зміни 

водності річки у роки різної забезпеченості в залежності від характеристик 

водогосподарської діяльності f, які не є випадковими величинами та не 

пов’язані з водністю 

 

)f,U( PÐÐ,ÏÐÐ,ÏÎÁ  ,                                  (2.38) 

 

Ð ÏÎÁ,Y , Ð ÏÐ,Y  – побутовий і природний річний стік із заданою 

забезпеченістю Р, мм; 

  – зміни стоку за рахунок впливу антропогенного фактору, що залежать 

від  випадкових складових PU  водогосподарських балансів, пов’язаних з 

коливаннями клімату (наприклад, втрати на випаровування з водної 

поверхні) та невипадкових f, які характеризують параметри 

водогосподарських перетворень (наприклад, f – відносна площа водної 

поверхні штучних водойм, відносна площа осушування, відносна площа 

зрошування, коефіцієнти корисної дії гідромеліоративних систем). 

 

 

2.4.1 Обґрунтування стохастичної моделі, яка описує вплив 

забезпечення населення водою 

 

Для стохастичної моделі річного побутового стоку при наявності 

втрат на забезпечення водою населення рівняння водогосподарського 

балансу у імовірнісній формі має вигляд 

 

ðîçì
ÍÀÑP-100 P,

Ð ÏÐ,Ð ÏÎÁ, K
F

Nd
YY 


                            (2.39) 

 

 

Ð ÏÎÁ,Y , Ð ÏÐ,Y  – побутовий і природний стік із заданою забезпеченістю, мм; 
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Р – величина забезпеченості, %;  

P-100 P,d  – норма водоспоживання, л/(люд/д); 

ÍÀÑN  – кількість населення, люд.; 

F – площа водозбору, км2; 

ðîçìK  – коефіцієнт розмірності ( ðîçìK =3,16). 

У рівнянні (2.39) стохастичну природу має величина P-100 P,d , яка 

зростає по мірі переходу від зони достатнього зволоження до 

недостатн6ього та має забезпеченість 100-Р. У той же час кількість 

населення ÍÀÑN  є невипадковою складовою водогосподарського балансу. 

Таким чином, оператор водогосподарського перетворення )Y,(L   

представляє собою другу складову рівняння (2.39), до якої входить 

випадкова величина P-100 P,d  та невипадкові складові ÍÀÑN  та F. 

 

 

2.4.2 Обґрунтування стохастичної моделі, яка описує вплив          

додаткового випаровування із штучних водойм 

 

Базовим рівнянням стохастичної моделі побутового річного стоку при 

наявності на водозборі штучних водойм є рівняння водогосподарського 

балансу, яке враховує втрати на додаткове випаровування з водної 

поверхні штучних водойм та має вигляд [17] 

 

ÂÐÂÂÐ,ÏÐÐÏÎÁ, f)ÕÅ()f(  1001 ,                         (2.40) 

 

де Ð ÏÎÁ,Y , Ð ÏÐ,Y  – побутовий і природний стік із заданою забезпеченістю Р, 

мм; 

Âf  – сумарна площа водної поверхні штучних водойм, виражена в частках 

від загальної площі водозбору F; 

ÂÅ – випаровування з водної поверхні, мм; 

Х – сумарні опади, мм. 

Втрати стоку на додаткове випаровування з водної поверхні 

визначаються різницею )ÕÅ( Â  , яка підкоряється зональному 

(широтному) закону розподілу і зв’язана з водністю року, а також з 

сумарною площею водної поверхні F. Безпосередньо для моделювання 

використовуються вираз вигляду  

 

)f( ÂÐÐ,ÏÐÐÏÎÁ,  1 ,                                     (2.41) 

 

де Ð  – безрозмірний коефіцієнт, представлений у вигляді функції 

водності року 
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Ð,ÏÐ

Ð


                                                       (2.42) 

 

Чим вище водність року, тим менше втрати на додаткове 

випаровування  з водної поверхні штучних водойм. Запропонований 

прийом дозволяє виконувати чисельні експерименти  в моделюванні, при 

яких значення Âf  у кожному випробуванні задається постійним, що 

дозволяє зберегти стаціонарність ряду побутового стоку, який генерується. 

Оскільки значні втрати на додаткове випаровування з поверхні 

штучних водойм спостерігаються в зоні недостатнього зволоження, при 

генерації рядів природного стоку використовувалися норми кліматичного 

стоку, задані в діапазоні від 50 до 10 мм. 

Результатом такого роду експериментів є отримані залежності оцінок 

статистичних параметрів побутового стоку від невипадкового показника 

Âf , які для середньо багаторічних величин річного стоку можуть бути 

описані наступною залежністю 

 
Âf

ÊËÏÎÁ å


 ,                                            (2.43) 

 

де  – коефіцієнт, що характеризує інтенсивність зниження норми 

природного стоку із зростанням відносної площі водної поверхні Âf . 

Величина коефіцієнта , у свою чергу, визначається 

співвідношенням ресурсів тепла та вологи 

 

)(, Í  16220 ,       при 450,Í  ,                          (2.44) 

 

де  

 

m

Í
E

Õ
 ,                                                        (2.45) 

 

Õ  – ресурси зволоженості, представлені у вигляді карти ізоліній норм 

річних опадів; 

mE  – теплоенергетичні ресурси клімату, представлені у вигляді карти 

ізоліній норм максимального можливого випаровування. 

3 ШТУЧНІ НЕЙРОННІ МЕРЕЖІ 

 

Особливий клас математичних моделей представляють штучні 

нейронні мережі, які все частіше використовуються в якості 

альтернативного способу вирішення широкого діапазону гідрологічних 
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завдань. Цей підхід можна розглядати як інструмент моделювання, що 

складаються з декількох взаємозв'язаних одиниць обробки сигналу, які 

носять назву штучних нейронів. Штучні нейронні мережі, які можуть 

фіксувати і представляти складні співвідношення параметрів входу-

виходу, нагадують відповідну структуру людського мозку, але порядки 

величини не настільки великі. Ідеєю, яка стояла за розробкою штучних 

нейронних систем, було бажання змоделювати основні функції 

справжнього мозку і створити штучну систему, яка могла б виконувати 

інтелектуальні завдання, подібні до тих, які виконує мозок. Штучні 

нейронні мережі здобувають знання в процесі навчання і зберігають їх в 

міжнейронних зв'язках або синаптичних вагах. 

 

 

3.1 Основні положення теорії нейронних мереж 

 

 

У останній час спостерігається надзвичайно високий інтерес до 

нейронних мереж, які успішно застосовуються в самих різних областях – 

бізнесі, медицині, техніці, геології, фізиці. Нейронні мережі увійшли до 

практики скрізь, де потрібно вирішувати завдання прогнозування, 

класифікації або управління [6, 10].Також вражаючий успіх визначається 

декількома причинами: 

 Широкі можливості. Нейронні мережі – виключно потужний метод 

моделювання, що дозволяє відтворювати надзвичайно складні 

залежності . Зокрема, нейронні мережі нелінійні за своєю природою. 

Протягом багатьох років лінійне моделювання було основним методом 

процедури оптимізації. У завданнях, де лінійна апроксимація 

незадовільна, лінійні моделі працюють погано. 

 Проста у використанні. Нейронні мережі навчаються на прикладах. 

Користувач нейронної мережі підбирає показові дані, а потім запускає 

алгоритм навчання, який автоматично сприймає структуру даних. При 

цьому від користувача, звичайно, потрібний будь-який набір 

евристичних знань про те, як слід відбирати і готувати дані, вибирати 

потрібну архітектуру мережі та інтерпретувати результати. 

Нейронні мережі привабливі з інтуїтивної точки зору, оскільки вони 

засновані на спрощеній біологічній моделі нервових систем. Тим асом, вже 

«прості» нейронні мережі, які будує система ST Neural Networks, є 

потужною зброєю в арсеналі фахівці з прикладної статистики. 

Складовою частиною нейронної мережі є нейрон. Щоб відобразити 

сутність біологічних нейронних систем, визначення штучного нейрону 

дається таким чином [10]: 

 Нейрон засвоює вхідні сигнали (початкові дані або вихідні сигнали 

інших нейронів цієї мережі) через декілька вхідних каналів. Кожен 
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вхідний сигнал проходить через з’єднання, що має певну інтенсивність 

(або вагу); ця вага відповідає синаптичній активності біологічного 

нейрона. З кожним нейроном пов’язане певне порогове значення.  

 Обчислюється зважена сума входів, віднімається порогове значення і в 

результаті виходить величина активації нейрону (вона також 

називається пост-синаптичним потенціалом нейрону). 

 Сигнал активації перетворюється за допомогою функції активації 

(табл. 3.1) і в результаті можна отримати вихідний сигнал нейрону. 

Якщо при цьому використовувати ступінчасту функцію активації 

(вихід нейрона дорівнює нулю, якщо вхід від’ємний, і одиниці, якщо вхід 

нульовий або додатній), то такий нейрон функціонуватиме так само, як 

природний нейрон (відняти порогове значення із зваженої суми і порівняти 

результат з нулем  – це  те ж саме, що порівняти зважену суму з пороговим  

значенням). Насправді, порогові функції рідко використовуються в 

штучних нейронних мережах. Треба пам’ятати, що ваги можуть бути і 

від’ємними, а, в свою чергу, означає, що синапс надає нейрону не 

збуджуючу, а гальмівну дію. 

Це був опис окремого нейрона. Тепер виникає питання: як 

з’єднувати нейрони один з одним? Якщо мережа передбачається для 

використання, то у неї мають бути входи (приймаючі значення тих, що 

цікавлять нас змінних із зовнішнього світу) і виходи (прогнози або 

сигнали, що управляють). Окрім цього в мережі може бути ще багато 

проміжних (прихованих) нейронів, що виконують внутрішні функції. 

Вхідні, приховані і вихідні нейрони мають бути зв’язані між собою. 

(рис. 3.1).  

Ключове питання тут – зворотний зв’язок. Проста мережа має 

структуру прямої передачі сигналу: сигнали проходять від входів через 

приховані елементи і врешті-решт приходять на вихідні елементи. Така 

структура має стійку поведінку. Якщо мережа рекурентна (тобто містить 

зв’язки, що ведуть назад від останніх до перших нейронів), то вона може 

бути нестійка і мати дуже складну динаміку поведінки. Рекурентні мережі 

представляють велику зацікавленість для дослідників в області нейронних 

мереж, проте при вирішенні практичних завдань найбільш корисними 

виявились структури прямої передачі. 

Типовий приклад мережі з прямою передачею сигналу показаний на 

(рис. 3.2). Нейрони регулярним чином організовані в шари. Вхідний шар 

служить для введення значень вхідних змінних. Кожен з прихованих і 

вихідних нейронів сполучений з усіма елементами попереднього шару. 

Таблиця 3.1 – Перелік функцій активації нейронів 

 

Назва Формула Область 

визначення 
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Порогова  









0s1,

0s,
sf

0
 (0, 1) 

Знакова (сигнатурна)  









0s1,-

0s,
sf

1
 (-1, 1) 

Сигмоїдальна 

(логістична) se
)s(f




1

1
 (0, 1) 

Напівлінійна  









0s0,

0s,s
sf  (0, ∞) 

Лінійна s)s(f   (-∞,∞) 

Радиальна базисна 

(Гауссова) 

2se)s(f   (0, 1) 

Напівлінійна з 

насиченням 
 

















11

10

0

s

ss,

0s,

sf  (0, 1) 

Лінійна з насиченням  
















11

11

11

s

ss,

s,

sf  (-1, 1) 

Гіперболічний тангенс 
ss

ss

ee

ee
)s(f








  (-1, 1) 

Трикутна 











10

11

s,

s,s
)s(f  (0, 1) 
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Рис. 3.1 – Схематична будова нейронної мережі. 

 

 

 
Рис. 3.2 – Схема нейронної мережі з прямою передачею сигналу (з одним 

прихованим шаром). 

 

При роботі (використанні) мережі у вхідні елементи подаються 

значення вхідних змінних, потім послідовно відпрацьовують нейрони 

проміжних і вихідного шарів. Кожен з них обчислює своє значення 

активації, беручи зважену суму виходів елементів попереднього шару і 

віднімаючи з неї порогове значення. В подальшому значення активації 

перетворюється за допомогою функції активації і в результаті отримується 

вихід нейрону. Після того, як вся мережа відпрацює, вихідні значення 

елементів вихідного шару беруться за вихід всієї мережі в цілому [31]. 
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3.2 Проблеми, що вирішуються в контексті нейронних мереж 

 

Класифікація образів.  Завдання полягає у вказівці приналежності 

вхідного образу (наприклад, мовного сигналу або рукописного символу), 

представленого вектором ознак, одному або декільком заздалегідь 

визначеним класам. 

Кластеризація/ категоризація. При вирішенні задачі кластеризації, 

яка відома також як класифікація образів «без вчителя», відсутня 

повчальна вибірка з мітками класів. Алгоритм кластеризації заснований на 

подібності образів і розміщує близькі образи в один кластер. Відомі 

випадки їх використання для витягання знань, стискування даних і 

дослідження властивостей даних.  

Апроксимація функцій. Припустимо, що є навчальна вибірка (пара 

даних вхід-вихід) ((х1, y1), (х2, y2), …( хn, yn)), яка генерується невідомою 

функцією F(х), спотвореною шумом. Завдання апроксимації полягає в 

знаходженні оцінки невідомої функції F(х). Апроксимація функції 

необхідна при вирішенні багато чисельних інженерних та наукових 

завдань моделювання.  

Передбачення/ прогноз. Це має значний вплив на ухвалення рішень в 

науці, техніці. Прогноз стану якості водних ресурсів, можливих викидів в 

атмосферу є типовими додатками техніки передбачення / прогнозу.  

Оптимізація. Завданням алгоритму оптимізації є знаходження такого 

вирішення, яке задовольняє системі обмежень і максимізує або мінімізує 

цільову функцію.  

Пам’ять, що адресується за змістом. У моделі розрахунків фон 

Неймана [8] звернення до пам’яті доступне лише за допомогою адреси, яка 

не залежить від вмісту пам’яті. Більш того, якщо допущена помилка в 

обчисленні адреси, то може бути знайдена абсолютно інша інформація. 

Асоціативна пам’ять, або пам’ять, що адресується за змістом, доступна по 

вказівці заданого вмісту. Вміст пам’яті може бути викликаний навіть по 

частковому входу або спотвореному вмісту. Асоціативна пам’ять 

надзвичайно корисна при створенні мультимедійних інформаційних баз 

даних.  

Управління. У системах управління з еталонною моделлю метою 

управління є розрахунок такої вхідної інформації, при якому система 

слідує по бажаній траєкторії, що диктується еталонною моделлю.  

Зрозуміло, що не кожне завдання можна вирішити за допомогою 

нейронної мережі. Необхідно знати, що між відомими вхідними 

значеннями та невідомими виходами є зв’язок. Цей зв’язок може бути 

спотворений «шумом», але він повинен існувати.  

Як правило, нейронна мережа використовується тоді, коли 

невідомий точний вид зв’язків між входами та вихідними значеннями. 
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Інша істотна особливість нейронних мереж полягає в тому, що залежність 

між входом і виходом знаходиться в процесі навчання мережі. 

Якість роботи нейронної мережі сильно залежить від того, які 

навчальні дані надають їй в процесі навчання. Ці дані повинні бути 

типовими для завдання, вирішенню якого навчається мережа [6, 7, 14]. 

Навчання часто є унікальним процесом, коли прийняті рішення багатьох 

проблем можуть бути отримані лише в процесі багаточисельних 

експериментів. Розробникам вирішення на основі нейронної мережі 

потрібне наступне: 

– Вибрати відповідну модель мережі. 

– Визначити топологію мережі (число елементів і їх зв’язків). 

– Вказати параметри навчання. 

Дані, що використовуються для навчання нейронної мережі, зазвичай  

поділяються на дві категорії: одні використовуються для навчання, а інші – 

для тестування. Насправді реальні якості нейронної мережі виявляються 

лише під час тестування, оскільки успішне завершення навчання мережі 

повинне означити відсутність ознак неправильної роботи мережі під час її 

тестування. Процес тестування розробляється так, щоб в його ході для 

даної мережі можна було б оцінити здатність узагальнювати отримані 

значення. Узагальнення в такому випадку означає здатність мережі вірно 

виконувати завдання з даними, які є хоча й аналогічними, що 

пред’являлися мережі в процесі навчання, але все ж таки відмінними від 

них. 

 

 

3.3 Навчання нейронної мережі 

 

Один із найпоширеніших алгоритмів навчання – алгоритм 

зворотного поширення похибки (back propagation) [10, 14]. Це 

інтегрований градієнтний алгоритм навчання, який використовується з 

метою мінімізації середньоквадратичного відхилення поточного виходу і 

бажаного виходу багатошарових нейронних мереж. 

Алгоритм зворотного поширення використовується для навчання 

багатошарових нейронних мереж з послідовними зв’язками виду рис. 3.2. 

Нейрони виконують зважене підсумовування елементів вхідних сигналів; 

до даної суми додається зсув нейрону. Над отриманим результатом 

функцією активності виконується перетворення. Значення функції 

активності є вихід нейрону. 

У багатошарових мережах оптимальні вихідні значення нейронів 

всіх шарів, окрім останнього, як правило, невідомі, і трьох- або складніший 

персептрон (нейрон) вже неможливо навчити, керуючись лише 

величинами похибок на виходах нейромереж. Найбільш прийнятним 

варіантом навчання в таких випадках є градієнтний метод пошуку 
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мінімуму функції похибки з розглядом сигналів похибки від виходів 

нейронних мереж до її входів у направленні, зворотному прямому 

поширенню сигналів в звичайному режимі роботи. Цей алгоритм навчання 

нейромереж отримав назву  процедури зворотного поширення. 

У цьому алгоритмі функція похибки є сумою квадратів похибки 

бажаного та реального виходу мережі. При обчисленні елементів вектора-

градієнта використаний своєрідний вид похідних функцій активації 

сигмоїдального типу. Алгоритм діє циклічно і його цикли прийнято 

називати епохами. На кожній епосі на вхід мережі по черзі подаються всі 

навчальні спостереження, вихідні значення мережі порівнюються з 

цільовими значеннями, розраховується похибка. Значення похибки, а 

також градієнта поверхні похибок, використовується для корегування 

вагових коефіцієнтів, після чого всі дії повторюються. Прикладом правила 

корегування помилки є дельта-правило, яке називають правилом Відроу-

Хоффа. Так, якщо вихідний елемент має активність Y, а дійсний вихід 

повинен бути рівним t, похибка задається формулою 

 

δ= t - Y.                                                    (3.1) 

 

У відповідності з дельта-правилом, необхідно внести корекцію 

вагових коефіцієнтів Δw за формулою 

 

Δw=η δх,                                                   (3.2) 

 

де х – сигнал, що надходить до вихідного шару; 

η – норма навчання. 

Новий ваговий коефіцієнт встановлюється рівним сумі значень 

попереднього вагового коефіцієнту та його корекції 

  Початкова конфігурація мережі вибирається випадковим чином, і 

процес навчання припиняється або коли пройдена певна кількість епох, 

або коли похибка перестане зменшуватися (користувач може самостійно 

вибрати потрібну умову зупинки). 

Словесно такий алгоритм можна описати наступним чином. 

Крок 1. Прочитати перший вхідний зразок і відповідний йому 

вихідний зразок (CONVERGE=TRUE). 

Крок 2. Для вхідного шару встановлюється комбіноване введення 

кожного елементу рівним відповідному елементу вхідного вектору. 

Значення виходу кожного елементу встановлюється рівним вводу.  

Крок 3. Для елементів першого прихованого шару розраховується 

комбінований вхід 

 





n

i
ijij wxwnet

1
0                                          (3.3) 
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та вихід (за сигмоїдальною функцією) 

 

)netexp( j

j



1

1
                                               (3.4) 

 

Крок 3 повторюється для всіх наступних прихованих шарів 

Крок 4. Рівняння (3.3-3.4) застосовуються і для останнього вихідного 

шару для розрахунку комбінованого входу та виходу. Комбінований вихід 

є результатом моделювання системи. 

Крок 5. Визначають, чи потрапляє різниця між цільовим вихідним 

зразком та реальним виходом мережі в допустимі межі. Якщо умова 

CONVERGE=TRUE виконується, мережа навчена, в іншому випадку 

відбувається перехід до наступного кроку 6. 

Крок 6. Для кожного вихідного елементу розраховується його 

помилка 

 

   jjjlj t  1                                        (3.5) 

 

Крок 7. Для останнього прихованого шару розраховується помилка 

кожного елемента 

 

  kj
k

kjjk w 1                                         (3.6) 

 

Крок 7 повторюється для всіх прихованих шарів. 

Крок 8. Для всіх шарів поновлюються значення вагів кожного 

елементу 

 

)n(w)()n(w ijjjij  1                             (3.7) 

 

Крок 9. Виконується прохід від другого до п’ятого кроків.  

Обчислення в мережі виконуються пошарово. На кроці №3 кожен з 

метою отримання похибки із змодельованих виходів мережі віднімаються 

відповідні компоненти цільового вектора. Отримана похибка 

використовується на кроці 5 для корегування вагових коефіцієнтів мережі. 

Кроки 2-5 можна розглядати як «прохід вперед», оскільки сигнал 

поширюється по мережі від входу до виходу. Кроки 6-8 складають 

«зворотний прохід», оскільки тут прохідний сигнал похибки прямує назад 

по мережі до входу, при цьому корегуються вагові коефіцієнти.  

Принципова перевага нейронних мереж лежить в їх здатності 

представляти як лінійні, так і нелінійні стосунки і вивчати ці стосунки 
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безпосередньо за допомогою модельованих даних. Традиційні лінійні 

моделі просто не підходять, коли необхідно моделювати дані, що містять 

нелінійні характеристики, а саме такі дані найчастіше зустрічаються в 

гідрологічних, екологічних та гідроекологічних системах. На початку XXI 

століття виконується велика кількість досліджень нейронних мереж і їх 

застосування для вирішення різноманітних проблем по всьому світу. 

 

 

3.4 Мережі, які застосовують статистичний підхід 

 

Розглянуті раніше моделі нейронних мереж використовували 

детерміновані алгоритми навчання. Слово «детермінований» в даному 

контексті означає, що при необхідності оновлення вагових значень або 

значення активності елементу відповідні величини зміни можуть бути 

визначені в результаті безпосереднього прямого розрахунку. В 

протилежність до цього, для стохастичного алгоритму навчання в будь-

який момент часу дослідник не може спрогнозувати як зміниться стан 

мережі. Іншими словами, за інформацією про теперішній стан 

спрогнозувати наступний стан неможливо. 

 

 

3.4.1 Метод модельного «загартування» 

 

Метод модельного «загартування» є методом, який часто 

використовується при вирішенні проблем оптимізації. Рішення проблеми, 

яка розглядається, представляється у вигляді рішення задачі мінімізації 

деякої функції вартості. Функція вартості визначається в термінах 

глобальної енергії мережі. 

Метод модельного «загартування» базується на аналогії з процесом 

загартування металу. Коли метал піддається загартуванню, він 

нагрівається майже до точки плавлення, а потім поступово охолоджується 

до кімнатної температури. Процес загартування робить метал більш 

гнучким. Якщо метал нагріти до високої температури, атоми рухаються 

хаотично. Якщо метал швидко остудити, атоми застигнуть у випадкових 

положеннях, і навпаки, при повільному охолодженні атоми будуть 

намагатися вишукуватися регулярним чином. 

Аналогію з функцією оптимізації ілюструє рис. 3.3. На даному 

рисунку показана крива, яка задана деякою гіпотетичною функцією одної 

змінної. Ця функція не є гладкою та має декілька (локальних) мінімумів. 

Процедура для знаходження глобального мінімуму є дуже простою. 

Спочатку вибирається діапазон, в якій буде оцінюватись функція. 

Значення функції оцінюється в деякому числі випадково вибраних точок, 

при цьому запам’ятовується найменше з них. Далі діапазон зменшується і 
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значення функції знову оцінюється в деякому числі випадково вибраних 

точок. Знову запам’ятовується найменше з цих значень. Процес 

повторюється знову й знову з поступовим зменшенням діапазону. 

 

 
 

Рис. 3.3 – Локальні мінімуми та глобальний мінімум 

 

Вибір діапазону та його скорочення аналогічний встановленню 

початкової високої температури й поступовому зменшенню цієї 

температури в наступних стадіях. Спочатку точка може знаходитися скрізь 

без обмежень, «стрибаючи» з одного кінця кривої до другого, оскільки 

діапазон з самого початку вибирається великим.  

Ще одним прикладом методу модельного «загартування» – обхід 

локальних мінімумів. Детерміновані алгоритми типу алгоритму зворотного 

розповсюдження, які використовують метод градієнтного спуску, часто 

приводять до локальних мінімумів. Потрапивши в такий мінімум, мережа 

не може більше рухатись по поверхні похибок до більш оптимального 

рішення. Алгоритми, такі як градієнтний спуск, завжди намагаються 

просунутися вниз для того, щоб зменшити величину повної помилки, але 

інколи бажано щось проігнорувати, щоб відкрились можливості для 

подальшого прогресу.   

Метод модельного «загартування» спочатку погіршує роботу мережі, 

щоб потім її удосконалити. Наприклад, при оцінці точки на кривій ця 

точка ніколи не ігнорується, якщо для неї робота мережі покращується, але 

інколи точка може використовуватися навіть при неефективній її роботі. 

Єдиного та остаточного алгоритму модельного «загартування» 

немає, але принцип, на якому базується цей метод закладений в основу 

алгоритму Метрополіса. Основною процедурою цього алгоритму є 

випадковий вибір частини системи для зміни. Зміни завжди приймаються, 
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якщо зменшується глобальна енергія системи, а якщо спостерігається 

зростання енергії, то зміни приймаються з ймовірнісністю Р за формулою 

 

Р=exp(-ΔE/T),                                              (3.8) 

 

де ΔE – зміна енергії; 

Т – температура. 

   

 

3.4.2 Машина Больцмана 

 

Машина Больцмана представляє собою нейронну мережу з 

використанням ідеї модельного «загартування» для оновлення стану 

мережі. В своїй базовій формі машина Больцмана для оновлення стану 

елементу мережі застосовує стохастичний процес. Стан активності є 

біполярним (тобто характеризується значеннями +1 та -1). Енергія 

розраховується за формулою 

 


j i

ijij wss
2

1
-E ,                                           (3.9) 

 

де s позначає стан елементу мережі. Якщо елемент j змінює стан на 

величину js , то зміна енергії дорівнюватиме 

 


i

ijij wssE                                                  (3.10) 

 

Зміну енергії можна виразити у вигляді 

 


i

ijij wssE 2                                                  (3.11) 

 

Це легко довести, якщо розглянути можливі зміни елементу. Якщо 

стан js  в даний час дорівнює -1 і воно змінюється на значення +1, то зміна 

буде дорівнювати +2 або js2 . Для розрахунку вірогідності прийняття 

запропонованої зміни стану зазвичай використовується функція-сигмоїд 

 








 




T

E
-exp1

1
P                                             (3.12) 
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Тому ймовірнісність переходу елементу в новий стан дорівнюватиме 

 
















T
2sexp1

1
P

j
i ijiws

                                      (3.13) 

 

Машина Больцмана може бути застосована в оптимізаційних цілях. 

Машина Больцмана може мати й приховані елементи. Видимі 

елементи (тобто елементи, що пов’язані з зовнішньою середою), можуть 

бути розділені на вхідні та вихідні. Приклад відповідної архітектури  

представлений рис. 3.4 

 

 
Рис. 3.4 – Приклад машини Больцмана з вхідними та вихідними шарами.  

В даному випадку мережа має однакове число вхідних та вихідних 

елементів 

 

Всі елементи мають двохнапрвленні зв’язки з усіма іншими 

елементами, окрім елементів вхідного шару, які не пов’язані 

безпосередньо з елементами вихідного шару. Мережу з такою 

архітектурою можна піддавати направленому навчанню. В ході навчання 

вхідні та вихідні елементи закріплюються (задаються вхідним вектором та 

асоційованим з ним вихідним вектором). По закінченню навчання 

закріплюються тільки вхідні елементи, і мережа виконує деяке число 

ітерацій до тих пір, доки в результаті не встановляться значення вихідних 

елементів. 

Процес навчання керованої мережі Больцмана розділяється на дві 

фази: фазу фіксації, в ході якого вхідні та вихідні елементи закріплюються 
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вхідним та цільовим  зразками, та фазу вільного виконання, в ході якої 

закріплюються тільки вхідні елементи. Мережева статистика 

накопичується протягом обох фаз та використовується згодом для того, 

щоб оновити вагові значення. 

Ваги зв’язку між елементами i та  j корегуються у відповідності з 

формулою 

 

)pp( ijij
 ijw ,                                           (3.14) 

 

де 
ijp  – кореляція між елементами i та  j в ході фази фіксації; 


ijp  – кореляція між елементами i та  j в ході фази вільного виконання. 

В даному випадку кореляція означає ймовірнісність одночасного 

знаходження двох елементів у «включеному» стані.  

 

 

3.4.3 Ймовірнісні нейронні мережі. 

 

Ймовірнісна нейронна мережа (Probabilistic Neural Network – PNN) 

насправді представляє собою  паралельну реалізацію давно відомих 

статистичних методів.   

В мережі PNN зразки класифікуються на основі оцінок їх близькості до 

сусідніх зразків. Відстань до сусідніх зразків є важливим фактором при 

класифікації нового зразка, але важливими є і особливості розподілу 

сусідніх зразків. Статистичні методи використовують ряд критеріїв, на 

основі яких приймається рішення про те, до якого з класів віднести ще 

некласифікований зразок. Одним з методів, на основі якого можна 

прийняти рішення про клас нового зразка, є обчислення центроїда кожного 

класу (тобто усередненої характеристики розміщення всіх зразків в класі) 

(рис. 3.5). 

 

 
Рис. 3.5 –  
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Такий метод чудово підходить для розподілів, подібних на рис. 6.4а, 

але може приводити до похибок класифікацій при розподілах, подібних 

рис. 6.4б. Альтернативний простий і часто вживаний критерій класифікації 

заснований на використанні "найближчого сусіда", для некласифікованого 

зразка шукається найближчий зразок з відомим класом, і 

некласифікований зразок відноситься до того ж класу. Але, знову ж таки, 

такий метод теж не завжди працює, що ілюструє рис. 6.4в. Більш 

"витончені" методи враховують ще й щільність розподілу сусідніх зразків. 

В основу класифікації в мережі РNN покладено використання 

методів Байеса. Ідея полягає в тому, що для кожного зразку можна 

прийняти рішення на основі вибору найбільш ймовірного класу з тих, яким 

міг би належати цей зразок. Таке рішення вимагає оцінки функції 

щільності ймовірностей для кожного класу. Ця оцінка виходить в 

результаті розгляду навчальних даних. Формальним правилом є те, що 

клас з найбільш щільним розподілом в області невідомого зразку матиме 

перевагу в порівнянні з іншими класами. Точно так же буде мати перевагу 

і клас з високою апріорною ймовірністю або високою ціною помилки 

класифікації. Для двох класів А і В відповідно до цього правила 

вибирається клас А, якщо: 

 

hAcAfA(x)> hBcBfB(x),                                         (3.15) 

 

де h – апріорна ймовірнісність; 

с – ціна похибки класифікації; 

f(x) – функція щільності вірогідностей. 

Взагалі, оцінка вартості помилки класифікації вимагає доброго 

знання додатку, але в багатьох додатках ціна помилки класифікації і 

апріорні ймовірності вибираються однаковими для всіх класів. 

Ігнорування ціни помилки і апріорних ймовірностей все ж не рятує 

від необхідності оцінки функції щільності розподілу ймовірностей. 

Оцінити цю функцію можна за допомогою методу Парцена, в якому 

використовується вагова функція, що має центр в точці, яка представляє 

навчальний зразок. Така вагова функція називається функцією потенціалу 

або ядром. Найчастіше в якості ядра використовується функція Гауса. 

Форма цієї функції в разі однієї змінної показана на рис. 3.6. 

Щоб побудувати функцію розподілу класу, для кожного навчального 

вектора розглядається функція Гауса з центром в точці, що відповідає 

цьому вектору. Потім функції Гауса для всіх векторів підсумовуються, в 

результаті чого виходить потрібна функція розподілу. Оцінка функції 

розподілу в одновимірному випадку для даних, що належать одному класу, 

показана на рис. 3.7. На цей раз використовувалася більш проста форма 

функції Гаусса, а саме: 
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                                      (3.16) 

 

Параметр σ задає ширину функції та визначає їх вплив. 

 

 
Рис. 3.6 – Функція Гауса однієї змінної 

 

 
 

Рис. 3.7 – Оцінка функції розподілу, отримана у вигляді суми функцій 

Гауса з центрами в точках, які відповідають даним наявних зразків. 
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4 МАТЕМАТИЧНІ ДЕТЕРМІНІСТИЧНІ МОДЕЛІ 

 

Існує безліч способів класифікації математичних моделей. 

Наприклад модель може бути статичною або динамічною. Співвідношення 

між значеннями двох змінних можна представити одночасно статичною 

або стійкою моделлю та описати алгебраїчним рівнянням. Прикладом 

динамічної моделі може слугувати кількісне співвідношення між миттєвим 

значенням річного стоку в поперечному розрізі за даний час та величинами 

попередньо пройдених опадів над водозбором, який замикається цим 

поперечним розрізом: моделі опади–стік. У динамічних моделях зазвичай 

використовуються прості диференціальні рівняння або диференціальні 

рівняння в приватних похідних. Існує безліч відгалужень в класифікації 

динамічних моделей. 

Категорія динамічних моделей дуже широка та охоплює повний 

спектр підходів. Крайніми з них є, з однієї сторони, повністю емпіричні 

підходи типу «чорного ящика», які не призначені для моделювання 

процесів, що відбуваються всередині басейну та визначають її реакцію, а 

встановлюють відповідність потоку на вході в басейнову систему та на її 

виході. Особливою категорією моделей типу «чорного ящика» є штучні 

нейронні мережі (див. розділ 3). З іншого боку – підходи, що передбачають 

рішення складних систем рівнянь, які базуються на фізичних 

закономірностях та теоретичних концепціях, що визначають гідрологічні 

процеси – так звані «гідродинамічні моделі». Між цими двома крайніми 

підходами знаходяться різноманітні концептуальні моделі. Ці моделі 

представляють собою структуру на основі простих концептуальних 

елементів, наприклад, лінійних та нелінійних резервуарів та потоків, які 

наближено відтворюють процеси в басейні. Ці моделі, незалежно від того, 

чи є вони моделями типу «чорного ящика», концептуальними чи 

гідродинамічними, дають на виході результати  без вказівки відповідних 

ймовірностей настання тих чи інших подій. Через це їх часто відносять до 

детерміністичних моделей. 

Моделі з зосередженими параметрами мають постійні параметри, які 

не змінюються в просторі і, як правило, описуються звичайними 

диференціальними рівняннями, в той час як параметри моделей з 

розподіленими параметрами, фізична сутність яких описується 

диференціальними рівняннями в приватних похідних, можуть змінюватися 

в просторі. Моделі з розподіленими та напіврозподіленими параметрами 

об’єднані, оскільки вони використовують дані про поля розподілу величин, 

отриманих за допомогою дистанційного зондування. Лінійні моделі зручні 

у використанні, так як їх рішення можуть бути отримані в аналітичній 

формі, і вони підкоряються, на відміну від нелінійних моделей, принципу 

суперпозиції. Моделі можуть бути стаціонарними (співвідношення входу - 

виходу та параметрів моделі не змінюються в часі), та навпаки – 



 

 

 50 

нестаціонарними моделями. Моделі можуть бути безперервними 

(описуватися диференціальними рівняннями й інтегралами) та 

дискретними (описуватися рівняннями в кінцевих різницях та сумах). 

В цьому розділі конспекту лекцій розглядаються моделі потоків 

хімічних речовин в руслах річок, проточних водоймищ і лиманів, які 

разом з водним стоком визначають просторово-часовий розподіл 

показників якості води по довжині їх русел. В практиці планування 

водогосподарських систем фактори водного стоку і показники його 

якості взаємозв'язані, що потребує розробляти сумісні математичні 

моделі процесів стоку води і виносу хімічних речовин [11, 16, 27, 29, 

30]. 

    На базі моделей якості води вирішуються завдання проектування і 

побудови гідротехнічних споруд, пов'язаних з великим 

капіталовкладенням. Вживаються також економічні заходи для 

визначення вартості очисних споруд, спроектованих для зменшення 

скиду забруднювальних речовин в річки або для поліпшення якості 

вод в місцях водозаборів. 

      На цей час в зв’язку з широким розподілом по поверхні річкових 

водозборів джерел забруднень (сільськогосподарські, міські) природних 

вод необхідні просторові моделі. За допомогою таких моделей 

забезпечується управління міськими стоками, каналізацією та 

прогнозування якості води, що створюється.  

    Найбільша кількість розглянутих в розділі моделей відносяться до 

типу детермінованих моделей, в яких оцінюються середні показники 

гідрологічних, біологічних або хімічних процесів. Серед розглянутих 

моделей превалюють види відносно простих одновимірних, стаціонарних 

і динамічних моделей. 

 

 

    4.1 Загальна база моделей перенесення речовин 

  

Моделі формування і трансформації хімічного складу природних вод 

часто називають гідрохімічними моделями або моделями якості вод. 

Враховуючи програму курсу «Методи математичного моделювання 

гідроекосисием», в цьому посібнику розглядаються в основному моделі 

винесення з річкових водозборів біогенних речовин, що визначають 

формування і режим еколого-гідрологічних характеристик і процесів у 

водних екосистемах. 

Моделі виносу речовин з водозборів і їх перенесення водотоками  

розрізняються не тільки вибраними методами управління якістю, але 

також типом джерел забруднення води, вибором мети управління якістю 

води, придатністю стаціонарних чи динамічних умов. Теоретичною 
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основою всіх розглянутих моделей управління якістю води є 

фундаментальний принцип збереження маси. 

Принцип збереження маси стосовно до концентрації С(х,t) джерела 

забруднювача всередині будь-якої водної ділянки річкового русла 

формулюється просто: у будь-який  інтервал часу маса заданої речовини, 

перенесена всередину ділянки русла водотоку, мінус маса, винесена з 

ділянки, плюс маса бокового припливу чи відтоку вздовж ділянки 

(позитивна або негативна)  дорівнює зміні маси всередині ділянки. 

На основі аналога закону дифузії і допущення про постійність 

концентрацій як в горизонтальному, так і у вертикальному напрямі може 

бути записано одновимірне диференціальне рівняння збереження маси в 

частинних похідних : 
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де t - час; x – відстань створу водної ділянки від початкового створу; А(х) - 

площа поперечного перерізу русла в створі х; D(x) - коефіцієнт подовжньої 

дифузії в х; C(х,t) - концентрація заданої речовини в х і t; Q(х,t) - витрата 

водної течії в х і t; R(х,t) - сумарна швидкість додавання (або зменшення) 

речовини в ділянці за рахунок бокових джерел і зливів в створі  х  на час t. 

Розв’язок цього диференціального рівняння в частинних похідних 

при відповідних обмеженнях і початкових умовах представляє тимчасовий 

і просторовий розподіли речовини, що цікавить нас, уздовж напряму 

перебігу води.  

 

 

4.2  Стаціонарні моделі однокомпонентної речовини 

 

Якщо період часу вибрано так, що як природна течія, так і скид 

стічних вод постійні, може бути взята умова стаціонарності. Воно має на 

увазі, що концентрація речовини-забруднювача в даній точці х не 

зміняється з часом, тобто 
t


C(х,t) = 0. Потрібно визначити тільки 

концентрації даної речовини в різних пунктах х уздовж течії.  

Ясно, що стаціонарний режим концентрації речовин в заданому 

створі русла можливий тільки в періоди стійкого в часі водного режиму і 

режиму скидів забруднювальних речовин в річку. Такий режим може 

спостерігатися в періоди межені, коли річка одержує тільки підземне 

живлення, тому глибини течії і витрати стоку звичайно низькі. Але саме в 

цей період водозабір з річки для господарських цілей має велике значення 

і дуже впливає на якість вод стоку річки, яка в цей час може досягти 

критичних умов. Тому для тих способів управління якістю води, в яких не 
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передбачається яких-небудь змін з часом, часто розумно розглядати 

деякий критичний набір умов, які можуть виникнути в заданих точках по 

довжині річки в заданий період дня або року. Для цього використовують 

стаціонарні моделі для обчислення розподілу критично високих 

концентрацій заданих речовин по довжині річки.   

Якщо на додаток до припущення, що течії і концентрації джерел 

забруднювача не змінюються з часом, допустити, що для кожного моменту 

параметри дифузії D(x), витрат Q(x) і площі перерізу річки А(х) постійні 

для всіх точок х усередині деякої обмеженої ділянки уздовж перебігу води, 

то стаціонарну форму рівняння (2.1) можна записати у вигляді [16] 
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Щоб використовувати рівняння (4.2) для оцінки концентрацій 

заданої речовини, необхідно визначити член R(x), що описує її утворення.  

Для цього припустимо, що швидкість зміни концентрацій речовини з 

відстанню (швидкість течії постійна) пропорційна наявній концентрації, 

тобто можна записати: 

            

                                                        R(x)= KC ,                                        (4.3) 

 

де K - константа швидкості реакції - коефіцієнт розпаду. 

 

 

4.2.1 Аналітичне вирішення спрощеної стаціонарної                                           

моделі 

 

 В окремих випадках можливо виконати аналітичне вирішення 

диференційного рівняння, яке описує причинно-наслідкові зв’язки 

модельованого явища і власне складає саму математичну модель. 

Зрозуміло, що це може бути у випадках простих аналітичних рівнянь 

моделі, наприклад, коли вдається інтегрувати систему диференціальних 

рівнянь, що зустрічається при значному спрощенні вербальної моделі. Такі 

спрощення зустрічаються при виборі стаціонарної моделі, в якій можна 

знехтувати першим членом рівняння  (4.1), тобто виключити з рівняння 

похідну концентрації речовини по змінній  t. Це поведе за собою інші 

спрощення і рівняння буде просто інтегровано широко відомими 

методами. Але не слід забувати, що така спрощена модель уже відповідає 

другій, теж спрощеній вербальній моделі – вона стане також стаціонарною 

і буде відповідати річці зі стабільним розподілом концентрацій по довжині 

водотоку. В природних водотоках стабільна концентрація може 
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спостерігатися тільки в меженні періоди року. Таким чином, спрощення 

моделі скорочує придатність стаціонарної моделі до розрахунків. 

Введемо в розрахунки середню швидкість води вниз за течією 

U=Q/A . Для водосховищ і лиманів вона усереднюється через цикл. 

Рівняння (2.2) інтегрується для простого випадку з постійними 

параметрами річки. Розглянемо довгу ділянку річки або лиману, в якому 

D, Q, А і U постійні, а концентрація C наближається до нуля як проти течії   

(Х<0), так і вниз (Х>0)  за течією на значній відстані від місця скиду 

заданої речовини (Х=0). За  такими граничними умовами інтегрування 

рівняння (2.2) приводить до наступних виразів для концентрації речовини 

в будь-якому створі X  від скиду речовини в початковому створі Х=0  при 

наявності постійної швидкості W0 : :.  
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Відзначимо, що m  1, а швидкість U і коефіцієнт дифузії D 

позитивні, тому що експоненти в (4.4) завжди негативні, а С(Х) прагне до 

нуля для великих X, що відповідає граничним умовам. Рівняння (4.4) 

допускає, що немає джерел або стоків речовини інших, чим постійне 

скидання при X=0 і природний розпад KC.  

За умов повного перемішування в точці скидання початкова 

концентрація речовини при швидкості надходження W0   при X=0  є 

 

                                                       C0  = 
Qm

W
0                                            (4.6) 

 

 

Для річок з прісною водою, де немає  приливів і відливів, коефіцієнт 

дифузії D часто малий, і, отже, m, визначене рівнянням (2.5) , близьке до 

одиниці. В результаті можна записати: 
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Якщо D мале і дифузія незначна, то (2.4) набуває простої форми. 

Зокрема, для Х<0 С(Х) дорівнює нулю, тоді як для Х>0 

 

                                                  )exp()( 0

U

KX

Q

W
xC  .                     (4.8) 

   

   Рівняння (4.8) є експоненціальним розпадом речовини за час 

перенесення її вниз за течією з точки скидання Х=0. 

    У міру наближення до моря або озера коефіцієнт дифузії D 

збільшується, а швидкість течії U зменшується. Зважаючи на те, що 

витрата води в річці Q дорівнює площі поперечного перерізу А, 

помноженій на швидкість U, тобто   Q=AU, а m може бути записане рівним 

йому виразом  [(U2+4KD)l/2]/U, і, оскільки U наближається до нуля,  Qm в 

(4.4) наближається до А. В такому разі експонента 
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наближається до  DKX / . Таким чином, для малих значень U  з (4.4)  

C(X)  стає рівним: 
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Вважаючи, що для прийнятих умов дифузія набагато перевищує 

адвективне перенесення, профіль концентрації симетричний щодо точки 

скидання при Х=0. Рисунок 2.1 ілюструє профілі концентрації речовини 

згідно з рівняннями (4.4), (4.8) і (4.10). 

Рівняння (4.4), (4.8) і (4.10) можуть бути використані як результат 

розв’язання задачі розподілу концентрації заданої речовини по довжині 

річки на базі одновимірної стаціонарної моделі якості води. Припустимо, 

що параметри моделі  К, D, А і U постійні по всій довжині однорідної 

ділянки річки і що концентрація С(Х) наближається до нуля для великих X.  
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  4.2.2  Розв’язання рівнянь за допомогою  кінцево-різницевих методів  

 

    В практиці екологічного моделювання якості природних вод широко 

використовуються кінцево-різницевий метод  рішення диференціальних 

рівнянь моделі [11, 16, 28]. Основна ідея цього методу полягає в розділенні 

річкового русла річки, водосховища чи лиману деяке число однорідних 

секцій. На рис. 4.1, який взято з роботи [16], показано можливий розділ 

річки або естуарію на секції. Розглянемо баланс, наприклад, концентрації 

розчиненого кисню (РК) в деякій секції k. Якщо дефіцит концентрації 

речовини РК в центрі секції буде Ск, то відповідні концентрації в сусідніх 

секціях будуть СК-1 і СК+1. В кінцево-різницевому методі  передбачається 

повне перемішування води в кожній секції. 

 

 
 

Рис. 4.1 – Розділення річки або естуарію на секції для кінцево-

різицевого наближення. 

 

В лівій частині схеми рис. 4.1 показано розділення русла річки на 

секції, а в правій виписані елементи рівняння балансу маси для заданої k-ї 

секції. Переміщення води і речовин здійснюється завдяки процесам 

адвекції та дифузії. Елементи рівняння балансу речовин для k-ї секції 

показані такими:  адвекція – на вході   Qk[akDk-1+(1-ak)DK], на виході  

Qk+1[ak+1Dk+(1-k+1Dk+1)]; дифузія – на вході    E’k(Dk-1—Dk),     на виході   

E’k+1(Dk—Dk+1).   

Автори роботи [30], використовуючи обчислені для k-ї секції  вхідні і 

вихідні потоки РК, а також зміну змінної концентрації РК  в середині 

секції в зв’язку з впливом аерації, записали наступне рівняння (4.11), яке 

відображає для однієї k-ї секції. Рівняння балансу речовини для k-й секції з 

використанням рівняння балансу має вигляд 
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де Vk – об’єм води в секції k; Ck—концентрації речовини в секції k ; Qk—

потік води в секцію k із секції k—1; Е’
k— коефіцієнт обміну між секціями k 

и k—1; Dk — дефіцит РК в секції k ; 
K

  — безрозмірний коефіцієнт 

перемішування між секціями k і k—1; Kk—константа швидкості реакції для 

речовини в секції k; Wk—  швидкість додатка або усунення дефіциту РК в 

секцію k внаслідок скидів, водозаборів і штучної аерації в секції. 

В цьому розділі розглядаються  стаціонарні моделі якості води, тому 

в рівнянні (4.1) необхідно врахувати незалежність параметрів моделі від 

часу t, тобто  з аналізу виключено похідну концентрації речовини за часом. 

Крім цього, при моделюванні процесу формування дефіциту розчиненого 

кисню необхідно використати так звані спарені реакції, які сумісно 

впливають на концентрацію РК. Одночасно в природних водах проходить 

реакція окислення органічних вуглецевих сполук, а також азотних, які 

впливають на РК і БСК. Тому в праву частину рівняння (4.11) для k-ї секції 

необхідно ввести такі додаткові члени: VkKc
kBc

k  і  VkKN
kBN

k , в яких  Vk – 

об’єм  води в k-й секції;   Kc
k   і  KN

k   - коефіцієнти швидкості розпаду  

відповідно вуглецевих і азотних сполук; Bc
k    і   BN

k   - концентрації 

відповідно від органічного вуглецевого і азотного БCК.                    

Після упорядкування рівняння (4.11) воно має такий вигляд:   
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    (4.12) 

 

На базі рівняння (4.12) програмним способом можна скласти систему 

лінійних рівнянь з неперервним вирішенням задачі для русел річок значної 

довжини. За цією моделлю обчислюються параметри показників якості 

води по всіх секціях, для яких вони невідомі. З точки зору авторів роботи 

[32]  такими параметрами є  Bc
k    і   BN

k  , їх можна обчислити розрахунками 

за системою рівнянь.  

Викладена в цьому розділі модель відноситься до типу стаціонарних 

моделей першого порядку і є досить простою. Якщо необхідно вирішити 

задачі і наявні дані не вимагають більш складних програм, то ці відносно 

прості моделі можуть допомогти виконати численні  питання управління 

якістю вод річкових систем.                    
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4.3 Динамічні моделі  

 

Моделювання природних річкових систем з врахуванням змінювання 

в часі концентрацій речовин і стаціонарними витратами води виконується 

на основі рівняння перенесення (4.1), яке для даного випадку записується у 

такому вигляді: 
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                      (4.12) 

 

де С -  концентрація контрольованої речовини (що розкладається або не 

розкладається); D - коефіцієнт дифузії; А - площа поперечного перерізу 

при координаті x; x-координата вздовж річки; U-швидкість перебігу води і 

∑Sk - джерела і стоки речовини. Необхідно знайти загальне рішення для 

концентрації C  в усіх створах  x  і  в будь-який час t. 

Рівняння (4.12) може застосовуватися для розрахунку концентрації 

різних речовин в створах річкової системи із стаціонарними витратами 

води.  Як приклад нижче наведено рівняння для розрахунку біохімічного 

споживання кисню В(x,t) для річкових систем в такій формі (пояснення до 

членів рівняння наведені під ними):  
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БСК
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                                            (4.13)        

добавка від      - споживання  -  споживання РК +добавка від по-    

фотосинтезу    на дихання           в придонні         верхневого стоку 
    

В наведеному вище рівнянні використовувалися такі позначення :  Р 

–швидкість утворення кисню в процесах фотосинтезу; R – швидкість 

споживання кисню в процесі дихання; SB – швидкість споживання кисню в 

придонні; БСК
C - однорідно розподілене вхідне вуглецеве БСК при річному 

стоці;  
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Кa ,КC  , КN – константи швидкості реаерації, розпаду БСКС і БСКN;  

позначки  (x,t)  після літерного символу вказують на змінюваність 

позначеного символом  параметра з часом і по довжині річки.   

Рівняння типу (4.13) з простими формами виразів, що складають 

його   праву частину і залежні від координат відстані x і часу t, може дати 

просте рішення. Тому воно може бути проінтегроване для визначення 

змінних  в часі поздовжнього розподілу БСК і РК. Слід відзначити, що 

рішення можна одержати при інтегруванні  рівняння, приймаючи, що 

a

NC KKK ,, , A  і  U можуть бути осереднені в межах кожної секції, на які 

розділене русло річки. При цьому необхідно мати дані концентрацій БСК, 

Bc(0, t)  і  BN(0,t) для першої і останньої точки русла річки, що вивчається. 

Як початкові і граничні умови необхідно знати зміну в часі концентрації 

БПК для початкового створу (при х=0), а також розподіл по довжині річки 

БСК в початковий момент часу (при t=0).  Інтегралом цього рівняння є 

B(x,t), тобто розподіл в часі і по довжині річки шуканого значення БСК. 

Аналітичний розв’язок рішення рівняння (4.13) можливий для випадку 

нехтовно малої дифузії БСК  по зрівнянні з адвективним перенесенням. 

 

 
 

Рис. 4.2 - Результати розрахунків розчиненого кисню по  (4.13) 

а – початковий дефіцит РК;  б – дефіцит кисню від БCКС ;  в – дефіцит 

кисню від розподіленого БCКN;  г - дефіцит кисню від розподіленого 

БCКС; ∂ - усереднений в часі дефіцит кисню від σРК; е – повний середній 

дефіцит кисню з урахуванням усіх складових. 
 

Кожна складова інтегрованого рівняння по частинах представляє 

різні ефекти їх впливу на форму поздовжнього профілю. Автором в роботі 

[16] наведені алгебраїчні форми часткових рішень рівняння (4.13). На 

рис. 4.2  зображені тільки криві внесків кожної із частин від кожної 

складової рівняння в загальну концентрацію розчиненого кисню  (DO)   і  
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форму  поздовжнього профілю DO = f(х), де  х – відстань від початкового 

створу. В поясненні під рис.4.2 наводиться  перелік причин формування 

дефіцитів кисню, а схема профілю на рис. 4.2,е відповідає повній 

осередненій кривій DO  з врахуванням всіх складових (а-∂). 

Описані в цьому розділі моделі дозволяють оцінити просторовий 

розподіл параметрів та індексів якості води і їх можна після оптимізації  

параметрів використовувати  для прогнозування і управління якістю їх вод.    

 

 

4.4  Моделі багатокомпонентної річкової системи 

     

Скиди антропогенних вод, особливо ті, що містять велику кількість 

біогенних елементів, впливають на водні екосистеми і на їх загальну 

біологічну продуктивність, а також на окремі популяції бактерій, 

одноклітинних, фітопланктону, зоопланктону, риб і інших організмів. З 

метою безперервного контролю і управління якістю природних вод 

необхідно розробляти операційні імітаційні моделі для водних екосистем, 

які можуть чисельно інтегрувати рівняння типу (4.12). Такі моделі 

використовуються для різних показників якості води, включаючи 

консервативні речовини, біомасу водоростей, амонійний, нітритний і 

нітратний азот, фосфор, вуглецеве біохімічне споживання кисню, 

розчинений кисень, коліформи і радіонукліди. Нижче наведені 

математичні вирази, що описують характерні реакції і взаємодії між цими 

біотичними компонентами. Вплив дифузії і перенесення тут не враховані. 

Представлені нижче рівняння імітаційних моделей складають модель для 

водної екосистеми  під  назвою QUAL II, побудовану  для Американського 

Агентства охорони навколишнього середовища [16, 27, 32]. Нижче 

наведені математичні рівняння, які описують характерні реакції і 

взаємодію між біотичними компонентами. Саме вони представляють 

значний інтерес для всіх, хто вивчає закономірності формування якостей 

природних вод з наміром складання моделей управління водними 

екосистемами і прогнозування їх стану. 

Хлорофіл а має концентрацію Сa , яка  вважається пропорційною 

концентрації фітопланктону А: 

 

                                                Сa = 0  A.                                             (4.14) 

 

      Зростання і продукція біомаси водоростей А оцінюється похідною 

(dA/dt), що змінюється з часом і залежить від їх питомої швидкості росту 

µA  , питомої швидкості відмирання  ρA  , швидкості осідання σA  , та 

середньої глибини потоку ha . Всі величини відносяться до окремого 

елементу річки  dх. Концентрація водоростей залежить також від функції 

виїдання Gz вищими трофічними рівнями, таким, як зоопланктон. Отже,  
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Z
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AA
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h

A
A

dt

dA
 1


 .                               (4.15)   

                    

Показники швидкості росту водоростей залежить від температури, 

біогенних елементів (азот, вуглець, фосфор) і світла. Питома швидкість 

росту водоростей   в даній точці річкової системи обчислюється по 

стандартній формулі Михаеліса-Ментен [16], згідно якої швидкість росту є 

зростаючою функцією від існуючої концентрації S: 

 

                                                =max

SK

S

S


.                                               (4.16) 

 

Наведемо методи обчислення коефіцієнту .. З формули (4.16) 

видно, що при KS =S       дорівнює половині максимальної швидкості 

росту mах , тому цей параметр називається константою напівнасичення. У 

моделі швидкість росту водоростей може лімітуватися недоліком 

нітратного азоту NО3, фосфору Р, вуглецю С, світла L або температурою: 
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де A - питома швидкість росту біомаси водоростей; 
max

20,A
   - максимальна 

питома швидкість росту біомаси водоростей при 20°С;  - температурний 

коефіцієнт в межах від 1,02 до 1,06; Т-дійсна температура води °С; NО3 , Р, 

С-концентрація нітратного азоту, фосфору фосфатів і вуглецю; Кс, KNO3, Кр 

- залежні від температури константи напівнасичення для водоростей; L-

інтенсивність світла; КL - коефіцієнт напівнасичення для світла; λ-

коефіцієнт ослаблення світла у воді; Da - середня глибина потоку. 

При відсутності в воді будь-якого лімітуючого біогенного елементу 

швидкість росту водоростей рівна нулю. Останній метод включає тільки 

просту формулу Михаеліса-Ментен для головних лімітних факторів - 

субстрату або світла, які стримують зростання водоростей. При цьому 
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З метою подальшого аналізу введемо рівняння для обчислення 

швидкості питомого спадання  біомаси  A :  

                                                  

                                                 A = 20 T-20 ,                                     (4.22) 

 

де Т-температура води,  °С;    -   температурна константа; 20 - 

швидкість питомого спаду при 20°С.  

Функція видання  Gz   записується по формулі: 
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,ZAZZ

ZFG                                          (4.23)  

 

де Z - питома швидкість росту зоопланктону обчислюється по так: 
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а KA  залежна від температури константа напівнасичення для 

концентрації біомаси водоростей. Питома швидкість росту зоопланктону 

Z,  помножена на концентрацію зоопланктону Z і коефіцієнт 

трансформації FF,Z , оцінює спад біомаси водоростей унаслідок виїдання 

зоопланктоном Gz . 

Азотний цикл описується диференціальними рівняннями, що 

визначають трансформацію азоту з однієї форми в іншу. Для амонійного 

азоту NH4 
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де NH3 - концентрація амонійного азоту; 1 - частина мертвої біомаси 

водоростей, перетворена бактеріями в амонійний азот; A- питома 

швидкість спаду, залежна від температури; A - концентрація біомаси 

водоростей; i— швидкість біологічного окислення NH3, залежна від 
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температури; 3 - швидкість надходження NH3  унаслідок життєдіяльності 

бентосу; Ax-середня площа поперечного перетину потоку для координати 

X. 

Для нітритного азоту NO2 
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                               (4.26) 

 

де NO2 - концентрація нітритного азоту; 1 - швидкість окислення NH3 до 

NO2 ; 2 - швидкість окислення NO2 до NО3 . 

Для нітратного азоту NO3  

 

                                        ANO
dt

dNO

A


122
3                                (4.27) 

 

Тут параметри і змінні визначаються так само, як для рівнянь (2.25) і 

(4.26), які  описують азотний цикл.  

В циклі фосфору розглядаються тільки взаємодії фосфору і 

водоростей, а також надходження фосфору. Таким чином, диференціальне 

рівняння, що описує змінну в часі концентрацію фосфору ортофосфатів Р, 

записується  так: 

 

,+)(=
2

2
X

AA A

σ
μρAα

dt

dP
                                     (4.28)                   

 

де 
2  - частина фосфору в біомасі водоростей; 2 - швидкість прибутку 

фосфору з бентосу. 

Вуглецеве біохімічне споживання кисню БПКC  записується у 

вигляді реакції першого порядку 

                                

                             
CSСC

C

БПКKБПКK
dt

dББП
                     (4.29) 

 

де KC - константа швидкості споживання кисню або розпаду вуглецевого 

БПКС , яка залежить від температури ; Ks
 - швидкість спаду вуглецевого 

БПКС унаслідок осідання. 

Поглинання кисню бентосом передбачається залежним тільки від 

площі поперечного перетину А в координаті х і рівним b /Ах , де b— 

відповідна константа швидкості. 
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Диференціальне рівняння, яке описує швидкість зміни концентрації 

розчиненого кисню, записується у вигляді 
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               (4.30) 

 

В рівнянні (4.30) крім понять, визначених вище, DOS(x) - насиченість 

розчиненого кисню, змінне в часі, в координаті x; DO(x) - концентрація 

розчиненого кисню в координаті x; Ка - константа швидкості реаерації, 

залежна від температури; 3  - швидкість надходження кисню при 

фотосинтезі на одиницю біомаси водоростей ; 
4 , 5 , 6   - швидкість 

споживання кисню відповідно на одиницю біомаси водоростей, на 

одиницю окисленого амонійного азоту, на одиницю окисленого нітритного 

азоту. 

Іншими показниками якості води є концентрації коліформ і 

радіонуклідів. Для найбільш ймовірнісного числа коліформ F швидкість 

зміни рівна 

          

                                            ,FK
dt

dF d                                            (4.31)   

 

де Kd-константа смертності. Швидкість зміни радіонуклідів може бути 

описана рівнянням диференціальним наступним: 

 

                                           ,RR
dt

dR

ar
                                        (4.32)  

 

де γr - швидкість радіоактивного розпаду ; γа - швидкість радіоактивної 

абсорбції на облягаючі частинки і інших механізмів відходу радіонуклідів 

з водної товщі. Теплота - остання змінна, яка впливає на швидкість 

більшості реакцій і сама по собі є можливим забруднювачем. 

Моделювання температури одновимірного потоку включає те ж рівняння 

безперервності і перенесення (4.12). Змінна С в цих рівняннях може бути 

визначена як ρсТ - кількість теплоти на одиницю об'єму води, де Т-

температура води; ρ - щільність води,  с - питома теплоємність води. 

Швидкість перенесення теплоти через кордон зручно представляти 

як потік на одиницю площі HN  з розмірністю.  Для ділянки потоку 

завдовжки Δх і середньої ширини поверхні W повна швидкість перенесення 

теплоти через водну поверхню складає НN (Δх)W. Якщо середня площа 

поперечного перетину рівна А і розподіл температури за всім обсягом 

А(Δх) постійний, то Sн= НN /D, де D - гідравлічна глибина ділянки D=A/W. 
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Таким чином, рівняння для температури може бути записано як функції 

часу t і відстані х: 
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                зміна в зв’язку             зміни в зв’язку  з 

                   з  переносом       джерелами і стоками 

 

 Тепловий потік HN може бути виражений як (ТE -Т), де TE - рівноважна 

температура водної поверхні, при якій швидкість теплового потоку через 

поверхню повітря-вода рівна нулю; параметр  - потік теплоти на одиницю 

різниці температур. Цей параметр і рівноважна температура TE залежать 

від атмосферних умов і якості води, тому вони непостійні. 

 

 

4.5  Моделювання міських і сільськогосподарських стоків 

 

В умовах реальних стокових поверхонь частіше зустрічаються 

неточкові, або, як їх ще називають розподілені забруднюючі стоки, що 

поступають з окремих площ річкових басейнів. Головними неточковими 

джерелами забруднювачів є вуглецеве і азотне БСК, хвороботворні 

бактерії, біогенні речовини, донні відкладення, пестициди і метали.  

Представлені в цьому пункті моделі дуже прості по формі і мають характер 

емпіричних залежностей, форма яких установлюється на базі численних 

вимірювань показників водного стоку та виносу ним  наносів і хімічних 

речовин, як зважених, так і розчинених. Прості математичні вирази цих 

моделей використовувані без калібрування для приблизної оцінки 

розподіленого навантаження, тому такі моделі рідко бувають 

достовірними. 

Деякий позитивний ефект мали ці моделі для розрахунків якості 

водного стоку з водозбірної площі в межах забудованої міської ділянки або 

сільськогосподарської площі. Від забудованих площ джерела забруднення 

переносяться у водні об'єкти через каналізаційні системи, як загальні, так і 

спеціально для дощового стоку. Перенесення сільськогосподарських 

джерел забруднення здійснюється через поверхневі потоки і частково 

підземні. 
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Слід відмітити, що  розподілене моделювання на базі неточкових 

джерел може бути реалізовано в основному для міського і так званого 

сільськогосподарського стоку [16]. Міський стік може моделюватися з 

використанням звичайних   методів гідравліки для проектування 

каналізації. Неточковому моделюванні  сільськогосподарського стоку і 

змиву речовин сприяє виділення окремих оброблюваних полів з 

однорідними умовами формування стоку на обмежених площах. Більш 

детального врахування неточкового характеру джерел і стоків забруднень 

в цих моделях не проводилося. Не враховувався також просторовий 

розподіл таких факторів  стоку і змиву речовин, як зливові опади та 

попередня зволоженість ґрунтів і інших чинників якості вод поверхневого 

стоку, не кажучи вже про структуру розрахункових формул. В наступних 

розділах посібника  викладено просторові моделі формування полів стоку 

води і виносу речовин, основані на теоретичному обґрунтуванні структури 

моделей і їх реалізації на базі просторо во-часових полів факторів якості 

вод стоку. Ознайомлення з моделями, викладеними в цьому розділі, мало 

мету показати досить оригінальні способи оцінки характеристик 

поверхневого регулювання і змиву речовин з забудованих та зайнятих під 

сільське господарство територій. 

Викликають інтерес методи розрахунків виносу речовин з міських та 

сільськогосподарських територій при достатньому для стоку об'ємі 

дощової води, коли хімічні речовини транспортуються з поверхні 

водозбору як в твердій, так і в розчиненій формах. Співвідношення 

концентрацій розчиненої і твердої фаз хімічної речовини в суспензії і 

безпосередньо у воді часто моделюються лінійним  співвідношенням у 

формі  

            

                                                    S = k d ,                                                 (4.34) 

 

 де d - концентрація хімічної речовини в розчині %0 або мг/дм3; S -

концентрація хімічної речовини в зваженому стані % або мг/дм3. 

Коефіцієнт пропорційності k до може бути одержаний дослідним шляхом 

під час сильного дощу -  визначаються концентрація хімічної речовини s0, 

мг/кг, об'єм дощового стоку Q, м3, втрата відкладень, що поступає в стік, є 

X, кг Повна втрата хімічної речовини Р може бути розділена на тверду 

фазу (адсорбовану) і розчинені речовини s  і d, мг, відповідно: 

 

                                   P = S + D = s0X + d(1000·Q).                                (4.35) 

 

Якщо основна частина відкладень, накопичених на поверхні 

водозбору, відразу вимита дощем, тоді Р може бути оцінене як  s0X. Тоді 

концентрації s і d можуть бути знайдені з рівнянь (4.34) і (4.35):            
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Викладені методі розділу виносів речовин на розчинені і зважені 

використовуються про моделюванні змивів як з міських так і 

сільськогосподарських територій. У моделях для сільськогосподарської 

водозбірної ділянки наявність джерел забруднення іноді обчислюється за 

допомогою хімічних моделей ґрунту, які піддаються штучному 

дощуванню. 

 

 

4.5.1  Моделі міських стоків 

 
Водонепроникна частина площі водозбору (наприклад, вулиця, 

площі міста, ділянка для стоянки, поверхня даху) вважається ключовим 

параметром в моделях міського стоку. Коефіцієнт стоку і швидкість 

водних потоків з таких площ набагато вищі, ніж з непокритих поверхонь. 

Крім того, пил і інші атмосферні джерела забруднення, послід, листя 

попадають в стічні канави та колектори з водонепроникними поверхнями. 

Таким чином, розподілене навантаження джерел забруднень від 

забудованої площі водозбору прямо залежить від площі його 

водонепроникної поверхні. Розглянемо окремо елементи розрахункової 

схеми виносу хімічних речовин міським стоком. 

Об'єм стоку. При добових опадах  Rt, см на забудовану площу 

водозбору деяка частина  опадів (1-C) обов'язково витрачується на 

просочування в ґрунти (C- коефіцієнт стоку). Остаток опадів CRt , який 

кожної миті спрямовується у вигляді стоку по поверхні схилу. Якщо 

дощова вода попала в безстічні виїмки, то деякий час вона буде їх 

заповнювати, утворюючи DSt -  місткість накопиченої в калюжах води, сток 

якої почнеться тільки після їх переливу. Таким чином, якщо позначити 

повний об’єм стоку за добу  Qt , см, то його можна записати таким 

рівнянням при виконанні поруч наведеної умови [16]: 

 

                                 Qt = CRt - DSt               для    CRt > DSt.                 (4.38) 

 

На рис. 4.3, накопичення в низинах може розглядатися як 

водозбірний накопичувальний резервуар з об'ємом DS*. Опади за 

попередню добу можуть складати частину накопичення, так що 

накопичення опадів за поточний день DSt буде менше, ніж повна місткість  

DS*.  
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Рис. 4.3 -  Схематична модель міського стоку. 

 

Місткість накопиченої на поверхні води в поточну добу DSt  рівно 

наявному шару опадів за попередню добу DSt-1  мінус вода, що стекла за 

добу із стоком, плюс втрати Lt-1 унаслідок випаровування або 

просочування. Таким чином: 

 

                          DSt = max (DSt-1-CRt-1+Lt-1).                                               (4.39) 

 

Втрати Lt не можуть перевищувати DS*-DSt або деякої константи 

Lt
max, яку можна оцінити. Можна припустити, що при відсутності дощу 

низини висихають через 1 добу. В цьому випадку: 

 

                                     max(DSt-1-CRt-1; 0)        Rt-1>0  

                           DSt =                                                                                 (4.40) 

                                            DS*                         Rt-1=0.           

       

 Таким чином, модель міського стоку включає рівняння (4.39) і (4.40) 

, засновані на даних добових опадів, коефіцієнті стоку С і 

накопичувального об'єму в низинах DS*. Останні два параметри С і DS*  

можуть бути оцінені по водонепроникній частині поверхні водозбору b. 

Якщо сi і сp - частина опадів, які випадають відповідно на водонепроникні і 

водопроникні поверхні, то середній коефіцієнт стоку для водозбору буде 

таким: 

 

                                       С=сib + сP(1-b).                                                      (4.41) 

 

Позначимо об'єми накопичення води на ділянках водонепроникних і 

водопроникних низин відповідно літерами di і dp,,  тоді повний об'єм 

накопичення в низинах запишеться так: 

 



 

 

 68 

                                    DS* = di b + dp(1-b).                                                 (4.42) 

 

Водонепроникна частина території може бути оцінена за 

матеріалами аерофотознімання або по картам місцевості. Іноді 

використовуються рівняння регресії, які зв’язують розміри цієї території з 

щільністю населення PDd, наприклад: 

 

                                            b =0.069PDd
0.48.                                                (4.43) 

 

У цьому рівнянні b-водонепроникна частина забудованої поверхні 

водозбору, а PDd-щільність населення, людей/га, що проживає на 

забудованій площі. Але якщо площа стоку забудована тільки частково, при 

підрахунках щільності населення PDd  враховується тільки фактична 

забудована площа. 

Накопичення осадового матеріалу. В містах об'єми щодобових 

відкладень на заселених територіях визначаються службами спостережень 

середніми значеннями, які зв`язуються з довжиною узбіччя доріг. 

Вважається, що саме вони є головними збирачами грязі і сміття, добове  

відкладення яких, Y, кг/доба, в свою чергу представляється так: 

 

                                                      Y = yL  ,                                                   (4.44) 

 

 де L - повна довжина, км, узбіччя на поверхні міського водозбору; у - 

добове накопичення відкладень на одиницю довжини узбіччя, кг/(км·доба). 

Оцінені значення Y  є функціями землекористування і географічних 

областей.  Сумарна довжина узбіччя L може бути прийнята рівній 

подвоєній довжині вулиць на площі водозбору. 

При великій щільності населення PD, люд/га може бути одержана з 

регресії апроксимація [14]: 

 

                                            L= A[0,31 -0,27(0,93)PD],                                 (4.45) 

   

де А -площа водозбору, га. 

 Накопичення джерел забруднення. Забруднювачі з міських 

неточкових джерел адсорбуються в поверхневих відкладеннях, тому різні 

речовини накопичуються  пропорційно кількості відкладень, що 

утворилися. Концентрація джерел забруднень в осаді звичайно 

пов`язується  з типом землекористування, а саме – комерційне, 

індустріальне, середовище 1-ої чи 2-х сімей, парк та інше.   

Якщо концентрація i-го забруднювача  у відкладеннях є si  мг/кг, то 

щодобове накопичення від цього забруднювача, кг/доб, складе: 

       

                                                 Yi=10-6 si yL,                                                (4.46) 
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Це рівняння представляє функцію навантаження міських поверхонь 

забруднювачем, яку можна застосувати для оцінки концентрації і 

накопичення відкладень на міських площах водозбору, причому, слід 

враховувати різні види землекористування. Наприклад, якщо аj - частина 

поверхні водозбору при землекористуванні під номером j, тоді  sij  і  yi - 

концентрації забруднювача і щодобове накопичення осаду для цього виду 

землекористування, тобто: 

 

                                         Yij = 10-6L Σ aj sij yi.                                             (4.47) 

 

Щодобова імітаційна модель виносу речовин стоком з міського 

водозбору. Щодобова імітаційної модель може бути скомбінована з 

рівнянь (4.38) - (4.47) для визначення втрат забруднювача в стоці і оцінці 

впливу режиму прибирання вулиць на ці втрати. Позначимо Yit - 

накопичення i-го забруднювача  в кг на початку  t-го  дня , тоді 

накопичення на кінець наступної доби буде обчислюватися так:  

                            

                                         Yi,t+1 = Yit + Yi +Pit - Wit ,                                      (4.48) 

 

де Yi може бути одержане з (4.); Рit і Wit, - винесення забруднювача - 

відповідно стоком і очистка вулиць міста при їх прибиранні, кг/доб. Якщо  

вулиці вбираються з ефективністю e кожні h днів після t=0, то 

 

                     

                   e(Yit+Yi),      t = h, 2h, 3h…; 

         Wit=                                                                                                 (4.49) 

                   0             t не рівне   h, 2h, 3h… 

 

    

Частина накопичених відкладень і забруднювача Wt  буде вимита з 

поверхні водним стоком, тому Wt, залежить від об'єму стоку і може бути 

обмежене пороговим стоком Q0, см. Якщо сток його перевищує, то 

відбудеться повне вимивання, а при об’ємі стоку меншим  Q0  вимивання 

передбачається лінійним: 

 

                                             Pit= Wit(Yit-Yi)                                                     (4.50) 

 і 

                                         Wt = 1     при Qt>Q0 

                                                            Wt = Qt /Q0      Qt≤Q0    ,                                                                (4.51) 

 

 

де Qt - стік, см, за добу t по (4.38). Отже, повна модель складається з 

рівнянь (4.38), (4.40), (4.47) і (4.50) - (4.51). Щодобові кількості опадів є 
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гідрологічними вхідними даними, а щодобова кількість Qt і якість Pt стоку 

є вихідними характеристиками моделі. 

Таким чином, якість води, що стікає з водозбірної території міста, 

залежить від забруднювача і його вимивання при різних способах 

очищення, а також обов'язково залежить від розподілу твердих і 

розчинених забруднюючих речовин в стоці.  

 

 

   4.5.2   Моделі сільськогосподарських стоків 

 

Основні домішки у вигляді відходів, що знаходяться в 

сільськогосподарському стоці, є біогенні речовини, пестициди і зважені 

частинки. Поверхневі води, які стікають по відкладенням мілкозему є 

транспортуючим середовищем для біогенів і інших потенційних 

забруднювачів з прибраних полів. 

Стік. Модель стоку  Qijt  см, з посіву j на грунті i протягом доби  t  

використовує такі рівняння з умовами [14]: 

                

                   Qijt = ,
8,0

)25,0( 2

ijtt

jtit

SR

SR




                 ящо  Rt>0,25Sijt                     (4.52) 

      і            Qijt  =       0                                        інакше,                                      

 

де  - опади, см, протягом доби t; Sijt – параметр затримання води, см, який 

залежить від гідрологічних і грунтових умов, способу посіву, а також 

кількості п'ятиденних опадів. Опади Rt  розглядаються протягом 1 доби.  

Рівняння (4.19) завдяки своїй простоті має широке застосування, проте 

воно не прогнозує графік стоку. Цей недолік заповнюють використанням 

параметричних гідрологічних моделей, які будуть викладені в наступному 

розділі посібника. 

Винесення наносів. Моделі, що описують винесення наносів з 

поверхні ґрунтів або моделі їх ерозії, засновані на універсальному рівнянні 

втрати ґрунту, яке має вигляд: 

 

                                     Xij = E (Ki LSi CFj Pi),                                               (4.53) 

 

де X ij - середньорічна втрата ґрунту i-ою площею з посівом j, т/га; Е - 

індекс ерозійності опадів (EKi вимірюється в т/га); Ki - фактор схильності 

ґрунту до ерозії; LSi-топографічний чинник, який визначається ухилом 

посівної площі і завдовжки схилу; CFi - чинник покриття для посіву j; Рi - 

фактор способу утримання ґрунту (оранка перпендикулярно ухилу, 

створення терас і т. д.). Останні три параметри безрозмірні. Оскільки 
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параметри, що входять в (4,53), визначені і зведені в спеціальних таблицях, 

оцінка середньорічної ерозії є достатньо простою. 

Оцінка середньорічної втрати ґрунту є складним завданням при 

визначенні факторів, що впливають на якість води з водозбірних 

територій. Тому    універсальне рівняння втрати ґрунту було модифіковано 

-  запропоновано таке рівняння для опису втрат ґрунту Хijt, т/га, за добу t, 

пов'язаних з кількістю стоку Vijt, м
3, і піковим стоком qijt, м

3/с: 

 

                                    
ijtiijtijt

ij

ijt
PCFLSqV

A
X 56,0)(

8,11
    ,                               (4.54) 

 

  де Aijt - площа водозбору, га: 
jt

CF  - чинник прикриття за t діб. 

Забруднювачі в сільськогосподарському стоці. Відомо, що 

забруднювачі від розподілених джерел мають розчинену і адсорбовану 

форми, стік з посівних земель виносить речовини в розчині разом з 

речовинами, адсорбованими на зважених частинках наносів. 

Прості моделі оцінюють втрату джерел забруднень «на краю поля» 

шляхом перемноження значень стоку і ерозії на усереднені концентрації 

джерел забруднень стоку.  

 Втрати джерел забруднювача у вивітреному ґрунті можуть бути визначені 

з рівняння 

 

                                   Lijt = 10·ei Cs
i Xijt Aij   ,                                                (4.55) 

 

 де Сs
i - концентрація забруднювача, мг/кг, в ґрунті; Lijt, Xijt, і Аij визначені 

вище. Величина еi - безрозмірний коефіцієнт збагачення, який звичайно 

більше 1, бо концентрація джерел забруднення у вивітреному ґрунті 

звичайно вище, ніж в ґрунті, не схильному ерозії. Типові значення 

коефіцієнтів збагачення - від 2 до 4 для азоту і від 1,5 до 2,5 для фосфору. 

При оцінці втрат біогенних речовин концентрації азоту і фосфору в 

рівнянні (4.54) іноді можуть визначатися за даними ґрунтових проб. 

Рівняння (4.53), (4.54) і (4.55) можуть бути зведені в просту 

імітаційну модель для оцінки вимивання джерел забруднювачів від 

розподілених джерел на сільськогосподарському полі водозбору.  
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