
МІНІСТЕРСТВО ОСВІТИ УКРАЇНИ 
Одеський гідрометеорологічний інститут 

 
 
 

Школьний Є.П., 
Лоєва І.Д., 

Гончарова Л.Д. 
 
 
 
 

ОБРОБКА ТА АНАЛІЗ 
ГІДРОМЕТЕОРОЛОГІЧ

НОЇ ІНФОРМАЦІЇ 
 
 
 
 
 

Затверджено Міністерством освіти України  
як підручник для студентів гідрометеорологічного  

напрямку навчання 
 
 
 
 
 
 
 

Одеса   1999 р. 



МІНІСТЕРСТВО ОСВІТИ УКРАЇНИ 
Одеський гідрометеорологічний інститут 

 
 
 

Школьний Є.П., Лоєва І.Д., Гончарова Л.Д. 
 
 
 
 
 
 
 
 

ОБРОБКА   ТА   АНАЛІЗ  
ГІДРОМЕТЕОРОЛОГІЧНОЇ ІНФОРМАЦІЇ 

 
 
 
 
 

Затверджено Міністерством освіти України  
як підручник для студентів гідрометеорологічного  

напрямку навчання 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Одеса   1999 р. 
 

 



УДК   551.58 
 
 
Школьний Є.П., Лоєва І.Д., Гончарова Л.Д. 
 
 
Обробка та аналіз гідрометеорологічної інформації: - 
підручник, - К. : Міносвіти України, 1999.-             с. 
 
 

Розглядаються  методи статистичного аналізу сукупностей 
гідрометеорологічних величин, багатовимірного стаистичного 
аналізу атмосферних процесів та метеорологічних величин. Для 
судентів, аспірантів гідрометеорологічного напрямку навчання, 
а також фахівців - гідрометеорологів    
 

 
Іл.            Табл.                Бібліогр.:                    назв. 
 
 
 

Рецензенти: 
 

Глушков О.В., д.ф.-м.н., професор, зав. кафедрою вищої  та 
прикладної математики (Одеський гідрометеорологічний 
інститут). 
Відділ метеорології Українського наукового центру екології 
моря (зав. відділом, д.г.н., професор  Тарнопольський А.Г.) 
 
 
 
Науковий редактор : д.т.н., професор Школьний Є.П.  
 

 
 



 
ПЕРЕДМОВА 

 
У зв’язку з широким застосуванням методів 

математичної статистики та теорії випадкових процесів,  які є 
могутнім інструментом досліджень практично у всілякій сфері 
знання і особливо в гідрометеорологічних науках та практиці 
обслуговування галузей господарства, в учбові плани вищих 
учбових закладів, де відбувається підготовка фахівців 
гідрометеорологічного напрямку, включені спеціальні 
дисципліни: “Методи обробки та аналізу гідрометеорологічної 
інформації”, а також “Багатовимірний статистичний аналіз 
атмосферних процесів та метеорологічних полів”. В цих 
дисциплінах викладаються статистичні методи  аналізу 
сукупностей гідрометеорологічних величин і метеорологічних 
полів, методи побудови статистичних моделей 
гідрометеорологічних прогнозів.  

Проходження студентами зазначених учбових курсів 
пов’язане зі значними труднощами із-за відсутності відповідної 
учбової літератури. Існуючі численні підручники й учбові 
посібники з математичної статистики і теорії випадкових 
функцій ,що створювалися для підготовки фахівців з 
відповідних галузей науки і техніки, не можуть у повній мірі 
задовольнити потреби учбового процесу студентів-
гідрометеорологів .      

Вони, по-перше, утримують специфічний комплекс 
методів, потрібних для розв’язку відповідних задач, і не 
відбивають багатьох аспектів теорії, вельми важливих для 
гідрометеорологічних наук, по-друге, потребують знання 
специфіки технічних дисциплін. 

В основу підручника “Обробка та аналіз  
гідрометеорологічної інформації” покладені курси лекцій з 
дисциплін “Методи обробки та аналізу гідрометеорологічної 
інформації” і “Багатовимірний статистичний аналіз 
атмосферних процесів та метеорологічних полів”, що 
викладалися авторами протягом ряду років студентам 
Одеського гідрометеорологічного інституту. Він розрахований 



на студентів спеціальностей : гідрологія, океанологія, 
метеорологія та агрометеорологія. Більшість розділів 
підручника може використовуватись студентами екологічного 
факультету при вивченні дисципліни  “Методи обробки 
інформації”, яка міститься у відповідному учбовому плані, та 
дисциплін, що пов’язані з питаннями охорони природного 
середовища.  

Книга знайде широке використання в науково-дослідній 
роботі аспірантів та викладачів, а також в практичній діяльності 
фахівців-гідрометеорологів. 

Підручник складається з двох частин. У першій частині 
зконцентровані методи статистичної обробки та аналізу рядів 
гідрометеорологічних величин, дослідження їх законів 
розподілу, кореляційного зв’язку між гідрометеорологічними 
величинами. Останні розділи цієї частини підручника 
присвячені методам теорії випадкових функцій, у тому числі й 
нестаціонарних часових послідовностей.  

Велика увага приділяється особливостям практичного 
застосування цих методів.  

Друга частина підручника присвячена методам 
багатовимірного статистичного аналізу, які покладені в основу 
задач дослідження статистичної структури метеорологічних 
полів та побудови статистичних моделей метеорологічних 
прогнозів. Зокрема, розглядаються основи кореляційного та 
компонентного аналізів, кластер-аналізу гідрометеорологічних 
даних, побудови регресійної моделі гідрометеорологічного 
прогнозу та інші. Кожний розділ цієї частини підручника також 
ілюструється розв’язками відповідних спеціальних задач.  

Таким чином, підручник фактично забезпечує обидві 
зазначені вище учбові дисципліни. Перелік розділів, які 
знайшли місце в підручнику,  в повній мірі відповідає змісту 
учбових  програм з цих дисциплін. 

Оскільки теорія ймовірностей викладається студентам  в 
дисципліні “Вища  математика” як одна із окремих її частин, 
визначення ймовірністних категорій, аксіоми й теореми теорії 
ймовірностей в підручнику не приводяться,  хоча, природно, 
вони знаходять  в ньому широке використання.  



При написанні підручника автори намагалися як можна 
повніше використати попит досліджень, виконаних в 
зазначеному напрямку школами М.І. Юдіна,  Є.П. Борисєнкова, 
Н.А. Багрова, а також наукових робіт, що проводилися в 
Одеському гідрометеорологічному інституті.  

Підготовку підручника здійснив колектив авторів 
Одеського гідрометеорологічного інституту. Перший, 
четвертий, п’ятий розділи першої частини підручника написані 
кандидатом географічних наук Гончаровою Л.Д., параграф 6.6 
першої частини, п’ятий і шостий розділи другої частини 
підручника підготовлені доктором географічних наук, 
професором Лоєвою І.Д. Розробка другого, третього розділів і 
параграфів 6.1-6.5 шостого розділу першої частини, першого, 
другого, третього і четвертого розділів другої частини 
підручника, а також загальне наукове редактування здійснені 
доктором технічних наук, професором Школьним Є.П. 

Автори щиро вдячні викладачам кафедри геофізичної 
гідродинаміки та теорії клімату Одеського 
гідрометеорологічного інституту за зауваження, що сприяли 
поліпшенню книги. Особисту подяку автори приносять 
завідуючому кафедрою вищої математики інституту доктору 
фізико-математичних наук, професору Глушкову А.В. , який в 
процесі рецензування підручника висловив корисні зауваження 
і пропозиції. Вони також висловлюють подяку Серга Є.М. за 
допомогу у технічній підготовці рукопису. 

 

 

 

 

 



ВСТУП 
        
Практика ставить перед природними науками задачу 

пізнання законів, які б дозволили управляти процесами, що 
відбуваються на Землі. Фізичні та хімічні процеси, що 
виникають і розвиваються в її сферах,  вивчаються багатьма 
науками. Але гідрометеорологічні науки, які входять до складу 
наук про Землю, виділяються певними особливостями 
напрямку розвитку та методологією досліджень. Вони 
займаються вивченням процесів, що виникають і розвиваються  
в атмосфері та гідросфері, які є основними ланками кліматичної 
системи. 

Фізичні параметри стану цих двох оболонок Землі 
складають  гідрометеорологічну інформацію.  

Знання комплексу відповідних статистичних алгоритмів 
та вміння правильно їх використовувати при аналізі цієї 
інформації допоможе рішенню актуальних питань утворення, 
змінення та прогнозування гідрометеорологічних процесів. 

 Ясно, що емпіричні дослідження в гідрометеорологічних  
науках мають першорядне значення. На їх основі 
встановлюються закономірності, які притаманні певним 
характеристикам атмосфери чи гідросфери. Емпіричні дані є 
критеріями істинності закономірностей, рівнянь гідродинаміки, 
особливостей атмосферних чи гідрологічних процесів та тому 
інше. 

Таким чином, гідрометеорологічна інформація має 
важливі особливості, які обумовлюються характером процесів, 
що спостерігаються в перелічених сферах Землі. 

Перша з них полягає у тому,  що процеси в океані чи 
атмосфері мають просторові й часові масштаби, які набагато 
перевищують можливості окремої людини по збиранню та 
узагальненню інформації про їх стан. Тому дані про процеси в 
оточуючому середовищі, що збираються з різних регіонів Землі 
та  за тривалі періоди часу, мають надзвичайну цінність для 
дослідників. 

Друга особливість обумовлюється тим, що в науках про 
Землю, особливо гідрометеорологічних, є дуже обмежені 



можливості проведення активного експерименту з природними 
об’єктами. Отже, аналіз накопичених даних стає головним 
джерелом досліджень і єдиним засобом перевірки теоретичних 
висновків та отриманих закономірностей. 

Особливості об’єктів, що досліджуються, і методів 
дослідження підкреслюють важливість систем збирання і 
накопичення гідрометеорологічної інформації та систем 
забезпечення доступу до неї багатьох користувачів. 

Збирання даних про атмосферу і гідросферу 
здійснюється, по-перше, з метою оперативного доведення 
інформації до підрозділів гідрометеорологічної служби, які 
займаються обслуговуванням різних галузей господарства         
(прогнози погоди, штормові попередження, тощо ) і, по-друге, 
для накопичення з метою узагальнювання даних про 
гідрометеорологічний режим  та наукових досліджень .  

Гідрометеорологічні дані - це кількісні характеристики 
стану атмосфери і гідросфери. Внаслідок значної мінливості  у 
просторі і за часом фізичних параметрів атмосфери і 
гідросфери, для спостереження за їх станом з метою вивчення 
закономірностей процесів, що відбуваються, і, найголовніше, з 
метою їх прогнозування необхідні численні вимірювання стану 
цих середовищ. Відомо, що основним джерелом 
гідрометеорологічної інформації є результати термінових і 
спеціальних метеорологічних та гідрологічних спостережень і 
вимірювань, дані аерологічного зондування атмосфери, дані 
експедиційних досліджень і тому інше.  

Значення сукупності гідрометеорологічних величин у 
даний момент часу визначається станом атмосфери та 
гідросфери, який обумовлюється дією комплексу фізичних 
причин. Взагалі кажучи, основні гідрометеорологічні величини 
є неперервні величини. Це, наприклад, атмосферний тиск, 
температура і густина повітря, гігрометричні характеристики, 
швидкість вітру; густина, температура, солоність, швидкість 
руху води океану тощо. В деяких вимірювальних системах 
втілюється безперервна регістрація значень тих чи інших 
фізичних величин. Але в більшості випадків гідрометеоро-
логічні величини вимірюються на світовій мережі 



метеорологічних чи гідрологічних станцій та постів через деякі 
проміжки часу, що встановлюються Всесвітньою Метеороло-
гічною організацією (ВМО) чи особистою програмою 
досліджень.  

Треба зауважити, що і у випадку безперервної реєстрації 
гідрометеорологічної інформації на тих чи інших  носіях перед 
статистичною обробкою цієї інформації доводиться виконувати 
її дискретизацію (квантування). Цей процес зводиться до 
складання рядів значень гідрометеорологічної величини у 
визначені інтервали часу. 

Гідрометеорологічні ряди можуть складатися не тільки з 
величин безпосередньо вимірних. Їх членами можуть бути і 
величини, які отримані в результаті  узагальнювання первинних  
вимірювань чи спостережень. 

Таким чином, ряди гідрометеорологічних величин 
складаються з членів, кожний з яких є результатом чи 
безпосереднього вимірювання  або спостереження, чи  
узагальнювання спостережень за деякий інтервал часу 
конкретного року. 

У подальшому ми познайомимо вас з основними 
особливостями щодо гідрометеорологічної  інформації та 
статистичних методів її обробки з урахуванням специфіки 
самої інформації, а також сучасних досягнень в галузі 
статистичної обробки гідрометеорологічних даних . 

 
 
 
 
 
 
 
 
 



                                        ЧАСТИНА І 
 

 
МЕТОДИ  ОБРОБКИ  ТА  АНАЛІЗУ  СУКУПНОСТЕЙ  І  
ЧАСОВИХ  ПОСЛІДОВНОСТЕЙ  ГІДРОМЕТЕОРОЛО- 

ГІЧНИХ ВЕЛИЧИН 
 
 

1 СТАТИСТИЧНІ ОЦІНКИ ПАРАМЕТРІВ РОЗПОДІЛУ 
ГІДРОМЕТЕОРОЛОГІЧНИХ ВЕЛИЧИН  

 
 

1.1 Основні характеристики гідрометеорологічної 
інформації  

 
 

Кожний фізичний параметр атмосфери чи гідросфери 
залежить один від одного, а також від зовнішніх впливів і 
випадковим чином змінюється за часом та у просторі, 
утворюючи випадкові поля або послідовності. 

Обробка і аналіз систем випадкових величин проводиться 
за допомогою спеціально розробленого апарату досліджень, що 
складає методи математичної статистики. Тому 
гідрометеорологічна інформація повинна задовольняти 
вимогам, котрі пред’являються до статистичної інформації . 

Розглянемо основні характеристики гідрометеорологіч-
ної інформації . 

Однією з важливих ознак рядів є інтервал дискретності. 
Як правило, ряди гідрометеорологічних величин є еквідістан-
тними, тобто члени рядів визначаються  через який-небудь 
заданий інтервал часу (година, доба, місяць, рік тощо). В 
деяких випадках при розв’язуванні конкретних задач ряди 
можуть  формуватися із членів, що розташовані на різних 
відстанях одне від одного . 

Ще однією важливою характеристикою ряду гідро-
метеорологічних величин є його об’єм. Під терміном об’єм 



сукупності випадкових величин розуміють кількість членів, що 
складають цю сукупність. 

В гідрометеорологічних дослідженнях доводиться мати 
діло з рядами як великих, так і обмежених об’ємів.    

Важливою властивістю ряда гідрометеорологічних 
величин, що визначає його вид, є характеристика цих величин. 
Такими характеристиками можуть бути безпосередні значення 
гідрометеорологічних величин, кількість днів і випадків з 
атмосферними явищами, їх тривалість, інтенсивність тощо. 

Гідрометеорологічні величини можуть бути скалярними  
або векторними. В останньому випадку ряд являє собою два 
або більше (в загальному випадку - N ) рядів синхронних 
скалярних характеристик метеорологічної величини. 

Отже для гідрометеорологічних досліджень, а також 
безпосереднього застосування метеорологічної інформації в 
різних галузях господарства, формується велика множина 
сукупностей гідрометеорологічних величин, які розрізняються 
однією або декількома ознаками , а саме :  

- інтервалом дискретності ; 
- об’ємом сукупності ( вибірки ) ; 
- характеристикою випадкових величин-членів ряду . 
Коли кажуть про статистичні сукупності, то мають на 

увазі дві категорії:  
- генеральна сукупність ;                                                                        
- статистичний ряд ( вибірка ) . 
Термін «генеральна сукупність» визначає необмежену 

кількість незалежних випадкових величин, які підпоряд-
ковуються одному закону розподілу. Властивості випадкових 
величин, які представляються генеральною сукупністю, 
визначаються параметрами цієї випадкової величини.  

Статистичний ряд ( вибірка ) - обмежена кількість 
випадкових величин, здобутих випадковим чином із 
генеральної сукупності. Тому статистичні ряди називають 
вибірками з генеральної сукупності . Вибірки випадкові та 
число їх безмежне. Задача дослідника полягає у тому, що б за 
допомогою вибірки розрахувати деякі оцінки параметрів, котрі 
б вірогідно характеризували особливості генеральної 



сукупності. Із генеральної сукупності, як вже зазначалося, ми 
можемо мати безмежну кількість вибірок та на основі кожної 
здобути статистичні оцінки. Значення параметра генеральної 
сукупності, здобуте на основі вибірки, є статистичною 
оцінкою цього параметра, яку позначають  символом «^». 
Якщо взагалі позначити параметр генеральної сукупності як  

θ , то його оцінка - θ̂ .  
Оскільки до гідрометеорологічних рядів застосовуються 

статистичні методи обробки та аналізу, ці ряди повинні 
задовольняти вимогам, що випливають із умов, покладених в 
основу цих методів. 

Перш за все, кожний ряд повинний бути однорідним. Це 
означає, що всі члени ряду з визначною імовірністю повинні 
належати до однієї генеральної сукупності, тобто 
підпорядковуватися визначеному закону розподілу . 

В дійсності ,  в деяких випадках в гідрометеорологічних 
рядах містяться члени, які не задовольняють сформульованій 
вимозі. Їх називають «викидами».  «Викиди», як правило, 
виникають тоді , коли спостерігаються аномальні погодні або 
кліматичні умови . 

Наступною вимогою до рядів гідрометеорологічних 
величин є незв’язність їх членів. Це означає, що статистична 
залежність між ними повинна бути відсутньою. Прийняття чи 
не прийняття цієї вимоги залежить від характеру задачі, що 
розв’язується. Якщо йдеться про статистичну оцінку моментів 
випадкових величин, то вихідні ряди повинні бути незв’язними, 
оскільки методи статистичного оцінювання параметрів 
спираються на теореми теорії ймовірностей,  які,   як правило,  
ставлять вимогу про незалежність випадкових величин . 

Зазначену вимогу задовольняють шляхом вибору такого 
інтервалу дискретності, для якого статистична залежність є 
незначною (але для цього треба мати апріорну інформацію), 
або проводити операцію рандомізації  (від англійського терміну 
random approximation - випадкове наближення ). Для останньої 
може використовуватися відповідна таблиця випадкових чисел 
або комп’ютерна програма генерації випадкових чисел. 



Інша справа, коли ставиться задача дослідження 
внутрішньої часової статистичної структури 
гідрометеорологічних величин. Тоді використовуються вихідні 
часові ряди визначної дискретності, саме такої, щоб 
статистична залежність між членами ряду проявлялася в тій чи 
іншій мірі .  

Важливе значення при розрахунках оцінок параметрів 
має об’єм сукупностей .Статистичний ряд повинен володіти 
представництвом, тобто бути дійсно вибіркою із генеральної 
сукупності і мати такий об’єм, який дозволяв би провести 
оцінку параметрів з заданою точністю, тобто отримати 
вірогідні оцінки.  Ясно,  що це можна зробити, коли об’єм 
вибірок (у згоді з так званим законом великих чисел) є досить 
великим. Але такі сукупності  гідрометеорологічних  величин 
не завжди можна сформувати. В гідрометеорології часто 
виникає потреба мати справу з малими сукупностями. Це 
обумовлюється терміном, протягом якого організуються 
спостереження. У такому випадку потрібно проводити оцінку 
вірогідності отриманого статистичного параметра . 

Метеорологічні (або гідрологічні) ряди необхідно 
подавати у найбільш зручному для аналізу вигляді в залежності 
від задачі,  що розв’язується.  

Найбільш часто сукупності випадкових величин 
зображаються у двох видах: у виді простого статистичного ряду 
і у виді згрупованого статистичного ряду . 

Первинною формою запису вихідних даних є простий 
статистичний ряд,  в якому дані розташовуються в тій 
послідовності, як вони були отримані в результаті 
спостережень. Такий ряд об’ємом n  має вид :  

 
.,...,,: 21 nxxxX  

Будемо у подальшому позначати випадкові величини 
великими літерами латинського алфавіту ZYX ,, , а їх 
конкретні значення - відповідними малими літерами ...,, zyx  

Прикладом простого статистичного ряду є дані, які 
містяться в табл. 1.1. 



 
 

Таблиця 1.1 - Середня місячна температура повітря, в º С    
                                        (березень, м.Одеса). 

 
Рік 0 1 2 3 4 5 

1890     3,0 2,3 
1900 - 2,9 2,3 3,4 - 1,1 
1910 2,5 -0,1 3,5 4,7 5,2 1,3 
1920 3,9 4,0 4,9 3,0 -0,3 4,4 
1930 4,1 0,9 -2,6 1,1 4,4 1,3 
1940 -0,3 1,9 1,9 1,4 3,2 1,9 
1950 2,8 2,9 -0,5 1,8 1,3 1,7 
1960 0,2 5,5 2,2 -0,3 -0,5 2,3 
1970 3,8 1,2 2,6 2,5 2,9 4,3 
1980 0,1      
 
Продовження табл.1.1 
 

6 7 8 9 
0,9 4,0 -0,8 2,7 
5,4 -0,3 1,8 1,5 
3,9 0,5 2,7 2,7 
1,0 4,1 -1,8 -2,5 
4,4 4,6 4,7 1,5 
2,9 3,7 0,6 1,6 
-0,6 1,6 1,8 2,9 
4,9 2,8 3,7 -0,6 
0,9 3,7 4,3 3,0 

    
 

 
 
 
У деяких випадках простий статистичний ряд 

ранжирується. Ранжированим  називають ряд,  у якому члени 
ряду розташовуються у порядку їх збільшення або зменшення. 



Розташовувати вихідний матеріал спостережень у вигляді 
простого статистичного ряду необхідно в тих випадках,  коли 
задача дослідження полягає  у вивченні закономірностей 
змінення випадкової величини за часом.  Якщо така задача не 
ставиться, та особливо, коли об’єм спостережень великий, 
доцільно вихідний матеріал розташовувати в інакшому, більш 
компактному,  вигляді. 

Тоді від простого статистичного ряду переходять до 
згрупованого. 

Побудова згрупованого ряду проводиться таким чином : 
− визначається область значень випадкової величини, тобто 
знаходяться  найменше ( minx ) і найбільше ( maxx ) значення 
цієї величини; 

− розраховується кількість k   часткових інтервалів  (груп), на 
які треба поділяти область значень випадкової величини. Для 
цього використовується формула: 

 
 

 nk lg5=  ,                                                                 (1.1) 
 
 
де n  - об’єм ряду (вибірки) .                               
Результат, отриманий  по формулі (1.1), округляється до 

цілого числа.  
Кількість часткових інтервалів, що знаходиться по 

формулі  (1.1), розглядається як верхня границя цієї величини. 
У деяких випадках кількість груп розраховується по іншій 
формулі : 

 
  

nk lg222,31+=  ;                                                 (1.2) 
 

− знаходять довжину часткових інтервалів градацій c  по 
очевидному співвідношенню  



k
xx

c minmax −=  ;                                                     (1.3) 

 
 

− визначають значення випадкової величини на границях 
часткових інтервалів і на їх середині. Позначимо останні 
через  ix~    ( )ki ,...,2,1=  ; 

− підраховують  кількість членів ряду im , що потрапляють до 

кожного часткового інтервалу. Величини im   

( )ki ,...,2,1=  називають інтервальними емпіричними 
частотами. 

Згрупованим статистичним рядом називають сукупність 
значень випадкової величини на серединах часткових 
інтервалів ( градацій ) і  відповідних інтервальних частот  

 
 

kk xxxx ~;~;...;~;~
121 −     

kk mmmm ;;...;; 121 −  .                                             (1.4) 
 
 
 Як правило, окрім інтервальних частот розраховують і 

інтервальні частості  ip̂ . 
Інтервальні частості - це відносні частоти випадкової 

величини  
 
 

n
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Очевидно , для інтервальних частот виконується рівність  
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а для частостей - рівність  
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Використовуючи частості, згрупований  ряд можна 
сформувати таким чином :  

 
 

kk xxxx ~;~;...;~;~
121 −               

 kk pppp ˆ;ˆ;...;ˆ;ˆ 121 −  .                                              (1.7)  
 
 
Згруповані ряди часто зображаються за допомогою 

діаграм. Використовуються дві форми діаграм: гістограма  і 
полігон. 

В якості прикладу в таблиці 1.2 приводиться згрупований 
ряд середніх місячних температур повітря в Одесі у березні.  

На рис.1.1 і 1.2 містяться відповідно цьому згрупованому 
ряду полігон і гістограма.  

Гістограма - це система прямокутників, основою яких є 
довжина часткового інтервалу C , а висота - дорівнює 
відповідній інтервальній частоті (або частості). 

Якщо всі k  точок ( ii px ˆ,~   або ii mx ,~ )  нанести в 
системі координат та  з’єднати їх відрізками прямої, то ламана, 
яка отримана при цьому, називається полігоном  розподілу. 

 
 



Таблиця 1.2 - Згрупований ряд середніх місячних 
   температур  повітря в Одесі, у березні, 

                                      в 0С  

8.0=c   Cx 0
min 6.2−=   Cxmaz

05.5=  
 

 
№ 
п/п 

Градації Середина  
градації   

ix~  

Частота 

im  
Частість 

ip̂  

1 -2,6 ÷ -1,8  -2,2 3 0,04 
2 -1,8 ÷ -1,0 -1,4 0 0,00 
3 -1,0 ÷ -0,2 -0,6 9 0,11 
4 -0,2 ÷ 0,6 0,2 5 0,06 
5 0,6 ÷ 1,4 1,0 11 0,13 
6 1,4 ÷ 2,2 1,8 12 0,14 
7 2,2 ÷ 3,0 2,6 19 0,22 
8 3,0 ÷ 3,8 3,4 7 0,08 
9 3,8 ÷ 4,6 4,2 12 0,14 

10 4,6 ÷ 5,4 5,0 6 0,07 
11 5,4 ÷ 6,2 5,8 1 0,01 

Суми: 85 1,00 
 

 
 
 



2  Статистичні оцінки параметрів 
 
 

1.2.1   Статистичні оцінки моментів розподілу випадкових 
величин 

 
 
З теорії ймовірностей відомо, що властивості випадкових 

величин можуть характеризуватися початковими (ν ), 
центральними (µ ) та основними (r ) моментами різних 
порядків (l ) . 

В гідрометеорологічних дослідженнях, як правило, 
використовуються перелічені моменти перших чотирьох 
порядків, які, як буде показано пізніше, відбивають фізичні 
властивості процесів, що досліджуються. 

Початковий момент  l  - того  порядку для неперервної 
випадкової величини X  визначається таким чином :  

 
 

∫
∞

∞−
= dxxfxl

l )(ν  ,                                                   (1.8) 

 
 
де  )(xf  - щільність ймовірності випадкової величини 

X .  
На основі цього визначення отримаємо метод, за 

допомогою якого можна знайти статистичну оцінку l  - того 
початкового моменту на основі вибірки випадкової величини, 
яка може бути задана згрупованим рядом виду (1.4) або ( 1.7). 

Як випливає з формули (1.8), випадкова величина X  
визначена на інтервалі ( ∞∞− , ). Інтервал же значень 
випадкової величини, що визначається вибіркою 

nxxxxX ,...,,,: 321 , є обмеженим [ maxmin , xx ] .Тому 
будемо моделювати випадкову величину X  таким чином :  
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З урахуванням цього , запишемо інтеграл ( 1.8 ) у виді : 
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Очевидно, перший та третій інтеграли у формулі (1.10)   

дорівнюють нулю. Отже, 
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l dxxfxν .                                              (1.11) 

 
 
При побудові згрупованого ряду інтервал [ maxmin , xx ] 

роздрібнювався  на  k   часткових інтервалів довжиною C. 
Ураховуючи це , розіб’ємо інтеграл ( 1.11 )  на k  інтегралів  
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Розглянемо проміжок 
 

 ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ +−+ icxcix minmin ;)1(   (рис.1.3) 

 
 
Очевидно при апроксимації криволінійної  трапеції  

ДСАВ ''  прямокутником  АВСД  середнє значення  

випадкової величини X  в цьому інтервалі є її значення iX  на 
середині i  - того часткового інтервалу, а середнє значення  
щільності  імовірності є її значення в точці iX . З урахуванням  
цього, застосуємо до інтегралу у формулі  ( 1.12 ) теорему про 
середнє. Будемо мати  
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або  
 
    

 ∑
=

≈
k

i
i

l
il cxfx

1
)(~ν̂                   (1.14) 

 
 



Добуток 
 
 

ii pcxf ˆ)~( =                                                              (1.15)  
 
 

є площа прямокутника АВСД , яка приблизно дорівнює 

площі криволінійної трапеції ДСАВ '' , що відображає 

інтервальну імовірність ip̂   випадкової величини X . Тому 

можна вважати, що величина  ip̂ , яка визначається формулою 
(1.15), є оцінкою цієї імовірності, тобто інтервальною частістю. 
Таким чином, статистична оцінка l  - того початкового моменту 
дорівнює  
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або, оскільки  
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де im  - емпірична частота i -того інтервалу, n - об’єм  

вибірки. 
Із теорії ймовірностей відомо, що 
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є математичне сподівання випадкової величини X . 

Знайдемо оцінку першого початкового моменту. 
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Очевидно, вона є середнім значенням величини. Отже, 

середнє значення є статистичною оцінкою математичного 
сподівання випадкової величини X . 

Оцінка другого початкового моменту  дорівнює: 
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а третього має вид :  
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і т. д . 
За означенням центральний момент  l  - того порядку 

визначається рівнянням   
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Аналогічним чином можна прийти до формули, яка дає 

змогу отримати на основі вибірки випадкової величини  X  
статистичні оцінки центрального моменту l  - того порядку  
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Очевидно, центральний момент першого порядку 

дорівнює нулю. Таке ж значення має і його оцінка  0ˆ1 =µ . Як 
відомо , 
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є дисперсією випадкової величини  X .  Отже оцінка 

його  
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є оцінкою дисперсії:  
2

2 ˆˆ xσµ =   ; а  
2ˆˆ xx σσ =   

називається оцінкою середнього квадратичного відхилу.  
Центральні моменти можна розрахувати по формулам 

зв’язку їх з початковими моментами. А саме:  
 
 

2
122 ˆˆˆ ννµ −=  ,                                                       (1.28) 

 
 

3
11233 ˆ2ˆˆ3ˆˆ ννννµ +−=  ,                                   (1.29) 

 
 

4
12

2
13144 ˆ3ˆˆ6ˆˆ4ˆˆ ννννννµ −+−= .               (1.30) 

                                                                                         
                
Крім початкових і центральних моментів при 

статистичному аналізі гідрометеорологічних процесів 
знаходять широке використання основні (нормовані) моменти 
випадкових величин. За означенням основним моментом l  - 



того порядку lr  називається відношення l -того центрального 

моменту до l  - того степеня середнього квадратичного відхилу. 
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Як правило, оскільки  01 =r , a 12 =r , використання 

основних моментів обмежується лише третім та четвертим  3r   

і  4r . Ці моменти дають важливу інформацію про характер 
розподілу випадкових величин. Третій основний момент 
відбиває характер асиметрії кривої  розподілу. Тому його 
називають коефіцієнтом асиметрії  SAr =3 . При   03 =r , 
крива розподілу є симетричною відносно центру розподілу. Як 
відомо, гаусовий (нормальний) розподіл є симетричним 
відносно математичного сподівання і для нього 0=r . Крім 
асиметрії  крива розподілу характеризується сплюснутостю або 
витягнутостю відносно кривої нормального розподілу. Цю  
міру називають коефіцієнтом ексцесу E . Коефіцієнт ексцесу 
має такий зв’язок з четвертим основним моментом :  

 
 

34 −= rE .                                                               (1.32) 
 
 
Як буде показано у розділі 2.3.2, для нормального 

розподілу  34 =r  і 0=E . При 0>E  крива розподілу є 
витянутою, при 0<E  -  сплюснутою. Приклади форм кривих 
розподілу при різних значеннях  3r   і E  приводяться на рис.1.4 
і 1.5. 



Для розрахування статистичних оцінок третього та 
четвертого основних моментів  використовуються формули:  
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Початкові та центральні моменти можна розраховувати 

без попереднього групування вихідної інформації . У такому 
разі використовуються виборочні формули : 
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Ці формули випливають із рівностей (1.16) і (1.24), якщо 

уявити собі, що кожний член вибірки ix   являє собою групу, 
яка складається з одного значення випадкової величини з 
частотою 1=im .  

В якості прикладу  в табл.1.3  приводяться результати 
статистичного оцінювання першого початкового та другого, 
третього, четвертого центральних моментів середньої місячної 
температури повітря в Одесі  у березні. Всі розрахунки зроблені 
на основі згрупованого ряду, що міститься в табл.1.2.  



Нагадаємо, що оцінювання параметрів  статистичних 
сукупностей можна провести як по згрупованому, так і по 
простому статистичному ряду.  

Результат оцінювання ж основних  моментів буде 
приведено в підрозділі 1.2.2 тому, що потребує додаткових 
пояснень, пов’язаних з вимогами, щодо оцінок  моментів. 

 
 

Таблиця 1.3 - Приклад розрахунків оцінок статистичних  
                       моментів ряду середньої місячної температури 

(березень, м.Одеса) 
 

№ 
п/п 

Температура 
(градації) ix~  im  ip̂  imix~  

1 -2.6 -1.8 -2.2 3 0.04 -6.6 
2 -1.8 -1.0 -1.4 0 - - 
3 -1.0 -0.2 -0.6 9 0.11 -5.4 
4 -0.2 0.6 0.2 5 0.06 1.0 
5 0.6 1.4 1.0 11 0.13 11.0 
6 1.4 2.2 1.8 12 0.14 21.6 
7 2.2 3.0 2.6 19 0.22 49.4 
8 3.0 3.8 3.4 7 0.08 23.8 
9 3.8 4.6 4.2 12 0.14 50.4 

10 4.6 5.4 5.0 6 0.07 30.0 
11 5.4 6.2 5.8 1 0.01 5.8 

СУМИ : 85 1.00 181.00 
Продовження табл.1.3 
 

xix −~
 

2)~( xix −  imxix 2)~( −  
3)~( xix −  

-4.3 18.49 55.47 -79.51 
- - - - 

-2.7 7.29 65.61 -19.68 
-1.9 3.61 18.05 -6.86 
-1.1 1.21 13.31 -1.33 
-0.3 0.09 1.08 -0.03 
0.5 0.25 4.75 0.13 



1.3 1.69 11.83 2.2 
2.1 4.41 52.92 9.26 
2.9 8.41 50.46 24.39 
3.7 13.69 13.69 50.65 

  287.17  
 

Продовження табл.1.3 
 

 

imxix 3)~( −  

 

4)~( xix −  imxix 4)~( −  

-238.53 341.88 1025.64 
- - - 

-177.12 53.14 478.26 
-34.3 13.03 65.15 

-14.63 1.46 16.06 
-0.36 0.01 0.12 
2.47 0.06 1.14 

15.40 2.86 20.02 
111.12 19.45 233.4 
146.34 70.73 424.38 
50.65 187.42 187.42 

-138.96  2451.59 
 

Тоді маємо: 1.2=x   38.3ˆ2 =µ   64.1ˆ3 −=µ   

84.28ˆ4 =µ  
 

  
1.2.2 Властивості статистичних оцінок параметрів 

 
 

Нехай з генеральної сукупності здобуто випадковим 
чином N   вибірок. Тоді будемо мати N  оцінок параметру. 

Якими повинні бути оцінки Nθ̂ , щоб достатньо вірогідно 



характеризувати параметр θ ? Вони повинні задовольняти 
трьом умовам: незсуненості, ефективності та  умотиво-
ваності. 

Оцінка   параметра    називається  незсуненою, якщо її 
математичне сподівання дорівнює параметру, який оцінюється, 
тобто  

 
 

[ ] θθ =NM ˆ .                                                            (1.37)  
 
 

Якщо  ця рівність не виконується, то оцінка Nθ̂ може або 

завищувати значення θ  (тобто θθ >]ˆ[ NM ), або занижувати 

його ( θθ <]ˆ[ NM ). В обох випадках це приводить до 
систематичних ( одного знаку ) похибок в оцінці параметра θ . 
Отже, вимога незсуненості гарантує відсутність систематичних 
похибок при оцінках параметрів.  

Оскільки  Nθ̂  - випадкова величина, значення якої 
змінюється від вибірки до вибірки  (нагадаємо, що вибірки 
добуваються із генеральної сукупності випадковим чином), то 
міра її розсіювання відносно математичного сподівання 

параметра θ  характеризується дисперсією  ]ˆ[ NД θ . Нехай 

Nθ̂  і  NT̂  - дві незсунені оцінки параметра θ , тобто  

θθ =]ˆ[ NM   ; θ=]ˆ[ NTM . Із двох оцінок Nθ̂   і NT̂   слід 
віддати перевагу тій, котра має менше розсіювання навколо 
параметра, що оцінюється, тому що у цьому випадку значення  
оцінки, знайдене по конкретній вибірці, менше всього 
відхиляється від істинного значення  параметра θ . Якщо 

]ˆ[]ˆ[ NN ТДД <θ , то за оцінку  треба прийняти Nθ̂ . 
Незсунена  оцінка, котра має найменшу дисперсію серед усіх 



можливих незсунених оцінок параметра, розрахованих по  
вибірках одного й того ж об’єму, називається  ефективною 

оцінкою. Іншими словами, оцінка  Nθ̂  більш ефективна ніж 

NT̂ , якщо ])ˆ[(])ˆ[( 22 θθθ −<− NN TMM . 

Розглянемо нижню межу  ])ˆ[(inf 2θθ −NM  

множини величин ])ˆ[( 2θθ −M  по всіх можливих Nθ̂ . 

Оцінка Nθ̂ , для якої досягається нижня межа, називається 

ефективною. Оцінка θ̂ , для якої міра розкиду ])ˆ[( 2θθ −M  
при ∞→N    всюди поводиться так, як і для ефективної оцінки, 
тобто  
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називається асимптотичною  ефективною оцінкою. 

Оцінка  Nθ̂  параметра θ  називається  умотивованою, 
якщо вона по ймовірності збігається до параметра θ : 
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εθθP
n

.                                        (1.38)  

 
Рівність (1.38) позначає,  що чим більший об’єм n  

вибірки, тим більша ймовірність того, що похибка оцінки не 
перевищує скільки завгодно малого додатного числа. Отже, у 
випадку використання умотивованих оцінок виправдовується 
збільшення числа одиниць вибірки, оскільки при цьому все 
менше імовірною стає можливість значної помилки в оцінці 
невідомого параметра . 



Ясно, що коли 0]ˆ[ →NД θ  при ∞→n , то 
незсунена оцінка є й ефективною, й умотивованою. 

Покажемо, що середнє значення випадкової величини є 
незсунена, ефективна та умотивована оцінка математичного 
сподівання. Для цього знайдемо математичне сподівання 
середнього значення випадкової величини X , вико-
ристовуючи формулу (1.35) при  1=l  : 
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За відомими властивостями математичного сподівання 

маємо  
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Рівність (1.40) і є визначення незсуненості оцінки x   

математичного сподівання  xm . 
Знайдемо тепер дисперсію середнього значення              
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У відповідності до властивостей дисперсії  можна 

записати  
 

nn
xД

n
xД x

n

i
x

n

i
i

2

1

2
2

1
2

1][1][
σ

σ === ∑∑
==

 .        

 



                             (1.42) 
 
Оскільки при ∞→n   0][ →xД ,  то середнє 

значення є ефективною та умотивованою оцінкою 
математичного сподівання. 

Очевидно  
   

n
xД x

x
σσ ==][  .                                            (1.43) 

 
Формула  (1.43) характеризує середній квадратичний 

відхил середнього значення .  
Оцінка дисперсії випадкової величини, котра 

отримується за допомогою формул (1.26),  (1.27) і (1.36) при 
2=l  не є незсуненою. Для того, щоб отримати незсунену 

оцінку дисперсії треба помножити оцінку другого центрального 

моменту  2µ̂    на множник Бесселя 
1−n

n
. Тобто незсунена 

оцінка дисперсії, позначимо її 
2

xS , дорівнює : 
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якщо оцінка дисперсії знаходиться без попереднього 

групування інформації. 



Тепер, ураховуючи позначені вище властивості щодо 
статистичних оцінок моментів на прикладі їх розрахунків 
(табл.1.3) згрупованого ряду середньої місячної температури 
березня в м. Одеса (табл.1.2), приведемо результати 
розрахунків за формулою (1.44) незсуненої оцінки дисперсії 

2
xS   та середнього квадратичного відхилу 

2
xx SS = . 

Тоді маємо: 
 

85.1;42.32 == xx SS . 
Відповідні оцінки третього та четвертого основних 

моментів за формулами  (1.33) і  (1.34) складають: 
 
 

54.0;46.2ˆ;26.0ˆ 43 −==−= Err  . 
 
 
Покажемо далі, що частість є незсунена, ефективна та 

умотивована оцінка ймовірності. 
Нехай проводяться експерименти з деяким явищем А, яке 

може з’явитися, а може не з’явитися. Знайдемо νz  - число  

появлень події A в одній  ν -тій  спробі. Очевидно, 1=νz , 

якщо подія А відбулася з імовірністю p  і  0=νz , якщо 
подія А не відбулася з імовірністю pq −= 1 . 

Найдемо математичне сподівання числа появлень події А  
 
 

pqpzM =⋅+⋅= 01][ ν ,                                (1.46) 
 
а також дисперсію  
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Легко зрозуміти, що частоту m  можна виразити через 

число появлень події А таким чином : 
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де n  - загальне число незалежних експериментів .  
Тоді частість p̂  дорівнює  
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Знайдемо математичне сподівання частості  
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Урахування співвідношення (1.46) приводить до 

результату  
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Рівність (1.51) свідчить про те , що частість є незсуненою 

оцінкою імовірності. 
Розрахуємо тепер дисперсію частості. Будемо мати  
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Підставимо ( 1.52 ) в результат ( 1.47 ) .Маємо: 
 

n
pqpq

n
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i
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Очевидно при ∞→n   [ ] 0ˆ →pД . Отже частість є 

незсуненою, ефективною та умотивованою оцінкою  
ймовірності . 

 



2  ЗАКОНИ РОЗПОДІЛУ ГІДРОМЕТЕОРОЛОГІЧНИХ 
ВЕЛИЧИН 

 
2.1  Поняття про закон розподілу 

 
Дослідження законів розподілу гідрометеорологічних 

величин  має велике практичне значення. Як уже зазначалося 
неодноразово, в основних ланках кліматичної системи атмосфері 
та гідросфері постійно відбуваються  зміни їх фізичного стану, а 
кількісні характеристики цього стану такі, наприклад, як 
температура повітря чи води, атмосферний тиск, хмарність, 
вологість повітря, кількість опадів, річний стік та інші 
розглядаються  як випадкові величини. 

Задача дослідника полягає у тому, щоб серед множини 
випадкових подій чи явищ  виявити закономірності, відкинувши 
несуттєві події. А це можна зробити шляхом  побудови моделей 
фізичних параметрів, які висвітлюють властивості цих 
випадкових величин, які, як відомо, містяться у законі 
розподілу. 

Законом розподілу випадкової величини називають всіляку 
відповідність між можливими  значеннями випадкової величини 
та її  ймовірностями. 

Таким чином, вичерпною характеристикою будь-якого 
випадкового  процесу є закон розподілу, знання якого дає 
можливість правильно протулмачити смисл  того чи іншого 
статистичного моменту та на основі  цього методично правильно  
організувати вивчення гідрометеорологічних особливостей 
регіону, що досліджується. Підібравши закон розподілу до 
статистичного ряду (вибірки), можна розрахувати  імовірність 
того, що випадкова величина із генеральної сукупності, яка 
вивчається, знаходиться у заданому інтервалі  або ймовірність 
того, що випадкова величина прийме значення менше (більше) 
деякого конкретного числа. 

У більшості випадків закони розподілу 
гідрометеорологічних величин неможливо визначити апріорно 
тільки шляхом аналізу відомих фізичних властивостей. Тип 
розподілу  та його параметри визначаються шляхом 



статистичної обробки експериментальних даних. Найбільш 
поширеним  є метод групування даних, при якому вся множина 
значень даної випадкової величини розділяється на ряд 
неперетинних часткових інтервалів, а потім підраховується  
число даних, що потрапили до кожного часткового інтервалу.  
Але таким шляхом, як було показано в параграфі 1.1, будується  
і  згрупований ряд. Отже згрупований ряд має сенс емпіричного 
розподілу випадкової величини,  графічним зображенням  якого є 
гістограма або полігон. 

Отже вивчення особливостей статистичної структури 
гідрометеорологічних величин базується  на інформації, у якості 
якої виступають статистичні ряди (вибірки), що сформовані по 
результатах вимірювань та спостережень.  

Згрупований ряд, як емпіричний розподіл, апроксимують 
аналітичним виразом, який відбиває властивості генеральної 
сукупності. У зв’язку  з цим, основним етапом статистичного 
аналізу гідрометеорологічної інформації  є підбір закону 
розподілу по даних статистичної сукупності. Ця задача 
розв’язується шляхом апроксимації емпіричного розподілу 
таким теоретичним законом, який би у визначеному смислі 
найкращим чином відповідав би емпіричному розподілу. Але, як 
би добре, на підставі відомих властивостей закону розподілу, не 
була підібрана теоретична крива чи то нормального розподілу, 
чи то розподілів Пірсона,  Пуассона або інших відомих, про 
властивості  яких піде мова у цьому розділі пізніше, між нею і 
емпіричним (статистичним) розподілом неминучі деякі 
розбіжності. Тому обов’язково після розрахунків теоретичних 
частот (по відповідних формулах, в залежності від закону 
розподілу) проводять перевірку гіпотези про міру розбіжності 
між емпіричними  та теоретичними частотами. Розбіжності між 
цими частотами  можуть носити  як випадковий  характер, так і 
бути статистично  значущими. Останнє  вказує на те, що 
підібрана теоретична крива  не відповідає даному емпіричному 
розподілу. Щоб з’ясувати ці питання використовують  так звані 
“критерії згоди”.  І тільки після використання  таких критеріїв 
можна зробити висновок про успішність  апроксимації 
статистичного розподілу теоретичним законом. 



Тому процес дослідження закону розподілу складається з 
таких етапів: 
− на основі зовнішнього вигляду емпіричного розподілу, який 
зображається  гістограмою чи полігоном, та з урахуванням 
статистичних оцінок моментів та допоміжних статистик, 
формулюють гіпотезу про закон розподілу; 

− на основі статистичної сукупності знаходять оцінки 
параметрів вибраного теоретичного розподілу  та відповідні 
для них статистики (етап поновлювання закону розподілу); 

− розраховують теоретичні  інтервальні частоти для випадкової 
величини яка досліджується; 

− роблять оцінку розбіжності між емпіричними та  
теоретичними частотами.  

Теоретичні основи та впровадження на практиці перших 
трьох етапів дослідження закону розподілу буде послідовно 
розглянемо у цьому (другому) розділі, а з останнім – ви 
познайомитесь у розділі 4 : “Перевірка статистичних гіпотез”. 

А, щоб виконати перелічені етапи дослідження, треба, 
перш за все, успішно підібрати теоретичний закон, аналітичний 
вираз якого  може бути у вигляді функції розподілу чи щільності 
ймовірності. Необхідно також знати властивості законів 
розподілу, які найбільш часто використовуються  при 
дослідженнях гідрометеорологічних величин. 

 
 

2.2  Функція розподілу і щільність імовірності 
 
 

Функція розподілу є найбільш загальною формою 
визначення закону розподілу. Вона зазначає ймовірність того, 
що випадкова величина X  приймає значення, менше 
фіксованого дійсного числа x . Для неперервної випадкової 
величини це визначення має вигляд: 

 
( ) ( )xXPxF <=  .                  (2.1) 

 
 



Імовірність того, що xX <   залежить від x , отже 
( )xF  є функцією від x . Тому ( )xF  і  називається функцією 

розподілу.  
Для дискретної випадкової величини X , яка може 

приймати значення ni xxxx ,...,...,, 21 ,  функція розподілу має 
вигляд : 
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Xx

i
i

xXPxF ,              (2.2) 

 
 
де нерівність xxi <  під знаком суми означає, що 

підсумування поширюється  на всі ті значення ix ,  котрі 
меншіx .    

Побудуємо функцію розподілу для дискретної випадкової 
величини, розподіл  імовірностей для якої визначається 
такою таблицею : 

 

nni xxxxxxX 1321 ......: − , 
 
 

nni ppppppP 1321 ......: − . 
 
 
При  1xx ≤  : 
 
 
 
( ) ( ) 01 =<= xXPxF ; 

 
 



при  21 xxx ≤< : 
 
 
( ) ( ) ( ) 112 pxXPxXPxF ===<= ; 

 
 
при  21 xxx ≤< : 
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при  43 xxx ≤< : 
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при  nn xxx ≤<−1 : 
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при  nxx > : 
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тобто  1=∑
i

ір . 

 
Функція розподілу має стрибок у тих точках, де випадкова 

величина приймає конкретні значення, що утримуються в 
таблиці. В інтервалах між значеннями  випадкової величини 
функція ( )xF  постійна. Сума всіх стрибків функції розподілу 
дорівнює одиниці. Графік функції розподілу дискретної 
випадкової величини є  розривна ступінчата  ламана лінія 
(рис.2.1). 

Неперервна випадкова величина  має неперервну чи 
кусочно-неперервну функцію розподілу;  графік цієї функції має 
форму плавної кривої (рис.2.2). 

Розглянемо загальні властивості функції розподілу: 
1.  Функція розподілу ( )xF  є невід’ємною функцією з 

областю значень 
                                       

( ) 10 ≤≤ xF . 
 
Ця властивість випливає з визначення функції розподілу  

як імовірності здійснювання події xX < . 
Ясно, що на мінус нескінченності функція розподілу 

( )xF  дорівнює нулю, а на плюс нескінченності функція 
розподілу  дорівнює одиниці, тобто 

 



 
( ) 0=∞−F ;     ( ) 1=∞+F . 

 
 
Ця властивість стає очевидною при геометричній 

інтерпретації функції розподілу (див. рис. 2.2). Якщо точка x  
необмежено пересувається ліворуч, то попадання X  ліворуч від  
x  y  границі стає неможливою подією. Тому можна вважати, 
що ймовірність цієї події прагне до нуля, тобто 

 
 
( ) ( ) 0lim ==∞−

−∞→
xFF

x
. 

 
               
При необмеженому пересуванні точки x  праворуч, 

попадання випадкової точки X  праворуч  від x   у границі  стає 
вірогідною подією. Тому можна вважати, що ймовірність цієї 
події прагне до одиниці, тобто 

 
 
( ) ( ) 1lim ==∞+

∞→
xFF

x
. 

 
               
Очевидно, 
 
( ) ( )xFxXP −=> 1 . 

 
 
Функція розподілу, як і всіляка імовірність, є 

безрозмірною. 
2.  Імовірність попадання випадкової величини в інтервал 
],[ βα  дорівнює різниці значень функції розподілу на кінцях 

цього інтервалу 



 
( ) ( ) ( )αββα FFXP −=<< . 

 
3.  Функція розподілу випадкової величини є неспадною 

функцією 
 
( ) ( )aFF ≥β ,  якщо  αβ > . 

 
Неперервну випадкову величину можна задати не тільки 

функцією розподілу, але й щільністю ймовірностей. Розглянемо 
цю форму задавання випадкової величини. 

Нехай випадкова величина X  визначається функцією 
розподілу ( )xF . Згідно з другою властивістю функцією 
розподілу імовірність попадання   цієї величини в елементарний 
інтервал ];[ xxx ∆+    дорівнює  
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Розділимо обидві частини на x∆ : 
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Вважаючи, що функція розподілу неперервна, перейдемо 

до границі при 0→∆x . Тоді  отримаємо похідну від функції 
розподілу, яка  й називається щільністю імовірності  
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                                       (2.3) 
  

Крива, що зображує щільність імовірності ( )xf  
випадкової величини, називається кривою   розподілу. Чисельні 
приклади кривих розподілу будуть розглядатися пізніше. 

Тепер можна привести визначення неперервної випадкової 
величини: випадкова величина X  називається неперервною, 
якщо її  функція розподілу ( )xF  неперервна на всій осі OX , а 

щільність розподілу ( )xf  існує всюди, за винятком, може 
бути, скінченого числа точок. 

Розглянемо властивості щільності імовірності.  
1.  Щільність імовірності є функцією невід’ємною : 
 
( ) 0≥xf . 

 
Ця властивість випливає безпосередньо із визначення цієї 

функції  як похідної від неспадної функції ( )xF . 
2. Імовірність попадання неперервної випадкової 

величини X  до інтервалу ];[ βα  дорівнює : 
 
 

dxxfXP ∫=<<
β
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βα )()(
. 

 
 



3. Функцію розподілу можна виразити через щільність 
імовірності за формулою: 
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x
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4. Інтеграл у нескінченних межах від щільності 

імовірності дорівнює одиниці: 
 
 

∫ =
∞

∞−

1)( dxxf
. 

 
 
Геометрично це означає, що площа між кривою розподілу 

та осью абцис дорівнює одиниці. 
На основі властивості 2 щільності ймовірностей при 

апроксимації емпіричного розподілу проводяться розрахунки 
інтервальних теоретичних імовірностей. Це означає, що для 
кожного інтервалу змінної x  

 
( ) icxxcix +<<−+ 11 1 , 

 
де 1x  – початкове значення змінної x , 

     ki ,...,2,1=  – номер часткового інтервалу, а  
     c  – його довжина, розраховують імовірність ip  того, 

що випадкова величина X  належить до цього інтервалу: 
 



 

∫=

=+<<−+=
+

−+

icx

cix

i

dxxf

icxxcixPp
1

)1(1

11

)(

])1([

.   

 
 
В цьому рівнянні ( )xf   щільність імовірності випадкової 

величини X . 
 
 

2.3 Розподіл Пірсона 
 
 

2.3.1 Елементи загальної теорії  
 

 
Нехай ми маємо статистичний ряд деякої випадкової 

величини X  об’ємом n . Побудуємо згрупований ряд ii mx ,~     

),1( ki = , де  

ix~  - середина часткового інтервалу, а  

im - емпірична інтервальна частота, і перейдемо до 
безрозмірної випадкової величини 
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c

xxz −
=                                                                     (2.4) 

 
 
де 
x̂ - деяка статистика, що буде визначена пізніше; 



c    - величина часткового інтервалу. 
Розглянемо диференціальне рівняння 
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де  

210 ,,, cccb  -  дійсні числа. 
Якщо змінна z  у ньому є випадковою величиною, 

пов’язаною з вихідною випадковою величиною X  рівністю 
(2.4), і якщо коефіцієнти  210 ,, ccc  є статистиками випадкової 
величини X  такими, що 
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xσ - середній квадратичний відхил величини X , 

3r  та  4r  - її третий та четвертий основні моменти, то 
розв’язок диференціального рівняння (2.5) являє собою 
сукупність законів розподілу Пірсона. Тобто, розподіл Пірсона – 
це сім’я розподілів імовірностей, щільність  яких )(zPy =  
задовольняє диференціальному рівнянню (2.5). Відповідні 
графіки )(zPy = , що відображають залежність щільності 
ймовірності від z , називають кривими Пірсона взагалі. 

Розподіли Пірсона класифікують в залежності від 
значення коефіцієнтів 210 ,,, cccb  та області змінення z . 
Сім’я розподілів Пірсона складається  із 12 типів. Будь-який 
розподіл Пірсона однозначно визначається  своїми першими 
чотирма початковими моментами  
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Розглянемо теорію розподілів Пірсона більш детально. 
Розв’язок рівняння (2.5), очевидно, має такий вигляд : 
 
 

∫
++

+

=
dz

czczc

bz

eyy 01
2

2
0 ,                                             (2.11) 

 
 



де 0y  - довільна стала. 
Як відомо, інтеграл у правій частині рівності (2.11) 

залежить від характеру коефіцієнтів  квадратного трьохчлена 
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Підставимо до нього значення коефіцієнтів (2.6)-(2.8) і 

перетворимо його у рівняння. Розв’язок квадратного рівняння 
даєть такі значення коренів трьохчлена (2.12) 
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Після  елементарних перетворень  рівність (2.14) приймає 

вигляд: 
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Із рівності (2.16) випливає, що значення коренів 

квадратного   трьохчлена (2.12) залежать від величини 
 
 

)1( −= χχu .                                                            (2.17) 
 
 
Рівняння (2.17), якщо його доповнити до повного квадрата 
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є рівнянням параболи з вершиною в точці з координатами 

(
4
1;

2
1
− ).  Графік  функції (2.17) приводиться на рис.2.3. 

Як виходить з (2.17) і графіка функції  )(χfu = , 
область значень χ  може бути розподіленою на три підобласті, в 
кожній з котрих функція  u  має один  і той же знак. У 
відповідності до цього, статистика (2.16) відноситься до 
множини дійсних або уявних чисел. У залежності від цього, 
приймає визначний вид інтеграл  в експоненті розв’язку  (2.11)  
і, таким чином, й сам розв’язок. Оскільки кожний із розв’язків 
диференціального рівняння (2.5) співвідноситься  з визначеним 
типом розподілу Пірсона, кожному із підобластей значень χ  
теж відповідає  той чи інший тип розподілів Пірсона , а саме: 
− області  0<χ  відповідає І тип; 
− області  10 << χ  відповідає ІV тип; 



− області  1>χ  відповідає VI тип; 
− значенню 0=χ  відповідають: 

                                     ІІ тип при 34 <r  ;             

                                     нормальний розподіл при 34 =r ; 

                                     VII тип при 34 >r  ; 
 

− значенню 1=χ  відповідає   V тип; 
− області ∞<<∞− χ  відповідає ІІІ тип. 

Отже, ІІІ тип розподілів Пірсона може спостерігатися при 
будь-яких значеннях статистики χ . 

Якщо для кожної з областей значень χ  отримати 
щільність імовірності )(zfy = для того чи іншого типу 
розподілів Пірсона і проінтегрувати її в межах i -го часткового 
інтервалу, то, як було показано вище, будемо мати інтервальну 
імовірність  
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значення лівої межі області значень змінної x  у новій 

системі коордінат. З другого боку 
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де im~  - теоретична частота  для і-того часткового 

інтервалу; n - загальний об’єм сукупності випадкової величини. 
Таким чином, розподіли Пірсона можуть розглядатися і в 

термінах теоретичних частот im~ . Статистика x̂  визначається 
формулою: 
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2.3.2 Нормальний розподіл як частинний випадок 
розподілів Пірсона. Властивості 

 нормального  розподілу. 
 
 

Як було зазначено , при 0=χ , коли 34 =r  (в точці 

0=χ , очевидно, 03 =r ), розв’язок диференціального 
рівняння (2.5) відповідає нормальному розподілу. Обгрунтуємо 
цей факт. Для цього знайдемо значення статистик  

012 ,,, cccS  при зазначених вище основних моментах 3r  і 4r  
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Отже, інтеграл у показнику степені розв’язку (2.11) 

приймає  значення: 
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Оскільки, як видно з рівності (2.22),  у нашому випадку 
xx =ˆ , то, враховуючи формули (2.9) і (2.4) і те, що x  є 

оцінкою xm , маємо:  
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Будемо вважати, що довільна стала 0y  дорівнює 



 
 

x

y
σπ2

1
0 = . 

 
 
Тоді остаточно маємо 
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тобто нормальний розподіл  випадкової величини X , де xm  та 

xσ - параметри цього розподілу. 
Нормальному закону підпорядковуються, наприклад, 

температура повітря, парціальний тиск водяної пари, 
атмосферний тиск як біля земної поверхні, так і в вільній 
атмосфері, компоненти швидкості вітру у вільній атмосфері, а 
також деякі інші  гідрометеорологічні величини. Тому 
нормальний закон (закон Гаусса) у гідрометеорологічних 
дослідженнях часто використовується. 

Визначимо основні властивості нормального розподілу. 
1.  Крива розподілу симетрична відносно ординати, що 

проходить через точку xm . 

2. Крива має один максимум при xmx = . В точці 
максимуму щільність розподілу дорівнює 
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3. При ∞→x  вітки кривої асимптотично 

наближаються до  осі OX . 
4. Згідно з симетричністю кривої розподілу, математичне 

сподівання, мода й медіана нормального розподілу 
співпадають: ex MMm == 0  (мода – це значення 
випадкової величини, на яку припадає максимум імовірності; 
медіана – це таке значення випадкової величини, для якої 

)()( ee MxPMxP >=< . 
5. Крива розподілу має дві точки перегину з 

координатами 
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6. Непарні центральні моменти нормального розподілу 

дорівнюють нулю. 
Згідно з визначенням центрального моменту q -го порядку 

маємо: 
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Введемо змінну 
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Тоді вираз (2.27) має вигляд : 
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Інтегруючи цей вираз частинами, отримаємо:   
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З формули (2.29) можна знайти 2−qµ  
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Звідси  
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Отже маємо просте рекурентне співвідношення, яке дає 

можливість  знайти моменти вищих порядків через моменти 
нижчих порядків 
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З формули (2.33) випливає, що оскільки 01 =µ , всі 

моменти непарного порядку дорівнюють нулю. 
Крім того маємо: 
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7. Коефіцієнти асиметрії та ексцесу нормального 

розподілу дорівнюють нулю. Дійсно, 
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Стає зрозумілою важливість обчислювання цих 

коефіцієнтів для емпіричних рядів, оскільки вони 
характеризують скісінсть   та сплющеність (чи витягнутість) 
даного розподілу порівняно з нормальним. 

8. Форма кривої нормального розподілу не змінюється із 
зміною математичного сподівання. При зменшенні чи 



збільшенні математичного сподівання графік щільності 
ймовірності зсувається ліворуч чи праворуч. 

При змінюванні дисперсії змінюється форма кривої 

розподілу. Зі збільшенням 
2

xσ  максимальна ордината, що 
визначається рівністю (2.26), зменшується, а із зменшенням 

2
xσ - збільшується. Згідно з властивістю щільності розподілу, 

площа, що обмежена кривою розподілу і осью абцис, дорівнює 
одиниці. Тому при зростанні xσ  крива розподілу  розтягується  
вздовж осі ординат. 

9. У виразі (2.25) застосуємо нову змінну за допомогою 
формули (2.28). Будемо мати: 
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Легко бачити, що 0=tm , а 12 =tσ . 
Функція (2.36) називається нормованою щільністю 

нормального розподілу, а її графік – нормованою нормальною 
кривою, або кривою нормального розподілу нормованої  
випадкової величини (рис.2.4). Значення нормованої щільності 
ймовірності для різних значень t  проводяться в табл.1        
Додатку       .  Нормована функція розподілу є функцією парною, 
тобто )()( tftf =− . Вона на практиці часто застосовується 
при розрахунках імовірності того, що випадкова величина 
знаходиться у визначених межах, тобто при розрахунках 
інтервальної імовірності. Останню і потрібно обчислювати  при 
апроксимації емпіричної ймовірності аналітичним виразом. 
Обчислювання легко провести і за  допомогою спеціальної 
функції, яка носить назву інтеграла ймовірності:  
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Ця функція затабульована і її значення при різних t  

приводяться в табл.2.   Додатку       . 
Інтеграл імовірності – функція непарна, тобто  
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Згідно із зазначеною властивістю функції розподілу 
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Перейдемо від x  до нормованої випадкової величини  

(2.28). Ясно, що нерівності  
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 рівносильні. Тому рівними є ймовірності 
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Але  
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Згідно з зазначеною вище властивістю функції розподілу, 

маємо 
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Перший інтеграл правої частини рівності  (2.42) 

дорівнює, очевидно, 
2
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Отже 
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Рівність (2.43) поряд з формулами (2.19) і (2.21) 

використовується при розрахунках інтервальних теоретичних 
частот im~  нормального розподілу. При цьому α  і β  є 
границями i - го часткового інтервалу довжиною c . 

Можливо використовувати і інший шлях. Дійсно, 
оскільки 
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межі i -го часткового інтервалу випадкової величини X . 
За теоремою про середнє маємо 
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Отже, використовуючи рівність (2.21), маємо  
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Значення щільності  нормованного нормального розподілу 

в точці it  беруться з таблиці Додатку    . В формулі (2.44) при 
конкретних розрахунках xσ  замінюється на його статистичну 
оцінку xS . 

10.  Знайдемо ймовірність того, що нормально 
розподілена випадкова величина X  відхиляється від свого 
математичного сподівання xm  на величину меншу ніж ε , 
тобто 
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Перейдемо до нормованої випадкової величини. Оскільки 

ε±= xmx , маємо: 
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Тоді 
 
 

)()(
2
1)(

2
1

)(
2
1)(

2
1)( 1221

xxx

tttttP

σ
ε

σ
ε

σ
ε

Φ=−Φ−Φ=

=Φ−Φ=<<
. 

 
 
Отже, маємо: 
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Будемо тепер вважати, що ε  послідовно дорівнює xx σσ 2,  

і xσ3 . Тоді за допомогою формули (2.47) прийдемо до таких 
співвідношень : 

 
 

При    
( )

,6827,0)1(
,
=Φ=

=<−= xxx mxP σσε
 ; 

 



 

при   
( )

,9545,0)2(
2,2

=Φ=

=<−= xxx mxP σσε
; 

 
 

при  
( )
9973,0)3(

3,3
=Φ=

=<−= xxx mxP σσε
. 

 
 
Із останньої рівності виходить, що практично розсіяння  

нормально розподіленої випадкової величини X  укладається 
на інтервалі xxm σ3±  (рис.2.5). Імовірність того, що X  
виходить за цей інтервал, дуже мала і дорівнює 0,0027. Така 
подія може вважатися практично неможливою. На 
проведенному міркуванні основується правило трьох сигм, яке 
формулюється таким чином: якщо випадкова величина має 
нормальний розподіл, то відхил цієї величини від 
математичного сподівання по абсолютній величині не 
перебільшує трьох середніх квадратичних відхилів. Але, якщо 
остання властивість виконується, це ще не означає, що 
випадкова величина X  підпорядковується нормальному 
розподілу. 

 Термін “нормальний розподіл” застосовується в 
умовному смислі, як загальноприйнятий в літературі термін. 
Так, твердження, що якась ознака підпорядковується 
нормальному закону розподілу, зовсім не позначає наявність 
будь-яких непорушних норм, ніби-то таких, що полягають в 
основі явища відбиттям якого є ознака, яка розглядається, а 
підпорядкування іншим видам законів не означає якусь-то 
анормальність цього явища. Головна особливість нормального 
закону   полягає у тому, що він є граничним законом, до якого 
наближаються інші закони розподілу. 



В табл.2.1 наводиться приклад розрахунків теоретичних 
частот нормального розподілу  на основі емпіричного ряду 
середніх місячних температур повітря в червні в Одесі. 
Підставою для гіпотези про те, що емпіричні інтервальні 
частоти відповідають частотам  нормального розподілу є 
близькість  до нуля третього і до трійки – четвертого основних 
моментів. Розрахунки теоретичних  частот в табл.2.1 
проводяться на основі двох розглянутих вище методів: за 
допомогою нормованого нормального розподілу  (з 5 до 9 
стовпця) і на основі інтеграла ймовірностей (10-12 стовпці 
табл.2.1). 

Як видно із таблиці, і перший , і другій методи дають 
результати, що , по-перше, дуже близькі між собою, а по-друге, 
мало відрізняються від відповідних емпіричних частот. 
Результат же апроксимації цього статистичного розподілу 
(табл.2.1) нормальним розподілом приводиться  в розділі 4 
(§4.5). 

 
 

Таблиця 2.1- Розрахунки теоретичних частот нормального                         
                            розподілу по ряду   середніх місячних 
                            температур  повітря червень, Одеса) 

 
 

Статистики ряду та оцінки параметрів 
 
 

n  Cc 0,  Cx 0,  CSx
0,  3r  4r  

100 1.5 17.3 2.9 0.16 2.57 
 
 
 

Розрахунки теоретичних частот 
 
 

№ Границі  градації 
im Нові градації 

it



п/п ліва,

1−ix  
права 

1+ix  
1−it  1+it  

1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 
1 10,0 11,5 1 -2,52 -2,00 -2,26 
2 11,5 13,0 6 -2,00 -1,48 -1,74 
3 13,0 14,5 11 -1,48 -0,97 -1,23 
4 14,5 16,0 16 -0,97 -0,45 -0,71 
5 16,0 17,5 20 -0,45 0,07 -0,19 
6 17,5 19,0 19 0,07 0,59 0,33 
7 19,0 20,5 14 0,59 1,10 0,85 
8 20,5 22,0 7 1,10 1,62 1,36 
9 22,0 23,5 4 1,62 2,14 1,88 

10 23,5 25,0 2 2,14 2,66 2,40 
 
 
 



Продовження табл.2.1 (Розрахунки теоретичних частот) 
 

)( itf  im~  )( 1+Φ it  )( 1−Φ it  im~  

9. 10. 11. 12. 13. 
0,0310 1,6 -0,95450 -0,98826 1,7 
0,0878 4,5 -0,86113 -0,95450 4,7 
0,1872 9,7 -0,66795 -0,86113 9,7 
0,3101 16,0 -0,34729 -0,66795 16,0 
0,3918 20,3 0,05581 -0,34729 20,2 
0,3778 19,5 0,44481 0,05581 19,5 
0,2780 14,4 0,72867 0,44481 14,2 
0,1582 8,2 0,89477 0,72867 8,3 
0,0681 3,5 0,96765 0,89477 3,6 
0,0224 1,2 0,99219 0,96765 1,2 

 
 
Розглянемо тепер деякі інші, найбільш популярні в 

гідрометеорологічних дослідженнях, типи розподілів Пірсона. 
 
 

2.3.3  Перший тип  розподілів Пірсона 
 
 
І  тип спостерігається  при 0<χ ,  а його основне 

рівняння має вид : 
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В ньому 02121

~,,,, mllqq - параметри, які 
визначаються формулами : 
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Статистикам σ і t  відповідають рівності (2.9) і (2.14), або 

(2.16). 
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У рівності (2.53) )(aΓ  -  гамма-функція відповідного 

аргументу. 
 
 



∫
∞

−−=Γ
0
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Вигляд кривих розподілу Пірсона І типу залежить від 

параметрів форми 1q  і 2q , а параметри 1l  і 2l  визначають межі 
області визначення  функції (2.48). 

Розглянемо різні значення параметрів форми. 
 

1) Параметри форми 0;0 21 >> qq . В цьому разі 0~ =im  

при 1lzi −=  і 2lzi = . При 0=iz , 0
~~ mmi = . Отже, 

крива розподілу починається  в точці 1lzi −=  і 

закінчується в точці 2lzi =  , досягаючи максимального 
значення  на частковому інтервалі, центром якого є точка 

0=iz . 

а) 1;1 21 >> qq  - крива розподілу має дві точки 

перегину (рис. 2.6) ; 
б)  1;10 21 ><< qq  -  крива розподілу має  лише 

одну точку  перегину праворуч відносно початку координат. 
Ліворуч відбувається  вертикальний дотик (рис.2.7); 

в) 10;1 21 <<> qq  -  крива розподілу має  

вертикальний дотик праворуч, а ліворуч – точку перегину   
(рис.2.8); 

г)  10;10 21 <<<< qq  - крива розподілу має 

тільки вертикальні дотики, а точки перегину відсутні (рис.2.9). 
 



2) Параметр 01 <q  , а параметр 02 >q . 
Тоді основне рівняння І типу можна записати таким 

чином : 
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Звідси видно, що при ∞→−→ ii mlz ~,1 . При 

0~,2 == ii mlz . Отже, пряма 1lzi −=  є асимптотою  
графіка функції (2.55) 

а) 1;01 21 ><<− qq  - крива розподілу праворуч 

має горизонтальний дотик в точці 2lzi =  (рис. 2.10);     
 
б)  10;01 21 <<<<− qq  - крива розподілу  

 
праворуч має вертикальний дотик (рис.2.11). 

 
3) Параметр 01 >q , а параметр 02 <q . 

У цьому випадку рівняння (2.48) має вид: 
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Видно, що  ∞→im~ , коли 2lzi → . Отже пряма 

2lzi =  є асимптотою графіка функції  (2.56) : 

а)  Коли 11 >q , а  01 2 <<− q , то  ліворуч маємо 
горизонтальний дотик (рис.2.12); 

б) Якщо 10 1 << q , а 01 2 <<− q , то ліворуч 
спостерігається вертикальний дотик  (рис. 2.13). 

 
4) Обидва параметри форми менші нуля ( 0;0 21 << qq ). 

Тоді рівняння (2.48) перетворюється в рівняння 
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    (2.57) 

 
 
У цьому випадку ∞→im~  і при 1lzi −→ , і при 

2lzi → . Маємо  асиметричний U - видний розподіл (рис. 
2.14). 



Таким чином, І тип розподілу Пірсона включає  9 форм 
кривих розподілу.  

Для І типу розподілу статистика x̂  визначається  
формулою 
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 .                                          (2.58) 

 
 
В табл. 2.2 наводяться результати розрахунків 

теоретичних частот І типу розподілу Пірсона на основі 
статистичного ряду модуля швидкості вітру на висоті 0.1 км. 

Як випливає з табл. 2.2, емпіричні інтервальні  частоти 

im  розрізняються  з відповідними теоретичними частотами im~  
незначно. Крім того, можна зробити  висновок про те, що на 
модальний інтервал частот, центром якого є швидкість вітру 
x̂=6.5 м/с, припадає біля 26% випадків.    

 
 

Таблиця 2.2  -  Результати розрахунків теоретичних частот  
                         І типу Пірсона на основі ряду швидкості 

вітру на висоті 0,1 км. 
 
 

Статистики ряду та оцінки параметрів 
 
 

n  c  x
 xS

 
3̂r  4̂r  σ  S  χ  t  

220 2,0 6,3 2,78 0,07 2,32 1,39 5,74 -0,002 10,40

 
 



 
Продовження табл.2.2  (Статистики ряду та оцінки параметрів) 

 
 

1q  2q
 

l  1l  2l  x̂  0
~m  

1,73 2,01 7,22 3,34 3,88 6,54 56,03 

 
 
 

Розрахунки  теоретичних частот   
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№ 
п/п ix~  im  iz  

1

1
l
zi+  

1)1(
1

qi

l
z −+

 

1. 2. 3. 4. 5. 6. 
1 1,5 13 -2,52 0,25 0,09 
2 3,5 38 -1,52 0,54 0,35 
3 5,5 53 -0,52 0,84 0,75 
4 7,5 56 0,48 1,14 1,26 
5 9,5 39 1,48 1,44 1,89 
6 11,5 19 2,48 1,74 2,62 
7 13,5 2 3,48 2,04 3,44 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Продовження табл.2.2 (Розрахунки  теоретичних частот) 



 
 

)1(
2l
zi−

 

2)1(
2

qi

l
z −−

 

im~  

7. 8. 9. 
1,65 2,74 13,5 
1,39 1,94 38,1 
1,13 1,29 53,8 
0,88 0,77 54,2 
0,62 0,38 40,2 
0,36 0,13 18,8 
0,10 0,01 2,0 

 

 
 

2.3.4  Другий тип розподілів Пірсона 
 
 

ІІ тип спостерігається, коли .3;0;0 43 <== rrχ   
Основне  рівняння для інтервальних частот цього 

розподілу має вид: 
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де 0
~,~, mlq - параметри цього розподілу. 

Порівнюючи рівняння (2.48) та (2.59), легко побачити, що 
ІІ тип породжується І типом при qqq == 21  і 



.~
21 lll ==   З формули (2.49) при цих умовах випливає  

(оскільки 03 =r ): 
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Але при умові ,03 =r статистика  S  дорівнює 
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З урахуванням цього маємо формулу для параметра 

форми q : 
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При цих же умовах, статистика t  дорівнює 
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Оскільки  lll ~
1 == , то  
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Таким же чином можна показати, що 
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Проаналізуємо формулу (2.62). Очевидно, що ,0=q  

коли .095 4 =−r  Звідси .8,14 =r  
Отже, доцільно розглянути три ситуації: 
а)  .0;8,14 == qr  З формули (2.59) випливає, що в 

інтервалі lzl i
~~ <<−   .~~

0 constmmi ==   Таким 
чином, у цьому випадку ми маємо рівномірний розподіл. Отже 
рівномірний розподіл є частинним випадком  ІІ типу розподілів 
Пірсона (рис. 2.15) 

б) .38,1 4 << r  Тоді .0>q  З формули (2.59) 

виходить, що 0~ =im  при lzi
~±= і  0

~~ mmi =  при  

0=iz . Отже ми маємо симетричну відносно початку 

координат криву розподілу, яка починається в точці lzi
~−=  

і закінчується в точці lzi
~=  (рис. 2.16) 



в) .0;8,14 << qr  Тоді формулу (2.59) можна 

перетворити так : 
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З рівняння (2.66) видно, що при ,~lzi ±→  ,~ ∞→im  

а при    0=iz , 0
~~ mmi = .  Ми отримаємо симетричний  U - 

видний розподіл (рис. 2.17).  
Треба мати на увазі, що оскільки  03 =r , статистика  x̂ , 

як видно із загального співвідношення (2.22), дорівнює 
середньому значенню, тобто 

 
xx =ˆ .                

 
Крива розподілів Пірсона ІІ типу при 0>q  суттєво 

відрізняється  від кривої нормального розподілу. По-перше, 
область існування  розподілу другого типу Пірсона є 

обмеженою )~~( lzl ≤≤− , а нормального розподілу – 

необмеженою, по друге, вона є більш сплюснутою )0( <E , 
ніж крива нормального розподілу. 

В табл. 2.3  наводяться результати розрахунків 
теоретичних частот ІІ типу розподілу Пірсона на основі ряду 
меридіональної складової швидкості  вітру на висоті 50 км. 
Підставою для прийняття рішення про можливість 
використання  для цього ІІ типу кривих Пірсона є той факт, що 



,03 ≈r  тобто ми маємо діло  з симетричним розподілом. Крім 

того, параметр ,0≈χ  а .34̂ <r  
Як випливає з табл.2.3, де містяться результати 

розрахунків, отримані інтервальні теоретичні частоти  im~  дуже 

близькі до відповідних  емпіричних частот im , а найбільша 

частота, що дорівнює 13~
0 =m  припадає на частковий 

інтервал, центром якого є швидкість меридіонального вітру  
7ˆ == xx м/с. Результат же апроксимації цього емпіричного 

розподілу розподілом Пірсона  ІІ типу приводиться в розділі 4   
(§ 4.5).  

 
 

Таблиця 2.3 -  Результати розрахунків теоретичних частот 
             ІІ типу Пірсона для меридіональної  

складової швидкості вітру на висоті 50 км. 
 
 

Статистики ряду та оцінки параметрів 
 
 

n  c  x  
xS  3̂r  4̂r  σ  S  

86 3,8 7,2 8,22 0,07 2,05 2,16 3,25 

 
 

Продовження  табл.2.3 (Статистики ряду та оцінки параметрів) 
 
 

χ  t  q  l~ 0
~m  

-0,0019 8,29 0,63 4,48 12,92 
 
 



Розрахунки  теоретичних частот  qi
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№ 
п/п ix~  im  iz  2

iz  
2

2

~l
zi  

1. 2. 3. 4. 5. 6. 
1 -9,1 2 -4,29 18,40 0,92 
2 -5,3 7 -3,29 10,82 0,54 
3 -1,5 10 -2,29 5,24 0,26 
4 2,3 16 -1,29 1,66 0,08 
5 6,1 11 -0,29 0,08 0,004 
6 9,9 14 0,71 0,50 0,03 
7 13,7 10 1,71 2,92 0,15 
8 17,5 8 2,71 7,34 0,37 
9 21,3 8 3,71 13,76 0,69 

 
 
 
 

Продовження  табл.2.3 (Розрахунки  теоретичних частот)  
 

 

)~1( 2

2

l
zi−

 

qi

l
z )~1( 2

2

−  im~  

7. 8. 9. 
0,08 0,20 2,6 
0,46 0,61 7,9 
0,74 0,83 10,7 
0,92 0,95 12,3 
1,00 1,00 12,9 
0,97 0,98 12,7 
0,85 0,90 11,6 
0,63 0,75 9,7 
0,31 0,48 6,2 



             
2.3.5   Третій тип розподілів Пірсона 

 
 

Як вже зазначалось, ІІІ тип  може спостерігатися при  
будь-яких значеннях статистикиχ . Але, як показує  попит, 

найбільш часто це відбувається при 4>χ . 
Основне рівняння ІІІ типу має вид: 
 
 

l
pz

pi
i

i

e
l
z

mm ′
−

′
+= )1(~~

0 .                                     (2.67) 

 
 
Параметри розподілу визначаються формулами : 
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при цьому : 
 



2
ˆ 3 xr

xx
σ

−= .                                                          (2.71) 

 
 
Криві, що відносяться до ІІІ типу розподілів Пірсона, 

можна поділити на дві групи . 
 
1)  0>′l . При додатних значеннях параметру масштабу 

l ′  спостерігається три різновиди кривих розподілу. Загальними 
для них є дві властивості:  при 0~, →∞→ ii mz  

(експоненціальна функція спадає швидше, ніж зростає 
степенева функція), при ,0~, =′−= ii mlz  тобто точка  

lzi ′−=  визначає початок розподілу. 
а) якщо 1>p , то крива розподілу має дві точки 

перегину, які розташовуються праворуч та ліворуч відносно 
початку координат (рис. 2.18); 

б)  при  10 << p  маємо тільки одну точку 

перегину графіка функції. При  наближенні до lzi ′−= , 
відбувається вертикальний   дотик (рис. 2.19); 

в)  при 01 <<− p   основне рівняння ІІІ типу 
Пірсона можна записати таким чином : 
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 .                        (2.72)   

 
 



Коли lzi ′−→ ,   знаменник рівняння  (2.72)  

наближається до нуля, а  ∞→im~   крива розподілу зліва має 

асимптоту lzi ′−=  (рис. 2.20). 

2)   .0<′l  Таким значенням цього параметру теж 
відповідає три типа кривих розподілу, які відрізняються від 
попередніх кривих протилежною асиметрією (при 0>′l  
розподіли мають правосторонню асиметрію, а при 0<′l  - 
лівосторонню). 

  Ясно, що тепер 0~ →im  при  −∞→iz  , тобто 
асимптотою графіка функції виявляється від’ємна піввісь  осі 
OZ . Крім того, 0~ =im  ( ∞→im~ , якщо 0<p ) при 

lzi ′−=  (оскільки  0<′l , то точка початку кривої 
розподілу знаходиться  на додатній півосі, тобто праворуч від 
початку координат). Криві розподілу, що відносяться  до цієї 
групи, зображені на рис. 2.21- 2.23. 

В табл. 2.4 у якості прикладу знаходяться результати 
розрахунків теоретичних частот розподілу Пірсона ІІІ типу на 
основі статистичного ряду модуля швидкості вітру на висоті  
0,1 км. 

Порівняння емпіричних  im  та теоретичних im~  
інтервальних частот дає можливість прийти до висновку про 
невелику розбіжність між цими частотами. Найбільшу ж 
частоту 54~

0 =m  при 179=n  має швидкість вітру 5 м/с. 
Про результат апроксимації цього (табл. 2.4) емпіричного 

розподілу  розподілом Пірсона   ІІІ типу дивись у розділі 4 (§ 
4.5). 

Ми розглянули у попередніх параграфах цього розділу  
тільки ті типи розподілів Пірсона, які найбільш часто 
використовуються  при вивченні статистичної структури  
гідрометеорологічних величин. 

Інші типи досить докладно викладені в книжці А.К. 
Мітропольского “Техника статистических вычислений ”.   

 



Таблиця 2.4 - Результати розрахунків теоретичних частот  im~  
          ІІІ типу Пірсона на основі ряду  швидкості 

 вітру на висоті 0,1 км. 
 

Статистики ряду та оцінки параметрів 
 

n  c  x  
xS  3̂r  4̂r  σ  S  

179 2,0 5,7 2,86 0,57 2,88 1,43 7,8 
 
 

Продовження табл. 2.4 (Статистики ряду та оцінки параметрів) 
 
 

χ  p  l′  x̂  0
~m  

-0,22 11,12 4,61 4,88 53,7 

Розрахунки  теоретичних частот  l
pz
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i
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0  

 

№ 
п/п ix~  im  iz  l

zi

′
+1

 

pi

l
z

)1(
′

+  

1. 2. 3. 4. 5. 6. 
1 1,5 20 -1,69 0,63 0,006 
2 3,5 52 -0,69 0,85 0,16 
3 5,5 43 0,31 1,07 2,12 
4 7,5 31 1,31 1,28 15,57 
5 9,5 23 2,31 1,50 90,81 
6 11,5 8 3,31 1,72 415,98 
7 13,5 1 4,31 1,93 1497,6 
8 15,5 1 5,31 2,15 4974,1 

 
 
 
Продовження табл. 2.4 (Розрахунки  теоретичних частот) 



 

l
pzi

′
−  l

pzi

e ′
−

 im~  

7. 8. 9. 
4,08 58,94 19,0 
1,66 5,28 45,4 
-0,75 0,47 53,9 
-3,16 0,04 35,5 
-5,57 0,004 18,5 
-7,98 0,0003 7,6 
-10,4 0,00003 2,5 

-12,81 0,3  10-5 0,7 
 
 

2.4  Гамма-розподіл 
 
 
Гамма розподілом називається розподіл, щільність 

імовірности для котрого визначається формулою 
 
 

)(
)(

1

λ
α λλλ

Γ
=

−− xexxf ,                                            (2.73) 

 
 
де λ - параметр форми, α  - параметр масштабу. 
Гамма розподіл може мати іншу форму, якщо застосувати 

перетворення 
 
 

xu α=                                                                          (2.74) 
 
 



Запишемо щільність імовірності через похідну від 
функції розподілу, і розділимо обидві частини рівності на  α .  
З урахуванням   перетворення (2.74) будемо мати: 

 
 

)(
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1

λ

λ

Γ
=

−− ueuuf  .                                                    (2.75) 

 
 
Розглянемо властивості гамма-розподілу. 
Крива розподілу починається  в точці ou = . При  

0)(, →∞→ ufu . Таким чином, щільність імовірності  

гамма-розподілу існує в області  ),0[ ∞ . 
Знайдемо похідну функції (2.75): 
 
 

)1()( 2 uueuf u −−=′ −− λλ  .                            (2.76) 
 
 
Точку екстремуму отримаємо, прирівнюючи похідну до 

нуля. Вона визначається рівністю 
 

1−= λu  .                                                                  (2.77) 
 
З рівності  (2.77) видно, що екстремум функція  (2.75) 

може мати лише у випадку, коли 1>λ . 
Друга похідна функції (2.75)  дорівнює 
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Можна легко показати, що в точці екстремуму 
квадратний трьохчлен дорівнює мінус одиниці.  Але саме він 
визначає знак другої похідної y  цій точці. Таким чином, 

0)1( <−=′′ λuf  і в точці екстремуму ми маємо 
максимум функції (2.75).  Стосовно до щільності  імовірності це 
означає, що точка (2.77) є модальним значенням випадкової 
величини u . 

Крім того, видно, що крива розподілу має моду тільки у 
випадку, коли .1>λ  

Умови наявності точок перегину отримаємо, 
прирівнюючи другу похідну (2.78) до нуля. Приходимо до 
квадратного рівняння 

 
 

0)2)(1()1(22 =−−+−− λλλ uu ,          (2.79) 
 
     
розв’язок  якого має вид 
 
 

11 −±−= λλu .                                               (2.80) 
 
 
Рівності (2.80) свідчать про те, що при  21 ≤< λ . 

Крива розподілу має лише одну точку перегину праворуч від 
початку координат (рис. 2.24). При 2>λ  точок перегину дві 
(рис. 2.25). 

Якщо параметр форми 1<λ , то як випливає з формули 
(2.75), ∞→)(uf  при 0→u  (рис. 2.26). 

Частинним випадком гамма-розподілу є експонен-
ціальний розподіл (рис. 2.27). Ми  його, очевидно, отримаємо 
при 1=λ . Оскільки  ,1)1( =Γ рівняння (2.75) приймає вид: 

 



ueuf −=)(  .                                                              (2.81)             
 
 
Знайдемо моменти випадкових величин, що 

підпорядковуються гамма-розподілу. 
Початкові моменти гамма-розподілу дорівнюють 
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                                                                                        (2.82) 
 
Звідси  )1(; 21 +== λλνλν  .  

Тому математичне сподівання випадкової величини u  і її 
дисперсія  дорівнюють 

 
λ=um ;                                                                      (2.83) 

 
 

λλλλσ =−+= 22 )1(u .                                 (2.84)       
 
 
Таким же чином можна показати, що  
 
 

λµ 23 =  і )2(34 += λλµ ,                              (2.85) 
 
 



що дає змогу легко визначити третій  та четвертий 
основні моменти випадкової величини  u : 
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Очевидно, коефіцієнт ексцесу   визначається  формулою   
 
 

λ
6

=E .                                                                         (2.88) 

 
 
Отже, міри косості та крутості  (асиметрія та ексцес)  

залежать тільки  від параметра форми λ  гамма-розподілу. 
Оскільки  0>λ , то крива розподілу  має правосторонню 
асиметрію і більшу крутість, ніж крива нормального розподілу. 

На основі отриманих рівностей для моментів розподілу, а 
також рівності (2.74), можна легко визначити формули 
статистичних оцінок параметрів гамма-розподілу. 

Із формули (2.84) випливає, що оцінкою параметра форми 

λ̂  є 
2

uS - оцінка дисперсії випадкової величини u . Але 
враховуючи рівність (2.74), маємо: 
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Отже 
 
 

22ˆˆ
xSαλ = .                                                               (2.89) 

 
 
З іншого боку                     
 
 

λ̂=u ,                                                                          (2.90)  
 
 
тобто 
 
 

xαλ ˆˆ = .                                                                       (2.91) 
 
 
Якщо рівність (2.91) підставити до рівняння (2.89), то 

отримаємо після скорочення 
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=α .                                                                    (2.92) 

 
 
Враховуючи тепер рівність (2.92) в формулі (2.89), 

будемо мати: 
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Теоретичні частоти  im~  для гамма-розподілу можна 

знайти за допомогою формули 
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11 +− <<== iiii uuunPnpm ,                     (2.94) 

 
 
де 1−iu  і 1+iu   - межі і-того часткового інтервалу. В свою 

чергу, інтервальну імовірність можна знайти, застосовуючи 
відповідну властивість щільності ймовірності 
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Функція 
 
 



dueut u
t

−−∫Γ
=

0

1

)(
1),( λ

λ
λγ                               (2.96) 

 
 
називається  неповною гамма-функцією. 
Таким чином, 
 
 

[ ]),(),(~
11 −+ −= iii uunm λγλγ .                      (2.97)   

 
 
Існують таблиці цих функцій (наприклад, “Таблиці 

неповних гамма-функцій” Є.Слуцького), за допомогою яких 
можна обчислити інтервальні імовірності й, після цього, 
інтервальні теоретичні частоти. 

Розрахунки теоретичних частот можна втілити й іншим 
шляхом. 

Покажемо, що при 0>′l  до гамма-розподілу зводиться 
ІІІ тип розподілу Пірсона. 

Для цього від інтервальних частот im~  у формулі (2.94) 
перейдемо до інтервальних імовірностей за формулою 
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і будемо вважати, що довжина часткового інтервалу  
0→c . Тоді отримаємо відповідну формулу для щільності 

ймовірності, яка при умові, що 0
~m  визначається рівністю 

(2.70), має вид  
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Розділимо обидві частини рівності (2.99) на 
l
p
′

. Будемо 

мати в лівій частині (2.99): 
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а рівняння (2.99) перетворюється на таку формулу: 
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або, якщо позначити  u
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′

+ , то 
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Тепер залишилося ввести позначення 



 
 

λ=+1p ,                                                                (2.102) 
 
 
щоб отримати рівняння 
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Порівняння формул (2.75) і (2.103) показує, що вони є 

тотожними. Аналогічний вид мають й криві гамма-розподілу і 
розподілу Пірсона  ІІІ типу при 0>′l   (рис.2.18-2.20 і        
2.24-2.26). Отже, інтервальні теоретичні частоти гамма 
розподіленої випадкової  величини можна розрахувати за 
допомогою розподілу Пірсона ІІІ типу при умові, коли 23 <r   

)0( >′l . 
 
 

2.5    Логарифмічно  нормальний розподіл  
 
 

Логарифмічно нормальним розподілом називається 
розподіл такої випадкової величини 0>x , логарифм якої  

xu ln=  має нормальний розподіл. 
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Щільність імовірності випадкової величини  x , яку  

можна подати як показникові функцію  uex = , зв’язана з 
щільністю розподілу величини  u  таким чином: 
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Звідси маємо 
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Очевидно, 
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Знайдемо математичне сподівання й дисперсію 

випадкової величини u . Поділивши  
2

xσ  на   
2

xm , будемо 
мати: 

 

1
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2
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−= ue
mx

x σσ
 ,                                                    (2.109)        

 
звідки 
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Прологарифмуємо рівність (2.107) 
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Отже, 
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                          (2.112) 
Таким чином щільність логарифмічно нормального 

розподілу можна записати  у вигляді: 
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Логарифмічно нормальним розподілом добре 

апроксимуються емпіричні розподіли випадкових величин зі 
значною правосторонньою асиметрією. 

Приведемо приклад розрахунків теоретичних частот  
логарифмічно нормального закону  розподілу для ряду 
швидкості  вітру біля земної поверхні.   

Статистичні характеристики  випадкової величини  x  ,а 

саме  x  і 
2

xS приймають відповідно за математичне 

сподівання xm  і дисперсію 
2

xσ  і по формулах  (2.110)  і  

(2.112)   знаходять  um  і  
2

uσ , які  є вихідними 
характеристиками для обчислювання теоретичних частот. 
Таблиця 2.5 - Результати  розрахунків теоретичних частот  

логарифмічно нормального розподілу для ряду 
швидкості вітру біля земної поверхні 

 
 

Інтервали  
     ba −  ix~  im  c

xx
x i

i
0

~ −
=′

 
 

iimx′  ii mx 2′



0-3,5 1,75 9 -5 -45 225 
3,5-7,0 5,25 101 -4 -404 1616 

7,0-10,5 8,75 185 -3 -555 1665 
10,5-14,0 12,25 112 -2 -224 448 
14,0-17,5 15,75 49 -1 -49 49 
17,5-21,0 19,25 24 0 0 0 
21,0-24,5 22,75 12 1 12 12 
24,5-28,0 26,25 5 2 10 20 
28,0-31,5 29,75 2 3 6 18 
31,5-35,0 33,25 1 4 4 16 

 

Продовження табл.2.5 
 

aln  bln  u
um

a
t σ

]
[ln

1 −
−

=  u
um

b
t σ

]
[ln

2 −
−

=

 

∞−  1,2528 ∞−  -2,28 
1,2528 1,9459 -2,28 -0,71 
1,9459 2,3514 -0,71 0,21 
2,3514 2,6391 0,21 0,87 
2,6391 2,8622 0,87 1,37 
2,8622 3,0445 1,37 1,79 
3,0445 3,1987 1,79 2,14 
3,1987 3,3322 2,14 2,44 
3,3322 3,4500 2,44 2,71 
3,4500 3,5553 2,71 2,95 

 

Продовження табл.2.5 
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2
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1tΦ
 

)(
2
1

2tΦ
 

)(
2
1)(

2
1

12 tt Φ−Φ  
im~  

11. 12. 13. 14. 
-0,5000 -0,4885 0,0115 6 
-0,4884 -0,2610 0,2275 114 
-0,2610 0,0830 0,3440 172 



0,0830 0,3080 0,2250 113 
0,3080 0,4145 0,1065 53 
0,4145 0,4635 0,0490 25 
0,4635 0,4840 0,0205 10 
0,4840 0,4925 0,0085 4 
0,4925 0,4965 0,0040 2 
0,4965 0,4985 0,0020 1 

 

 

25,190 =x ; 5350,10=x ; 1937,02 =uσ ; 

2578.2=um ;  5.3=c ;  7392.232 =xS ;  

4402.0=uσ . 
 
В табл.2.5 для зручності проводиться  перенесення 

початку координат в точку 25.190 =x , яка поділяє область 
значень змінної приблизно на дві  рівні частини. У подальшому 
нові значення змінної )~( 0xxi −  зменшується в c  разів, де c  – 
довжина часткового інтервалу. Це приводить до того, що у 
якості випадкових величин, які моделюються,   виступають 
прості числа )( ix′ , що мають порядок 100. 

З табл. 2.5  випливає, що емпіричні  та теоретичні частоти 
добре співпадають. 

 
 

2.6  Біномний розподіл. 
 
 

Розглянемо випадок  повторення однієї і тієї ж події при 
постійних умовах тільки з двома можливими  наслідками, при 
чому у якості елементарних  наслідків кожного елементарного 
випробування ми будемо розрізняти тільки два наслідки: появу 
деякої події A та не появу її A  (тобто появу події, протилежної 
події A). При такому формулюванні задачі  AAu += . 



Будемо вважати, що імовірність появи події для кожного 
випробування постійна і дорівнює pAP =)( , де  10 << p . 

Для події A  будемо мати: 
 

qpAPAp =−=−= 1)(1)( ,  1=+ qp . 
 
У якості події A може виступати день з грозою у літні 

місяці. Гроза може спостерігатися  з імовірністю p , а може не 
спостерігатися  з імовірністю .1 pq −=  

Нехай проведено n  незалежних випробувань, які ми 
будемо розглядати  як одне складне випробування. Результат 
кожного випробування   ми будемо відзначати, ставлючи  літеру 
A або  A  на відповідному місці. Ясно, що при двох 
випробуваннях  можливі такі  22=4 наслідки: AA , AA  AA , 
AA (подія A два рази не з’явилася , подія A не з’явилася  у 
першому  і з’явилася у другому випробуванні, подія A  з’явилася 
у першому і не з’явилася  у другому випробуванні, подія A 
з’явилася два рази). При трьох випробуваннях можливі такі      23 
=8 наслідки:  

 
.,,,,,,, AAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAAA  

 

Кожному можливому результату n  випробувань (це n2  
результатів) буде  відповідати послідовність n  літерів A і A , 
що чергуються у тому порядку, у якому з’являються ці події у n  
випробуваннях, наприклад ....AAAAA  

Оскільки випробування незалежні, то імовірність кожного 
такого результату можна знайти шляхом добутку імовірностей 
подій A і A  у відповідних випробуваннях. Так, наприклад, для 
записаного вище  результату знайдемо: 

 
 



,...)()...()()()( qpqqpAPAPAPAPAP =  
 
 
оскільки pAP =)(  і  qAP =)( . 
Ясно, що коли у записаної послідовності літера A 

зустрічається x  разів, літера A  зустрічається xn −  разів, то 

імовірність такого результату буде xnx qp − , незалежно від 
того, у якому порядку чергуються ці xлітерів A, та xn −  
літерів A . Імовірність для можливих восьми наслідків трьох 
випробувань  приводиться в табл.2.6 

 
 

Таблиця 2.6 -  Імовірності восьми наслідків трьох 
                    незалежних випробувань 
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Продовження табл. 2.6 
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Непоявлення події A  у всіх  трьох випробуваннях  має 

імовірність 3
3 )0( qP = , відповідаючу тільки за один наслідок  



AAA . Нехай )1(3p  є  імовірністю  появи події  A тільки 
один раз протягом трьох випробувань. Це може відбутися, якщо  
здійсниться  який-небудь з трьох варіантів: AAA  або AAA , 

або AAA ,  кожний з котрих має імовірність   pq 2 . Тому 
 

pq

AAAPAAAPAAAPP
2

3

3

)()()()1(

=

=++=
. 

 
 
Аналогічно цьому, з табл. 2.6 знаходимо, що імовірність 

появи A  рівно два рази при трьох випробуваннях дорівнює: 
 
  

qpAAAPAAAPAAAPP 2
3 3)()()()2( =++=  

 
 

і , нарешті, 
 
 

3
3 )()3( pAAAPP == . 

 
 
Сума  
 

1)(3

3)3()2()1()0(
332

23
3333

=+=++

++=+++

qppqp

pqqPPPP
.  

 
Це і треба було чекати, оскільки ми розглядали  суму 
імовірностей подій, утворюючих повну групу. Вірогідно, що 



подія A при трьох випробуваннях трапиться  або 0, або 1, або 2, 
або 3 рази. 

Якщо ми розглянемо імовірність )(xPn  x  разів 
спостерігати подію A протягом n  випробувань, то міркуючи 
аналогічно попередньому, прийдемо до рівняння: 
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     (2.114) 
 

де  
)!(!

!
xnx

nC x
n −
=  - число сполучень із  n  елементів 

по x . 
 
Сукупність імовірностей )(xpn  при nx ,...,2,1,0=  

тобто )(),...,1(),0( nppp nnn , називається  біномним 
розподілом імовірності.  Оскільки ці імовірності  відповідають 
несумісним подіям, утворюючим повну групу, то 

 
 

∑
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x
n xP

0
1)( .                                                           (2.115) 

 
 
Це легко перевірити, оскільки імовірності  )(xPn  

відповідно (2.114)  утворюють члени бінома  nqp )( + , за що 
вони і отримали свою назву. 



Сталі n  і p  у формулі  (2.114)  називаються параметрами 
біномного  закону. 

Розглянемо спочатку  зовнішній вигляд біномного закону. 
Для цього знайдемо відношення  )(xPn  до )1( −xPn . 
Очевидно, 
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 (2.116) 
 
У залежності від того, чи буде x  меншим, чи більшим від  

pn )1( + , права частина (2.116) буде більша чи менша від 

одиниці і, у відповідності до цього,  )1()( −> xPxP nn  або  

)1()( −< xPxP nn . Отже, доки  pnx )1( +< , кожний 

член  )(xPn  більше попереднього )1( −xPn , тобто 
послідовність імовірностей збільшується  і, навпаки, коли буде 

pnx )1( +> , то послідовність імовірностей буде 
зменшуватися. Приведемо такий приклад. Нехай відомо, що 
число днів з грозою влітку відповідає біномному розподілу і в 



червні, липні  та вересні )313130( ++=n  імовірність 

грози  
5
1)( == pAP . Тоді  

 184.182,092)1( ≈=⋅=+ pn  і тому 180 =x .  

Отже при змінюванні x  від 0 до n  імовірність  )(xPx   
(імовірність того, що за цей період гроза буде спостерігатися  x  
днів) спочатку буде збільшуватися, досягаючи  максимуму при 

180 =x , потім стане зменшуватися. Отже 00 Μ=x , де 

0Μ  - модальне значення дискретної випадкової величини x ,  
що має біномний розподіл.  Як правило, біномній розподіл має 
одну моду і відноситься до одномодальних розподілів. При 
цьому, найбільшу імовірність можуть мати які-небудь з крайніх 
значень 0  чи n . Тоді імовірності в ряду )(xPn  будуть весь час 
зменшуватися  або збільшуватися. Постійне  зменшування 

)(xPn  спостерігається при малих p , якщо n  не дуже велике. 

У цьому випадку ціла частина pn )1( +  дорівнює нулю. 

Протилежний випадок постійного збільшення  )(xPn  може 
спостерігатися при p , близьких до одиниці, та невеликих n .   
При великих n  завжди розподіл буде мати моду в центральній 
частині розподілу. Два значення моди мають  місце при  4=n  

і 
5
2

=p ,  коли  2)1( =+ pn . У цьому випадку з формули 

(2.114) випливає:  
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При 10=n  і при тому ж значенні імовірності  
5
2

=p   

отримаємо лише одну моду  4,4
5
22)1( ==+ pn  ,  тобто 

40 =x  модальне значення  0x   розташовується на інтервалі  

qnpxqnp +≤≤− 0 . 
Початкові моменти для біномного розподілу визначаються 

формулами : 
 
 

10 =γ ,                                                                        (2.117) 
 

np=1γ ,                                                                     (2.118) 
 

22
2 pnnpq +=γ ,                                                (2.119) 

 
3322

3 3)( pnqpnpqnpq ++−=γ ,          (2.120) 
 

4433

22
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pnqpn

pqqpnpqnpq

++

−+−=γ
.    (2.121) 

 
Запишемо також формули і для центральних моментів: 
 
 

,10 =µ                                                                        (2.122) 
 

,01 =µ                                                                        (2.123) 
 



,2 npq=µ                                                                 (2.124) 
 

),(3 pqnpq −=µ                                                 (2.125) 
 

]1)2(3[4 +−= pqnnpqµ .                              (2.126) 
               
 
Від центральних моментів дуже просто перейти до 

основних моментів  біномного розподілу 
 

,10 =r                                                                          (2.127) 
 

,01 =r                                                                          (2.128) 
 

,12 =r                                                                          (2.129) 
 

,3 npq
pqr −

=                                                              (2.130) 

 

.6134 npq
pqr −

+=                                                   (2.131) 

 
 
При  ∞→n , маємо  ,03 =r  34 =r , що відповідає 

нормальному розподілу. 
Якщо np - ціле число, то математичне сподівання і мода 

збігаються . 
Розподіл  (2.114), як правило асиметричний за винятком  

5,0=p . При  5,0<p   асиметрія додатня, при  5,0>p  -  
від’ємна. 



При збільшенні  числа  випробувань n   форма полігона  
розподілу наближається до симетричної. Вона  стає такою й при 
крайніх  p . Це випливає з формул  (2.130), (2.131). Практично 
графік біномного розподілу можна вважати симетричним  при  

4≥np . На рис.2.28 зображується графік розподілу  при 
05,0=p і  5=n . Видно, що при збільшенні  n  і  p   графік 

біномного розподілу стає майже  симетричним відносно моди , 
що спостерігається в точці  3=x   (рис.2.29). 

При великих значеннях  n   біномний розподіл з хорошим 
наближенням можна описати за допомогою нормального 
розподілу з тим же центром і з тієй ж дисперсією, що і у 
біномного розподілу. В основі переходу від перервного 
біномного розподілу  до неперервного нормального розподілу є 
теорема  Муавра-Лапласа: якщо відбувається необмежена 
кількість випробувань, при кожному з яких імовірність появи 
події A дорівнює p , то при безмежній кількості випробувань 

імовірність  ),,( 21 ttnP  того, що число  m появи події A 
задовольняє нерівності 

 
 

npqtnpmnpqt 21 <−<  
 
 
наближається до границі 
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де 1t   і  2t  -  які-небудь два числа  )( 21 tt < . 
Ця важлива теорема дає можливість  приблизно 

розрахувати імовірності подій, зв’язаних з біномним розподілом, 



безпосереднє обчислювання яких при великих  n   викликає 
великі труднощі  із-за  потреби  знаходження факторіалів 
великих чисел. 

 
 

2.6  Розподіл Пуассона 
 
 

У багатьох випадках, коли мають діло з подіями, які рідко 
відбуваються, розглядаються  дискретні випадкові величини, що 
підпорядковуються розподілу Пуассона. У метеорологічній 
практиці такими величинами є число днів з грозою, хуртовиною, 
ожеледдю, тощо. 

Нехай дискретна випадкова величина  χ  може прийняти  
значення із зліченої множини цілих чисел (0,1,2,…). Тоді, якщо 
імовірність того, що  m=χ , визначається формулою 

 
 

λλχ −== e
m

mP
m

!
)(    ,...)2,1,0( =m ,         (2.132) 

 
 
то говорять, що така випадкова величина має розподіл  

Пуассона. В ньому  0>λ  - параметр  розподілу Пуассона. 
Визначимо  математичне сподівання і дисперсію 

випадкової величини χ . 
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Як відомо, для нескінченного ряду 
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Отже, 
 
 

λλ λλ == − eemx .                                               (2.135) 
 
 
Постійна величина λ   є  математичним сподіванням 

випадкової величини, яка має розподіл Пуассона. Це означає, що 
розподіл Пуассона однозначно визначається математичним 
сподіванням випадкової величини. 

Для визначення дисперсії використаємо відоме 
співвідношення 

 
 

2
12

2 ννσ −=x .                                                           (2.136)  
 
 
Знайдемо  спочатку другий початковий момент 
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                                                                                       (2.137) 
 
Оскільки  λν == xm1 , то 
 
 

λλλλσ =−+= 222
x .                                      (2.138)            

 
 
Таким чином, 
 
 

λσ == xx m2  .                                                        (2.139) 
 
Отже, дисперсія випадкової величини, що має розподіл 

Пуассона, чисельно дорівнює її математичному сподіванню. 
Третій та четвертий центральні моменти розподілу 

Пуассона  визначаються формулами 
 



λµ =3  ,                                                                     (2.140) 
 
 

2
4 3λλµ += .                                                         (2.141) 

 
 
Тому для коефіцієнтів  асиметрії та ексцесу  можна знайти 

такі формули: 
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У Додатку         приводиться значення функції 
 
  )( mP =χ . 
В якості прикладу, в табл. 2.7 наводяться результати  

розрахунків теоретичних частот  розподілу Пуассона на основі 
статистичного ряду числа днів  з опадами 10≥ мм. 

 
 

Таблиця 2.7 - Результати розрахунків теоретичних частот  
                       розподілу Пуассона на основі  статистичного  

ряду числа днів з опадами  10≥ мм  
у листопаді,  Одеса. 

 
)(~ xnPmi =  

 



 

ix  im  iimx  )(xP  im~  
0 16 0 0,27 10,8 
1 10 10 0,36 14,4 
2 8 16 0,23 9,2 
3 1 3 0,10 4,0 
4 3 12 0,03 1,2 
5 2 10 0,01 0,4 
∑  40 51 1,00 40 

 
 

По даних табл.2.7  отримаємо, що 3,1≅χ , а 

0,22 ≅xS , тобто оцінка середнього числа днів з опадами  
10≥  мм  і дисперсія цієї величини  мають близькі значення, що 

дає підставу вибрати для апроксимації цієї кліматичної 
характеристики розподіл Пуассона.  

 



3   КОРРЕЛЯЦІЙНИЙ ЗВ’ЯЗОК МІЖ ДВОМА 
ВИПАДКОВИМИ ВЕЛИЧИНАМ.  

 
 

3.1  Функціональні, стахостичні та корреляційні 
 залежності між випадковими величинами 

 
  
Зв’язки між різними явищами у природі складні та 

різноманітні. Однак їх можна відповідним чином 
класифікувати. Будемо далі вести мову про залежність між 
випадковими величинами, які підлягали вивченню і раніше.  

Є всі підстави розглядати гідрометеорологічні величини 
як випадкові величини, незважаючи на те, що їх змінення 
обумовлені певними фізичними причинами. Справа у тому, що 
зв’язки у гідрометеорологічних процесах виявляються 
залежними від багатьох факторів і у нас нема, як правило, 
достатніх знань про те, який саме зв’язок, або які саме зв’язки, 
обумовили змінення цієї величини в той чи інший час.Тим 
більше, що у багатьох випадках у нас ще нема повних уявлень 
про причинно-наслідкові залежності у природних явищах, які 
спричиняють гідрометеорологічні процеси. Та чи інша міра 
невизначеності завжди має місце, коли йдеться про майбутній 
стан атмосфери чи об’єктів гідросфери, тобто про 
гідрометеорологічне прогнозування . 

Існують два погляди відносно цієї невизначеності. По-
перше, вважають, що вона пов’язана, як вже мовилося, з 
неповнотою наших знань про закони еволюції процесів в 
атмосфері і гідросфері, або з похибками чи нечисленністю 
вихідних вимірювань гідрометеорологічних величин. Але, по-
друге, існує думка й про те, що невизначеність майбутнього 
стану є внутрішньою властивістю атмосфери і океану та 
зв’язана з незалежністю розвитку деяких процесів від 
початкових умов. Це приводить до принципового обмеження 
передбаченості. Інакше кажучи, стохастичність 
гідрометеорологічних процесів є внутрішньою властивістю 
атмосфери та гідросфери.  



У багатьох випадках, коли йдеться про статистичну 
обробку результатів гідрометеорологічних спостережень, ми 
взагалі абстрагуємося від розглядання будь-яких фізичних 
закономірностей, а приймаємо сукупність гідрометеоро-
логічних величин у якості вибірки випадкової величини із 
деякої генеральної сукупності. 

У цьому розділі ми обмежимося розгляданням залежності 
тільки між двома випадковими величинами. Ці залежності 
можуть бути функціональними та стохастичними. 

Функціональна залежність між різними фізичними 
величинами вивчається фізикою. У математиці вона 
формалізується шляхом впровадження поняття функції. Але 
якщо у функціональний залежності ( )xfy =  аргумент x  є 
випадкова величина, то випадковою величиною є і залежна 
змінна y . Отже, функціональною залежністю між двома 
випадковими величинами називається така залежність, коли 
можливому значенню однієї випадковою величини відповідає 
тільки одне значення другої. 

Між випадковими величинами може існувати  зв’язок і 
іншого роду. Він виявляється у тому, що одна з них реагує на 
змінення іншої зміненням свого закону розподілу. Такий 
зв’язок називається стохастичним. Стохастичний зв’язок між 
двома випадковими величинами спостерігається, наприклад, 
коли існують загальні випадкові фактори, впливаючі як на 
одну, так і на другу величину поряд з іншими неоднаковими 
для обох величин випадковими факторами. Наприклад, якщо y  
є деяка функція від випадкових величин 

kmzzz υυυ ,...,,,,...,, 2121  
 
 

( )kmzzzfy υυυ ,...,,,,...,, 2121= , 
 
 

а x  - функція від тих же випадкових величин mzzz ,...,, 21  і 

деякої сукупності інших випадкових величин luuu ,...,, 21   



 
 

( )km uuuzzzx ,...,,,,...,, 2121ϕ=  
 
                                                                                                                    

то залежність між випадковими величинами X  і Y  буде 
стохастичною.                                      

  Найбільш важливі особливості стохастичного зв’язку 
виявляються у тих зміненнях, які зазнає центр умовного 
розподілу однієї величини при зміненні другої. Якщо 
припустити, що умовний розподіл є нормальним, то центром 
його є умовне математичне сподівання 

x
ym . Отже 

розглядається залежність умовного математичного сподівання 
однієї випадкової величини від другої. Таку залежність 
називають корреляційною ( статистичною ) залежністю між 
двома випадковими величинами. 

Будемо, як і раніше, позначати випадкові величини 
великими латинськими літерами ,...,, ZYX , а конкретні їх 
значення - малими літерами ,...,, zyx . Отже, корреляційну 
залежність між двома випадковими величинами можна 
визначити як функціональну залежність умовного 
математичного сподівання однієї з них від значення другої, 
тобто 

 
 

[ ] ( )xfmxX
YM

X
Y ===                                (3.1) 

 
 
Функцію ( )xf  називають функцією регресії випадкової 

величини Y  по ( на ) X . Рівняння (3.1) називається рівнянням 
регресії.  

Розглянемо два приклади. 



Приклад 1. Нехай двовимірна випадкова величина ( )YX ,  
визначена на прямокутнику  10 ≤≤ X ; 20 ≤≤ Y  і має 
сумісну щільність ймовірності 
 
 

( )
3

1, y
x

yxP += .                                                      (3.2) 

 
 
Треба знайти функцію регресії змінної Y  для випадку, коли 

xX = .Очевидно 
 
   

( )∫ ==
2

0
dyxX

YyPm
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y ,                                     (3.3) 

 
 

де ( )xX
YP =  - є умовна щільність імовірності випадкової 

величини Y .. 
Відомо, що 
            
 

( ) ( )
( )xP

yxP
xX

YP ,
== .                                          (3.4) 

 
 

У рівності (3.4) ( )xP  - безумовний розподіл випадкової 
величини X ,  котрий визначається формулою:  
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Отже, 
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Таким чином, 
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Знайдемо умовний розподіл випадкової величини Y  при 

двох значеннях :X  
2
1

=x  і 1=x , які належать до області 

значень цієї випадкової величини. 

При 
2
1

=x , 
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а при 1=x , 
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Як свідчать рівності ( 3.8 ) і (3.9 ),  змінення значення 

випадкової величини X  приводить до змінення закону 
розподілу випадкової величини Y .Отже, між випадковими 
величинами X   і Y  існує стохастична залежність. Знайдемо 
тепер рівняння регресії, яке, як було зазначено вище, є 
функціональною залежністю умовного математичного 
сподівання випадкової величини Y  від значення величини X . 
Для цього використуємо рівняння ( 3.3 ) при умові ( 3.7 ) : 

 
 

( )623
26)3(

62
1

62
3

2

0

2

2

0

+
=+

+
=

=
+
+

=

∫

∫

x
dyyy

x

dy
x
yym

x
y

.           (3.10) 

 
 

Отже, рівняння регресії Y  по X  визначається 
функціональною залежністю 



 
 

( )623
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x

m
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y  .                                                 (3.11)  

 
 
В області значень випадкової величини X  графік цієї функції 
являє собою відрізок гіперболи. Він зображається на рис.3.1. 
 
Приклад 2. Нехай в результаті експерименту отримані такі 
значення випадкових величин X  і Y : 

 
 
 при 6;5;4:;2 yx = , 
 
 при 8;4;6;10:;3 yx = , 
 
 при 7;9;16;12:;5 yx = . 
 
 
Знайдемо оцінки умовного математичного сподівання , 

тобто умовні середні значення випадкової величини Y  . 
Очевидно, 

 
 

;52 ==X
y

   ;73 ==X
y

  115 ==X
y

. 

 
 

Графік цієї залежності  ( )xfX
y =   зображений на 

рис 3.2 
Легко переконатися, що ми отримали рівняння прямої  



12 += xX
y

                                                           (3.12) 

 
 

Отже, випадкові величини X  і Y  зв’язані корреляційною 
залежністю, яка відбивається рівнянням регресії ( 3.12 ). 

Останній приклад можна узагальнити. Нехай 
корреляційна залежність характеризується рівнянням : 
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y  ,                                                       (3.13)  
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(3.14)  

 
Це означає, що випадкова величина Y  має умовний нормальний 

розподіл з умовною дисперсією 2

x
yσ . Ці факти графічно 

відображаються на  рис 3.3. 
Як видно з рис 3.3, зі зміненням значення випадкової 

величини X  змінюються на осі OY  положення центрів 
розподілів випадкової величини Y , тобто умовне математичне 
сподівання, оскільки розподіл є нормальним. Це означає, по-
перше, що ці випадкові величини зв’язані корреляційною 



залежністю і, по-друге, те, що при зміненні значень випадкової 
величини X  змінюються параметри закону розподілу (3.14)      
(як видно на графіку, розмах кривої і, таким чином і умовна 
дисперсія теж міняються). Тобто змінюється закон розподілу 
випадкової величини Y . А це означає, що випадкові величини 
зв’язані стохастичною залежністю. Отже, корреляційна 
залежність є частинним випадком стохастичної залежності . 
 

 
3.2  Тiснота та форма корреляцiйного зв'язку 

 
 

Незважаючи на важливiсть поняття функцiї  регресiї,  
можливостi її практичного  вживання дуже обмеженi.  Як видно 
з прикладу 1,  для оцiнки функцiї регресiї потрiбно знати 
аналiтичний вид  двовимiрного розподiлу ( )YX , .  Тiльки  
знаючи вид цього закону розподiлу, можна точно визначити 
форму функцiї регресiї та її параметри. Однак, ми найчастiше  
маємо лише вибiрку обмеженого об'єму,  на основi якої треба 
знайти вид двовимiрного розподiлу ( )YX , ,  а потiм  вид 
функцiї регресiї. Це може привести до значних помилок, 
оскiльки одну i ту ж сукупнiсть точок ( )ii yx ,  на площинi 
можна з однаковою мiрою успiшностi описати за допомогою 
рiзних функцiй розподiлу. 

Для характеристики форми зв'язку при вивченнi 
корреляцiйної  залежностi використовують поняття лiнiї 
регресiї. 

Лiнiю регресiї Y  по X  (або Y  на X ) називають умовне 
середнє значення випадкової змiнної Y , яка розглядається як 
функцiя вiд X , тобто 
 
 
 ( ) ( )xfxy = . 
 
 



Саме така лiнiя регресiї була побудована у прикладi  2  
попереднього роздiлу. 

Аналогiчно, умовне середнє значення випадкової 
величини  X , тобто ( )yx , що розглядається як функцiя y , 
називається лiнiєю регресiї X  по Y . 

Виникає питання, чому для визначення лiнiї регресiї 
користуються саме умовним середнiм ( )xy ? Функцiя ( )xy  
має одну надзвичайну властивiсть: вона дає найменшу середню 
похибку оцiнки прогнозу. 

Припустимо, що лiнiя регресiї є довiльною функцiєю. 
Середня похибка прогнозу  по  кривiй регресiї визначається 
математичним сподiванням квадрата рiзницi мiж 
експериментальною величиною  та  величиною, розрахованою 

по рiвнянню лiнiйної регресiї, тобто ( ) 2][ xfYM − . 
Звичайною є вимога знайти таку лiнiю регресiї, середня 
похибка прогнозу на основi якої була б найменшою. Такою й є                
( ) ( )xyxf = . Це випливає з властивостi мiнiмальностi  

розсiювання  навколо  центра розподiлу ( )xy . Якщо 

розсiювання визначається вiдносно  ( ) ( )xyxf ≠ , то 
середнiй квадрат вiдхилу збiльшується. Тому можна сказати, 
що лiнiя регресiї ( )xy  мiнiмiзує  середню квадратичну похибку 
прогнозу величин Y  по X . 

Визначення корреляцiйної залежностi було 
сформульовано безвiдносно до сумiсного закону розподiлу  
випадкових  величин  ( )YX , , тобто корреляцiйну  залежнiсть 

можна дослiджувати при будь-якому законi розподiлу ( )YX , . 
Однак у теорiї корреляцiї важливе мiсце займає двовимiрний  
нормальний закон розподiлу випадкових змiнних ( )YX ,  

(дивитись роздiл 3.7). У цьому випадку умовнi середнi ( )xy  i 

( )yx   є оцiнками центрiв умовного розподiлiв 



( )xXYM =  i ( )yYXM =  випадкових величин Y  i 
X , що випливає iз властивостей нормального закону 
розподiлу.  Отже, крива регресiї є оцiнкою функцiї регресiї,  i,  
таким чином,  середня похибка прогнозу по рiвнянню регресiї є 
мiнiмальною. 

Пару випадкових чисел ( )yx;  можна зобразити 

графiчно як точку з координатами ( )yx; . Таким же чином 
можна зобразити весь набiр пар випадкових чисел,  тобто всю 
вибiрку двох випадкових величин. Таке  предоставлення 
корреляцiйної залежностi називають корреляцiйним графiком, 
або полем корреляцiї. 

По розташуванню точок на ньому можна зробити 
попереднi висновки про форму i тiсноту корреляцiйного 
зв'язку.  По-перше, якщо зi збiльшенням x  випадкова  
величина  y  зростає, то ми маємо прямий зв'язок мiж ними. У 
протилежному випадку корреляцiйний зв'язок є зворотнiм. По-
друге, точки на корреляцiйному графiку можуть грунтуватися 
бiля деякої середньої прямої лiнiї. У такому  випадку  
корреляцiйний зв'язок є лiнiйним i функцiя регресiї має вид 
рiвняння прямої: 
 
 

( ) baxxy +=  .                                                        (3.15) 
 
 
Коефiцiєнти a  i b   є оцiнками параметрiв α  i β  генерального 
рiвняння регресiї 
 
 

βα += xm
x

y                                                          (3.16) 

 
 



Крiм лiнiйної зустрiчаються нелiнiйнi корреляцiйнi зв'язки,  якi 
вiдбиваються вiдповiдними рiвняннями регресiї. Серед них для 
гiдрометеорологiчних випадкових величин часто реалiзуються: 
     параболiчне рiвняння регресiї: 
 
 

( ) 2
210 xaxaaxy ++=  ;                                    (3.17) 

 
 
     кубiчне рiвняння: 
 
 

( ) 3
3

2
210 xaxaxaaxy +++=  ;                     (3.18) 

 
 
     показникове рiвняння регресiї: 
 
 

( ) cxabxy =  ;                                                            (3.19) 
 
 
частинним випадком якого є експоненцiальне рiвняння регресiї: 
 
 

( ) bxaexy =   ;                                                           (3.20) 
 
 
     гiперболiчне рiвняння регресiї: 
 

( ) bx
axy =  .                                                               (3.21) 

 



По-третє, по розкиду точок на корреляцiйному  графiку  можна  
зробити попереднiй висновок про тiсноту корреляцiйного 
зв'язку. Звичайно, вiн є бiльш тiсним,  коли точки тiснiше 
групуються навколо лiнiї  регресiї, i навпаки. 

На рис.3.4 зображаються корреляцiйнi графiки при рiзних 
характерах корреляцiйного зв'язку. 
 
 

3.3  Корреляцiйне вiдношення 
 
 

Розкид точок  на  корреляцiйному  графiку  може дати 
лише якiсне уявлення про тiсноту корреляцiйного зв'язку.  Але 
у бiльшостi дослiдницьких задач треба мати кiлькiсну міру 
зв'язку. 

Характер розкиду точок ( )yx,   на  корреляцiйному  
полi  визначається не тiльки впливом випадкової величини X  
на випадкову величину Y ,  а i впливом на неї й iнших 
випадкових величин.  Якщо на величину Y  чинить вплив 
тiльки величина X , то всi точки будуть розмiщуватися на лiнiї 
регресiї.  Чим бiльший вплив iнших випадкових величин на 
випадкову величину Y ,  тим бiльшим виявляється розкид 
точок на корреляцiйному графiку.  Розглянемо,  яким 
показником  можна вимiрювати тiсноту корреляцiйного зв'язку. 

Основною характеристикою є загальний показник 

мiнливостi - повна дисперсiя 2
yσ . Умовимося пiд повною 

дисперсiєю розумiти дисперсiю випадкової величини Y  
вiдносно умовного математичного  сподiвання XYm . Повну 
дисперсiю можна розкласти на двi складовi, кожна з яких 
характеризує дiю окремих факторiв. Одна з них характеризує 
вплив фактора X  на Y , друга - вплив iнших факторiв. 
Очевидно, чим менший вплив iнших факторiв,  тим тiснiшим є 
зв'язок мiж X  i Y . Отже, повну дисперсiю можна виразити 
таким чином: 
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Розглянемо останнiй член отриманої рiвностi. Очевидно, 
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Отже 
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 .        (3.22) 

 
 
Член 



 
 

( ) }]{[ 22 xyYMxy −=σ           (3.23) 
 
 
характеризує розсiювання точок на корреляцiйному полi 
вiдносно  лiнiї регресiї. Тому  дисперсiя  (3.23) описує вплив 
iнших дiючих факторiв на випадкову величину Y . Другий член 
 
 

( ) }]{[ 22
XYxy mxyM −=δ         (3.24) 

 
 
має смисл мiри розсiювання вибiркових лiнiй регресiї вiдносно  
генеральної лiнiї регресiї i, таким чином, характеризує вплив 
випадкової величини X  на Y . 

Пiдставимо формули (3.23) i (3.24) до рiвняння (3.22) i 
подiлимо його на повну дисперсiю. Будемо мати: 
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 .                                                     (3.25) 

 
 
 
Величину 
 
 

2

2
2

y

xy
xy σ

δ
η =  ,                                                             (3.26) 

 
 



яка має смисл вiдносного внеску випадкової величини X  у 
повне розсiювання випадкової величини Y , тобто є мiрою 
впливу випадкової величини X  на Y , або мiрою 
корреляцiйного зв'язку мiж ними, називають корреляцiйним 
вiдношенням. Очевидно, 
 
 

2

2
2 1

y

xy
xy σ

σ
η −=  .                                                     (3.27) 

 
 

Дисперсiя 2
xyσ  є частиною повної дисперсiї 2

yσ , а тому 
22
yxy σσ ≤ . 

Тодi, як свiдчить рiвнiсть (3.27), 
 
 

10 2 ≤≤ xyη  .                                                            (3.28) 
 
 
Корреляцiйне вiдношення дорiвнює нулю тодi, коли на 
випадкову величину Y  величина X  не впливає, а дiють на неї 

тiльки iншi випадковi величини. У цьому разi 22
yxy σσ = . 

Навпаки, 12 =xyη , коли 02 =xyσ , тобто коли на величину  

Y   iншi випадковi величини,  окрiм X , не чинять впливу. У 
цьому випадку мiж Y  i X  iснує функцiональна залежнiсть. 

Вiдсутнiсть корреляцiйного зв'язку не можна 
ототожнювати з незалежнiстю випадкових величин. Якщо 

02 =xyη , то змiнна Y  може бути залежною вiд X , але так, 



що центри умовних розподiлiв не змiнюються при змiненнi X , 
а змiнюються лише умовнi дисперсiї. 

Замiсть величини 2
xyη  використовується величина 

 
 

2
xyxy ηη =  ,                                                          (3.29) 

 
 

Границi її змiнення такi ж, як i у 2
xyη , тобто 

 
 

10 2 ≤≤ xyη  .                                                            (3.30) 
 
 
Звичайно, на основi вибiрок ми знаходимо оцiнки розглянутих 
дисперсiй 
 
 

222 ˆ
xyxyy SS δ+= ,                                                   (3.31) 

 
 
де 
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називається внутрiшньогруповою  дисперсiєю i характеризує 
вiдхил ординат точок вiд умовної середньої i  -того iнтервалу, а 
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мiжгрупова дисперсiя характеризує вiдхил групових  умовних  
середнiх вiд загального значення випадкової величини Y . У 
формулах (3.32) i (3.33) ( )xy  є емпiричною лiнiєю регресiї. 

Емпiричним корреляцiйним вiдношенням є величина 
2ˆ xyη , що розраховується за формулою: 

 
 

2

2
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y

xy
xy S

S
−=η .                                                       (3.34) 

 
 
З формули (3.34) випливає, що 
 
 

1ˆ0 2 ≤≤ xyη .                                                             (3.35) 
 
 

При 0ˆ2 =xyη  мiнливiсть середнiх ( )xyi  є вiдсутньою, i лiнiя 
регресiї паралельна до осi абсцис, що означає вiдсутнiсть 
корреляцiйного зв'язку мiж випадковими величинами X  i Y . 

При 1ˆ2 =xyη  всi точки корреляцiйного поля розташовуються 
на лiнiї регресiї.  Це свiдчить про наявнiсть функцiональної 
залежностi мiж випадковими величинами. 

Треба мати на увазi, що емпiричне корреляцiйне 
вiдношення у визначнiй мiрi завищує тiсноту зв'язку i тим 
бiльше,  чим  менше  число спостережень. 



 
 

3.4  Рiвняння регресiї мiж двома випадковими величинами 
 
 

3.4.1  Метод найменших квадратiв 
 
 

Рiвняння регресiї,  що розглядалися у попередньому 
роздiлi, являють собою не що iнше, як моделi процесу 
взаємозв'язку мiж випадковими величинами Y  i X . Звичайно, 
модель повинна бути адекватною процесу, що моделюється. 

Можуть бути рiзнi  ступенi адекватностi моделi процесу, 
що дослiджується. Тому при  моделюваннi  треба  визначити  
кiлькiсну  мiру адекватностi. Таку  кiлькiсну  мiру  називають  
критерiєм якостi або функцiєю цiлi. 

Критерiй якостi  вибирають  у  залежностi вiд характеру 
задачi, яка ставиться. При побудовi статистичних моделей 
найбiльш часто використовують такий критерiй: 
 
 

( ) min][
1

22 =−=∆ ∑
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n

i
ii xfy ,                           (3.36) 

 
 
де iy  - ординати точок корреляцiйного поля, ( )ixf  - 
ординати точок на лiнiї регресiї при значеннi  незалежної  

змiнної  ix   (рис.3.5). Смисл критерiю 2∆  полягає у тому, що 
для опису взаємозв'язку мiж випадковими величинами 
вибирають такi параметри рiвняння регресiї ( )xy ,  якi дають 
мiнiмум суми квадратiв рiзниць мiж ординатами 
експериментальних точок i точок  лiнiї  регресiї  при 
вiдповiдних значеннях змiнної x . Тому метод, основою якого є 
критерiй якостi у формi (3.36), носить назву метода найменших 
квадратiв. 



Рiвняння (3.36)  є  функцiєю параметрiв моделi,  якi 
пiдлягають визначенню. Як вiдомо,  умовний екстремум 
функцiї декiлькох змiнних визначається шляхом зрiвнювання 
до нуля частинних похiдних цiєї функцiї по незалежних 
змiнних. Нехай, наприклад, 
 
 

( ) ( )xbafxy ,,= ,                                                  (3.37) 
 
 
тобто функцiя регресiї має два невiдомих параметра a  i b . 
Тодi необхiдно записати рiвняння, що визначають умови 
екстремуму 
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 .                                           (3.38) 

 
 
Можна показати,  що  визначенi за допомогою рiвнянь (3.38) 

параметри a  i b   надають дiйсно мiнiмум критерiя якостi 2∆ . 
Як буде показано далi,  операцiї (3.38) приводять до системи 
алгебраїчних рiвнянь, розв'язок якої дає шуканi значення 
параметрiв моделей.  Цi алгебраїчнi рiвняння  називають  
нормальними,  а  вiдповiдну систему системою нормальних 
рiвнянь. 

Параметри вибраної регресiйної моделi знаходять на 
основi вибiрок випадкових величин X  i Y . Тому вони є 
оцiнками параметрiв генерального рiвняння  регресiї.  Якщо 
вони отриманi за методом найменших квадратiв,  то їх 
називають оцiнками метода найменших квадратiв. 
 
 
     3.4.2 Оцiнювання параметрiв лiнiйного рiвняння регресiї 
 



 
     Як вiдомо, лiнiйне рiвняння регресiї має вид: 
 
 

( ) baxxy += ,                                                         (3.39) 
 
 
де a   i b  - коефiцiєнти регресiї, якi треба визначити на основi 
вибiрок випадкових величин X  i Y . Для цього використаємо 
метод найменших квадратiв. Вiдповiдний критерiй якостi має 
таку форму: 
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Для отримання системи нормальних рiвнянь прирiвняємо до 

нуля частиннi похiднi по a  i b  вiд критерiю 2∆ : 
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Пiсля простих перетворень ми приходимо до системи 
алгебраїчних рiвнянь 
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з них отримаємо, що a  дорiвнює: 
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Індекси сумування в формулi (3.45) тимчасово опущенi. 

Подiлимо чисельник i знаменник рiвняння (3.45) на 2n .      
Будемо мати : 
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або 
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Виконуючи ряд перетворень приходимо до рівнянь: 
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xyK  - носить назву коварiацiй випадкових величин X  i Y . 
Вiдомо, що 
 
 

yxxyxy SSrK = ,                                                        (3.49) 
 
 
де xyr  - статистичний параметр,  який має назву коефiцiєнта 
корреляцiї. Ураховуючи рiвностi (3.47) - (3.49), приходимо до 
такого виразу для кутового коефiцiєнта рiвняння регресiї: 
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y
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Перейдемо тепер  до  обчислювання  вiльного  члена рiвняння 
регресiї (3.39). Аналогiчно, для коефiцiєнта регресiї b  маємо: 
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Формулу (3.51) можна переписати таким чином: 
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або , пiсля скорочення i врахування формули (3.45) 
 
 

xayb −=  .                                                              (3.52) 
 
 
Рiвняння (3.50)  i (3.52) є оцiнками параметрiв лiнiйної 
регресiйної моделi метода найменших квадратiв.  Вони 
утримують важливий  статистичний параметр - коефiцiєнт 
корреляцiї xyr . Розглянемо його. 
 
 

3.5  Коефiцiєнт корреляцiї як мiра тiсноти лiнiйного 



корреляцiйного зв'язку 
 
 

Як було показано в  роздiлi  3.3,  мiрою  тiсноти  
корреляцiйного зв'язку мiж випадковими величинами X  i Y  є 
корреляцiйне вiдношення: 
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Замiсть ( )xy  i  y  пiдставимо в (3.53) їх значення з рiвнянь 
(3.39) i (3.52). Будемо мати: 
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                                                      (3.54) 

 
Пiдставимо тепер в (3.54) замiсть a  його значення iз рiвностi 
(3.50). Отримаємо: 
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x
y r=η  .                                                                  (3.55) 

 
 
Отже, коефiцiєнт корреляцiї є мiрою тiсноти  лiнiйного  

корреляцiйного зв'язку. Оскiльки  12 ≤
x

yη , то 

 
 

1≤xyr                                                                          (3.56) 

 
 
або 
 

11 ≤≤− xyr  .                                                            (3.57) 
 
При 0=xyr , лiнiйний корреляцiйний зв'язок вiдсутнiй, тобто 

величина X  i Y  - некоррельованi ; при  10 << xyr   вiн  є 

прямим, при 01 <<− xyr  - зворотнiм. 
     Як випливає з формули (3.49), 
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або, якщо врахувати рiвняння (3.47), 
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Коефiцiєнт корреляцiї характеризує ступiнь  наближення  
корреляцiйного зв'язку мiж  випадковими величинами X  i Y   
до лiнiйної функцiональної залежностi. 

Зв'язок мiж випадковими величинами тим тiснiший, чим 
бiльшим по абсолютнiй величинi є коефiцiєнт корреляцiї. 
 
 

3.6   Оцiнювання коефiцiєнтiв нелiнiйних рiвнянь регресiї 
 
 

Як було  зазначено вище,  до нелiнiйних рiвнянь регресiї 
вiдносяться показникове,  гiперболiчне, та параболiчне 
рiвняння.  

До показникового рiвняння регресiї вiдноситься рiвняння: 
 
 

( ) cxabxy =  .                                                            (3.55) 
 
 
Його частинний випадок є експоненцiальне рiвняння регресiї 
 
 

( ) bxaexy =   .               (3.56) 
 
 
Обчислення коефiцiєнтiв цих рiвнянь здiйснюється  на  основi  
метода найменших квадратiв. Але зручно застосувати 
вiдповiдне нелiнiйне перетворення, яке привело б нелiнiйнi 



рiвняння регресiї  до  лiнiйних. Покажемо це на прикладi 
експоненцiального рiвняння регресiї (3.56). 

Якщо метрика 
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то, очевидно, досягає мiнiмуму i метрика 
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Стосовно до рiвняння (3.56), метрика (3.58) має вид 
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Позначимо ii yz ln=  ;  ac ln= . Тодi будемо мати: 
 
 

∑
=

=−−=∆
n

i
ii cbxz

1

22 min][ ,           (3.60) 

 
 
тобто такий же критерiй якостi, як i для лiнiйного рiвняння 
регресiї. 

Тодi коефiцiєнти регресiї розраховуються по формулах: 
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cea =  .                                                                        (3.65) 
 
 
 

Аналогiчно, логарифмiчне  перетворення  приводить  
гiперболiчне рiвняння регресiї 
 
 

( ) bx
axy =                                                                  (3.66) 

 
 



до лiнiйного 
 
 

( ) xbaxy lnlnln −= ,                                        (3.67) 
 
 
а критерiй якостi для нього до форми 
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де  ii yz ln=  ; ac ln=  ; ii xu ln= . 
 
Зупинимося тепер на параболiчному рiвняннi 
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210 xaxaaxy ++= .                                     (3.69) 

 
Вiдповiдно до метода найменших квадратiв критерiй якостi 
такої моделi дорiвнює 
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Систему нормальних рiвнянь ми одержимо за допомогою 
операцiй 
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якi дають 
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Розв'язок цiєї  системи  лiнiйних  неоднорiдних алгебраїчних 
рiвнянь дає шуканi коефiцiєнти регресiї   10 ,aa  і 2a . 

Аналогiчним чином  знаходяться i коефiцiєнти кубiчного 
рiвняння регресiї. 
 
 

3.7  Двовимiрний нормальний розподiл системи двох 
випадкових   величин 

 
 

Система двовимiрних випадкових величин X  i  Y   
характеризується функцiєю щiльностi сумiсного розподiлу 
( )yxf , .  Однiєї з них є щiльнiсть двовимiрного розподiлу. 

Щiльнiсть нормального розподiлу двох залежних неперервних 
випадкових величин має вид: 
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                                                      (3.73) 
 

Розглянемо сенс параметрiв xyyyxx mm ρσσ ,,,, 22  
цього закону розподiлу. Як вiдомо з курсу "Теорiя 
ймовiрностей", якщо вiдомою є щiльнiсть сумiсного розподiлу 
двох випадкових величин ( )yxf ,  , то 
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Для випадкових величин, визначених в областi ( )∞∞− , , на 
пiдставi цього з урахуванням (3.73) маємо : 
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 (3.75) 

Запровадимо позначення  
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     Якщо показник експоненти доповнити до повного квадрату 
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то будемо мати 
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Позначимо 
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Тодi 
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Отже маємо: 
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або повертаючись до вихiдної змiнної, 
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Таким чином, параметри xm  i 2
xσ  двовимiрного 

нормального розподiлу (3.73) мають сенс математичного 
сподiвання i дисперсiї випадкової величини X . 

Застосовуючи до рiвняння (3.73) другу формулу  системи  
(3.74), шляхом аналогiчних перетворень можна показати, що 
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Отже, параметри ym  i 2
yσ  також є математичним сподiванням 

i дисперсiєю нормально розподiленої випадкової величини Y . 
Зупинимося тепер на поясненнi смислу параметра xyρ . 

Для цього знайдемо коварiацiю xyK  випадкових величин X  i 

Y . Маємо за визначенням: 
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Введемо позначення  .; ymyxmx yx ∆=−∆=−  

Тодi з урахуванням рiвняння (3.73) отримаємо: 
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Позначимо 
 
 



;
2

ξ
σ

=
∆

x

x
                                                           (3.86) 

 
 

( ) η
σ

ρ
σρ

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ ∆
−

∆
− x

xy
yxy

xy
212

1
.                   (3.87) 

 
 
Тодi 
 
 

ξσ ∆=∆ 2xx ,                                                      (3.88) 
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Возводячи до квадрату рiвняння (3.87) i доповнюючи 
лiву частину його до повного квадрату, маємо: 
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Отже з урахуванням рiвностей (3.88) - (3.90) отримаємо: 
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Останнє рiвняння можна переписати так: 
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Але 
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непарної функцiї, а 
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Враховуючи цi результати, маємо: 
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Таким чином, параметр xyρ  двовимiрного нормального 
розподiлу є коефiцiєнтом корреляцiї мiж випадковими 
величинами X  i Y . 

У випадку, коли випадковi величини X  i Y  -
некоррельованi ( )0=xyρ , то 
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                                                      (3.97) 
 
Рiвняння (3.97) є необхiдною i достатньою умовою 
незалежностi випадкових величин X  i Y . Отже, 
некоррельованi нормально розподiленi випадковi величини  є  
незалежними.  Але такий висновок не може бути прийнятним 
для випадкових величин, якi мають iншi розподiли 
ймовiрностей. Якщо коефiцiєнт корреляцiї дорiвнює нулю, то в 
загальному випадку випадковi величини X  i Y  можуть бути i 
незалежними i залежними. Нульове значення коефiцiєнта 
корреляцiї є умовою необхiдною, але недостатньою для 
незалежностi випадкових величин. Такi випадковi величини 
можуть  бути  зв'язаними  стохастичним  або  функцiональним 
зв'язком. 

Розглянемо рiвняння: 
 
 



( ) ( )( )

( ) 2
2

2

2

2

2

K
my

mymxmx

y

y

yx

yx
xy

x

x

=
−

+

+
−−

−
−

σ

σσ
ρ

σ
 ,      (3.98) 

 
 
що є показником експоненти рiвняння (3.73). 

Рiвняння (3.98) є рiвнянням сiм'ї елiпсiв рiвної щiльностi 
розподiлу, центр яких розташовується в точцi з координатами 
( )yx mm , , а головнi осi розсiювання (осi симетрiї елiпсiв) не 
паралельнi координатним  осям  (рис.3.6).  Вiн вiдповiдає умовi 

0== yx mm . Вони складають з осю OX  кути, що 
визначаються рiвнянням : 
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Рiвняння (3.99) дає значення кутiв 1ε  i 2ε , якi розрiзняються на 

величину  
2
π

. 

Якщо нормально розподiленi величини є незалежними 
( )0=xyρ , то, очевидно, рiвняння (3.98) придбає форму: 
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У цьому випадку 0=ε , тобто осi симетрiї елiпса паралельнi 
осям координат (рис.3.7). Параметр K  вiдповiдає вибраному 
значенню рiвня z , на якому вiдбувається перетин поверхнi 
двовимiрного нормального розподiлу площиною,  паралельною  
координатнiй  площинi OXY  (рис.3.6). При 10 == Kz  

пiвосi еліпса дорiвнюють середнiм квадратичним вiдхилам xσ  

i yσ . 
Запровадимо позначення : 
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i, враховуючи    формулу   (3.73)   знайдемо   умовний    

розподiл    ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
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x
yf : 
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Переходячи до попереднiх змiнних, маємо: 
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                (3.101) 
 
Iз рiвняння (3.101) видно,  що умовний розподiл є нормальним з 
центром розсiювання 
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i середнiм квадратичним вiдхилом 
 
 

21 xyy
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Ясно, що рiвнiсть (3.102) є рiвняння лiнiї регресiї Y  по X , яка 
має форму прямої лiнiї (3.16), де 
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xy mm αβ −=   .                                                   (3.105) 
 
 

Отже, аналiз  двовимiрного нормального розподiлу дає 
змогу обгрунтувати основнi засади теорiї корреляцiйного 
зв'язку мiж двома  випадковими величинами, якi розглядалися у 
попереднiх параграфах цього роздiлу. 
 



4  ПЕРЕВIРКА СТАТИСТИЧНИХ ГIПОТЕЗ 
 

4.1  Загальна  постановка задачi про перевiрку статистичних 
гiпотез 

 
Перевiрка статистичних гiпотез тiсно поєднується з 

теорiєю оцiнювання параметрiв. У природознавствi, рiзних 
галузях технiки i економiки часто для з'ясування того чи iншого 
випадкового факту звертаються до  висловлювання  гiпотез,  якi 
можна перевiрити статистично, тобто опираючись на результати 
спостережень у  випадкових  вибiрках. Пiд статистичними  
гiпотезами розумiють такi гiпотези,  котрi вiдносяться або до 
виду, або до окремих параметрiв розподiлу випадкової величини. 
Наприклад,  статистичною є гiпотеза про те, що середнi добовi 
температури повiтря мають нормальний закон  розподiлу.  
Статистичною буде  також  гiпотеза про те,  що мiсячнi кiлькостi 
опадiв на сусiднiх метеорологiчних станцiях суттєво не 
розрiзнюються. 

Сформулюємо задачу статистичної перевiрки гiпотези у 

загальному видi. Нехай ),( Θxf   - закон розподiлу  
випадкової  величини  x , який залежить вiд одного параметра 
Θ .  Припустимо,  що необхiдно перевiрити гiпотезу про те,  що 

0Θ=Θ . Будемо називати цю гiпотезу нульовою i позначимо 

її через 0H . Гiпотезу про те, що 1Θ=Θ назвемо 

конкуруючою i позначимо її через 1H . Гiпотезу 0H   iнодi 

називають основною,  а гiпотезу 1H  - альтернативною. Отже, 

стоїть задача перевiрки гiпотези 0H  вiдносно конкуруючої 

гiпотези 1H   на  основi вибiрки,  що складається з n   

незалежних спостережень nxxxx ,...,,, 321  над випадковою 
величиною .X  

Як вже вiдомо, статистична сукупнiсть розглядається як 
випадкова вибiрка з генеральної сукупностi. Отже, всю можливу 



множину N  вибiрок об'ємом n  можна роздiлити на двi 
неперетинних пiдмножини (позначимо їх через 1u  i 2u  ), таких, 

що гiпотеза 0H  повинна бути вiдкинутою, якщо вибiрка, яка 

розглядається, потрапляє до пiдмножини 1u  , i прийнятою, якщо 

вибiрка належить до пiдмножини 2u . 
Бiльш зручно, проте, мати дiло не з вибiрками, а з деякими 

статистичними параметрами k , одержаними на основi вибiрок 
за визначним правилом. Оскiльки цi параметри є числами, а 
останнi зображаються точками на числовiй осi,  пiдмножини 1u   

i 2u  вибiрок зводяться до двох пiдмножин  точок числової осi  

або до двох одномiрних областей 1W  i 2W . Область 1W  

параметрiв k  називають критичною областю, а область 2W   - 

областю припустимих значень.  Оскiльки область 2W  

складається з точок,  якi не увiйшли до областi 1W ,  то область 

1W  однозначно визначає область 2W  , i навпаки. 
Виникає питання про те, якими принципами треба 

керуватися  при будуваннi критичної областi 1W .  Цi принципи 

полягають у тому, що приймаючи чи вiдкидаючи гiпотезу 0H  
можна припустити помилку  двох видiв. 

Помилка першого роду полягає у тому,  що нульова  
гiпотеза  0H  вiдкидається, тобто приймається гiпотеза 1H  тодi, 

коли в дiйсностi  все ж таки вiрною є гiпотеза 0H . 
Помилка другого роду допускається тодi,  коли 

приймається гiпотеза 0H  , у той час, коли вiрною є гiпотеза 1H . 
     Смисл помилок першого i другого роду iлюструє табл. 4.1. 
 
 
 
 



Таблиця 4.1 - Помилки першого i другого роду 
 
 

Гiпотеза  0H  є вiрною є невiрною 

Вiдкидається Помилка I роду Правильне 
рiшення 

Приймається Правильне 
рiшення 

Помилка II роду 

 
 
Iмовiрностi помилок першого i другого роду однозначно  
визначаються вибором критичної областi 1W .  Умовимося для 

будь-якої критичної областi 1W   позначати через α   iмовiрнiсть 
помилки першого роду. Її називають рiвнем  значущостi.  
Критичну область 1W   вiдокремлює вiд областi прийняття 

гiпотези 0H  критична точка крk . Можуть розглядатися 
правостороння, лiвостороння, двохстороння i симетрична двохс- 
тороння критичнi областi. Вони позначенi на рис. 4.1. 

Як вже позначалося,  параметр k  формується за 
визначеним правилом в залежностi вiд характеру задачi,  яка 
розв’язується, та властивостей випадкових величин.  Критичне 
значення параметра крk  знаходиться iз такої умови. Припустимо 
йдеться про правосторонню критичну область (рис.4.1а). Нехай 
гiпотеза 0H  є вiрною. Тодi iмовiрнiсть того, що гiпотеза 0H  
вiдкидається тобто, що робиться помилка I роду, дорiвнює 

 
 

α=> )( крkkP .  
 
 
Для лiвосторонньої критичної областi (рис.4.1б) 
 



α=< )( крkkP , 
 
 
для двохсторонньої критичної областi (рис.4.1в), 
 
 

α=>+< )()( 12 кркр kkPkkP  
 
 
i для двохсторонньої симетричної областi (рис.4.1г) 
 
 

α=>+−< )()( кркр kkPkkP  
 
 
або 
 
 

2
)( α
=> крkkP . 

 
 

Отже, можна сказати,  що при великiй кiлькостi вибiрок 
доля помилкових рiшень дорiвнює α  , якщо гiпотеза 0H  є 
вiрною. 

Для знаходження параметра k  будемо використовувати 
такi теореми: 

1. Нехай незалежнi величини uzzzz ,...,,: 21  
пiдпорядковуються нормальному закону розподiлу. Тодi сума 
квадратiв цих величин 
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пiдпорядковується закону розподiлу, який визначається 
щільністю iмовiрностi 
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з ν   - числом ступенiв волi. Число ступенiв волi є параметром 
розподiлу. Закон розподiлу (4.2) називають 2χ  - розподiлом. 

2. Нехай ми маємо двi незалежнi випадковi величини u   i υ , 
якi пiдпорядковуються 2χ  - розподiлу з числами ступенiв волi 

1ν  i 2ν  вiдповiдно. Тодi випадкова величина 
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пiдпорядковується розподiлу 
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                   0,                                              при    0<F           
 
 
 
 
 

Формула (4.4) носить назву закона Фiшера-Снедекора. 
Розподiл Фiшера-Снедекора двохпараметричний з 

параметрами 1ν  i   2ν . 
3. Нехай маємо двi незалежнi випадковi величини u   i υ  

такi, що u  - пiдпорядковується нормальному закону,  а 2χυ −   
розподiлу з числом ступенiв волi ν . 

Тодi випадкова величина  t  
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пiдпорядковується розподiлу 
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                                                                                                      (4.6) 
Рiвняння (4.6) називається розподiлом Стьюдента. Як видно, 
цей закон є однопараметричним, з параметром ν . 
 
 

4.2 Перевiрка статистичної гiпотези про однорiднiсть 
 членiв статистичної сукупностi. 

 
 

Процеси, що вiдбуваються в атмосферi i гiдросферi,  
мають рiзну iнтенсивнiсть. У залежностi вiд цього 
гiдрометеорологiчнi величини, якi характеризують  
iнтенсивнiсть  того  чи  iншого процесу,  можуть приймати 
значення,  котрi вiдрiзняються одне вiд одного.  В  окремих 
випадках значення деяких метеорологiчних величин може дуже 
вiдрiзнятися вiд загального рiвня, який характеризується 
середнiм значенням. Наприклад, у  Одесi середня температура 
повiтря у листопадi дорiвнює 5,8 0С  . В 1994 роцi цього мiсяця 
вiдбулося вторгнення дуже холодного континентального 
арктичного повiтря на Україну i середнi добовi температури 
протягом декiлькох днiв коливалися у границях - 10 0С…-12 0С,  
тобто рiзко вiдрiзнялися вiд звичних середнiх добових 
температур. Такi значення метеорологiчних величин прийнято 
називати  "випадiннями" або "викидами". Випадiння чинять 
вплив на середнє значення, але особливо на значення 
центральних моментiв,  оскiльки при  їх оцiнцi в суму входять 
доданки,  якi являють собою великi рiзницi мiж випадiннями i 
середнiми значеннями,  котрi  пiдносяться  до  другої, третьої чи 
четвертої степенi у залежностi вiд того, оцiнку якого моменту 
треба знайти. 



Виникає питання, що робити з означенними випадiннями: 
чи зберiгати їх у вихiднiй статистичнiй сукупностi,  чи 
вилучити?  На це питання треба вiдповiсти пiсля перевiрки 
статистичної гiпотези 0H  про однорiднiсть членiв статистичної 
сукупностi. 

Розглянемо принцип  формування критерiя k   для 
перевiрки цiєї гiпотези на основi вибiрки випадкової величини 

.,...,,: 21 nxxxX   
Вiдомо, що середнє значення, як випадкова величина, 

пiдпорядковується нормальному закону.  Вибиремо iз вибiрки 

minx  i maxx  . Ясно, що випадковi величини minxx −  та 

xx −max  також будуть пiдпорядковуватися нормальному 
закону. Тому можна позначити 
 
 

xxu екстр −=  ,                                                                       (4.7) 
 
 
де екстрx  об'єднує мiнiмальну i максимальну величини. 
Випадкова величина u  вiдповiдає однiй з умов теореми 3. 

Будемо вважати, що випадкова величина X  має 
нормальний розподiл. Тодi на основi теореми 1 
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пiдпорядковується розподiлу 2χ  з числом ступенiв волi 

1−= nν . Отже, ця  величина задовольняє другiй умовi 
теореми 3.  Таким чином, на основi цiєї теореми отримаємо 
випадкову величину 
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що пiдпорядковується розподiлу Стьюдента.  Далi на рiвнi 
значущостi α , який установлюється дослiдником, знаходять по 
вiдповiднiй таблицi  Додатку       ),( ναкрt  з умови (для 
правосторонньої критичної області): 
 
 

α=> )( крttP .                                                          (4.10) 
 
 
Отже, якщо крtt < ,  то гiпотеза 0H  про однорiднiсть членiв 
вибiрки не вiдхиляється,  у протилежному випадку, тобто коли 

крtt > , гiпотеза 0H  вiдхиляється й приймається альтернативна 

гiпотеза 1H  про те,  що екстрx ,  iнакше кажучи “випадiння”, не 
належать до тiєї ж генеральної сукупностi,  що i решта членiв 
цiєї сукупностi. У такому разi неоднорiднi  члени  вилучаються з 
вибiрки,  i знову проводиться оцiнка вiдповiдних параметрiв. 
Але “випадiння” не вiдкидаються зовсiм. Їх треба  пильно  
вивчати,  оскiльки вони вiдбивають тi чи iншi аномальнi 
особливостi атмосферних процесiв, наслiдком яких вони є. 

Наведемо приклад перевірки такої гiпотези. 
Нехай в сiчнi в Одесi отриманi такi оцiнки математичного 

сподiвання i середнього квадратичного вiдхилу середньої 
мiсячної температури повiтря на основi вибiрки об'єму 

:35=n  Cx 8.1−= , CSx 1,3= . Однак вибiрка утримує 



низькi значення температури, якi значно вiдрiзняються вiд 
загального їх рiвня:  ;8,7;8,8 21 CxCx −=−=  

Cx 0,63 −= . Необхiдно визначити, чи не вiдносяться 
перелiченi значення  температури  до  "випадiнь"?  Для  цього 
сформулюємо основну гiпотезу 0H  таким чином: середня 

мiсячна температура Cx 8,81 −=  належить до тiєї ж 
генеральної сукупностi, що й iншi члени вибiрки.  Для її 
перевiрки розрахуємо емпiричний критерiй Стьюдента 
 
 

26,2
1,3

8,88,1
=

+−
=t . 

 
 

При рiвнi значущостi 05,0=α  i  числа  ступенiв  волi  
,341=−= nν  03,2),( =ναкрt . Отже, оскiльки 

),( ναкрtt > , гiпотеза 0H  вiдхиляється. Тепер треба 

вилучити 1x  з вибiрки i знову знайти значення x   i xS . 

Розрахунки показують, що CSCx x 0,3;5,1 =−=  при 
34=n . 
Далi формулюємо гiпотезу 0H , як i у попередньому 

випадку, вiдносно Cx 8,72 −= . Маємо: 
 

;1,2
0,3

8,75,1
=

+−
=t   04,2),( =ναкрt  при 05,0=α   

 
і 33=ν .  Таким чином, гiпотеза 0H  знову вiдхиляється, а 2x   

вилучається з вибірки. Пiсля цього знову розраховуємо x  і xS  



при 33=n .  Будемо мати: CSCx x 9,2;3,1 =−=  .  

Формулюємо тепер гiпотезу 0H  вiдносно члена 

Cx 0,63 −= . Для нього критерiй Стьюдента дорiвнює: 
 
 

04,2),(;62,1
9,2

0,63,1
==

+−
= ναкрtt  

 
 
при 05,0=α  і 32=ν . Отже, оскiльки ),( ναкрtt < , 

гiпотеза 0H , не вiдхиляється.  Таким чином, Cx 8,81 −=  і 

Cx 8,72 −=  є “випадiннями”, тобто не належать до тiєї ж 
генеральної сукупностi,  що iншi її члени на рiвнi значущостi 

05,0=α . Статистично обгрунтованими є оцiнки,  якi 
отриманi на основi сукупностi однорiдних  членiв, тобто 

Cx 3,1−=  і CSx 9,2= . Значення середньомiсячної 

температури Cx 8,81 −=  і Cx 8,72 −=  є результатом дiї 
аномальних синоптичних процесiв i пiдлягають окремому 
розгляданню. 
 
 

4.3 Перевiрка статистичної гiпотези про однорiднiсть 
 двох   нормально розподiлених рядiв. 

   
 

Два ряду випадкових величин називають однорiдними, 
коли вони  на рiвнi значущостi α  належать до одної i тiєї ж 
генеральної сукупностi (пiдпорядковуються одному i тому ж 
закону розподiлу). 

Нехай ми маємо двi статистичнi сукупностi: 
 



 
;,...,,: 21 nxxxX                                                          (4.11) 

 
,,...,,: 21 myyyY                                                      (4.12) 

 
 
якi мають об'єми вiдповiдно n   i m   .  Вiдомо,  що цi сукупностi 
пiдпорядковуються нормальному закону розподiлу, тобто 
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За визначенням ряди X  i Y   будуть однорiдними, якщо 

yx mm =  i 22
yx σσ = . Але ми не маємо математичних сподiвань 

i дисперсiй, якi є параметрами генеральних сукупностей,  але на 
основi вибiрок (4.11) i (4.12) можна отримати їх оцiнки 

22 ,,, yx SSyx . Оскiльки оцiнки - це  випадковi  величини,  вони 
вiдрiзняються один вiд одного. Можливi ситуацiї, що зображенi 
на рис. 4.2. 

На першому з них дуже вiдрiзняються одне вiд одного 
математичнi сподiвання xm  i ym  випадкових величин X i Y . 
Мiж їх оцiнками x  i y  рiзницi будуть значущими. Тому 



статистичнi сукупностi, на основi котрих отриманi цi оцiнки, не 
будуть належати до однiєї генеральної сукупностi. 

У другому випадку (рис.  4.2б) випадковi величини  мають  
рiзнi  дисперсiї 2

xσ  i 2
yσ   .  Це приведе до значущих рiзниць мiж 

оцiнками дисперсiй 2
xS  i 2

yS . I знову сукупностi випадкових 
величин не будуть належити до однiєї генеральної сукупностi.  
Ряди випадкових величин X  i Y  будуть однорiдними, тобто 
будуть на рiвнi значущості α  належати  до  однiєї  генеральної  
сукупностi,  якщо рiзницi мiж оцiнками параметрiв їх розподiлу 

2
xS  i 2

yS  з однiєї сторони i x  i y  - з другої носять випадковий 
характер,  або,  iнакше кажучи,  не будуть значущими (рис.4.2в). 
Звiдси видно, що дослiдження однорiдностi двох  випадкових 
рядiв полягають у перевiрцi двох статистичних гiпотез: гiпотези 

'
0H   про незначущiсть рiзниць оцiнок дисперсiй  та гiпотези ''

0H  
про незначущiсть рiзниць середнiх значень. 

 
а) Перевiрка гiпотези '

0H  про незначущiсть рiзниць  мiж 
оцiнками дисперсiй. 

 
Нам вiдомо, що ряди випадкових величин X  i Y  

пiдпорядковуються нормальному  розподiлу. Тодi на основi 
першої теореми сума їх квадратiв пiдпорядковується 2χ  
розподiлу. Отже випадковi величини 
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пiдпорядковуються розподiлу 2χ  з числами ступенiв волi 

вiдповiдно 11 −= nν  та 12 −= mν . Результати ж (4.15) i 
(4.16) є умовою теореми 2. Тому 
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є випадковою величиною, що пiдпорядковується розподiлу 
Фiшера-Снедекора (4.4). Очевидно, рiвнiсть (4.17) можна 
записати 
 
 

2

2

y

x

S
SF =   .                                                                     (4.18) 

 
 

Нам залишилося визначити рiвень значущостi α  i за 
допомогою параметрiв щiльностi ймовiрностi Фiшера-Снедекора 

11 −= nν  i 12 −= mν  знайти по вiдповiдних таблицях   

),,( 21 νναкрF  (Додаток        ) 
Якщо 
 

),,( 21 νναкрFF < , 
 



то гiпотеза '
0H  не вiдхиляється, i навпаки. 

З формул (4.17) - (4.18) виходить,  що оцiнки дисперсiй 
2
xS  i 2

yS  як випадковi величини, пiдпорядковуються 2χ  
розподiлу. 

 
б) Перевiрка статистичної гiпотези ''

0H  про незначущість 
рiзниць мiж середнiми значеннями. 

 
Як вiдомо,  середнi значення - випадковi величини, що 

пiдпорядковуються нормальному  закону  розподiлу.  Тому  
випадкова  величина yxu −=  теж пiдпорядковується цьому 

закону.  Оскiльки 2
xS   i 2

yS , як було вiдзначено вище, 

пiдпорядковуються 2χ  розподiлу, то 2)1( xSn −  i 2)1( ySm −  
теж йому пiдпорядковуються. Тому випадкова величина 
 
 

22 )1()1( yx SmSn −+−=υ                                   (4.19) 
 
 
має закон розподiлу 2χ  з числом ступенiв волi 

2−+= nmv . Але такi величини u  i υ  задовольняють 
умовам теореми 3. Тому маємо  
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У формулi  (4.20)  модуль у чисельнику застосовується для того,  
щоб мати дiло лише з додатними значеннями параметра 



Стьюдента t , крiм того пiд знаком радiкалу вводиться 

нормуючий множник  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

mn
11

. 

Тепер за  рiвнем  значущостi  α  та  числом   ступенiв   
волi 

2−+= nmv  за  допомогою  вiдповiдної  таблицi  
знаходиться значення ),( vtкр α . Якщо 
 

),( vtt кр α< , 
 
то гiпотеза ''

0H  не вiдхиляється. 
Коли 
 

),( vtt кр α>  
 
ми потрапляємо  до критичної областi i гiпотеза ''

0H   

вiдхиляється та приймається альтернативна гiпотеза ''
1H . 

Гiпотеза 0H  про  однорiднiсть рядiв (4.11) i (4.12) не 

вiдхиляється лише у тому випадку,  коли не вiдхиляються i '
0H ,  

i ''
0H . Якщо яка-небудь з них вiдхиляється, то вiдхиляється 

гiпотеза 0H  на даному рiвнi значущостi. 
Перевiрку розглянутих  гiпотез  треба  виконувати i тодi,  

коли проводиться, наприклад,  дослiдження просторових чи 
часових  особливостей випадкової   величини,  наприклад  
клiматичних  характеристик якої-небудь метеорологiчної  
величини  на  сусiднiх  метеорологiчних станцiях або в рiзнi 
мiсяцi (чи роки).  Тiльки тодi треба шукати фiзичнi причини 
розбiжностей мiж вiдповiдними середнiми значеннями  та 
дисперсiями, коли  шляхом перевiрки зазначених вище гiпотез 
установлюється, що цi розбiжностi є значущими. 



Нижче наводиться  приклад  перевiрки  статистичної 
гiпотези про однорiднiсть двох рядiв середнiх мiсячних 
температур у сiчнi в  Одесi. Перший з них вiдноситься до 
перiоду 1906-1940 р.р.,  другий – до перiоду 1941-1975 р.р.  Цi 
перiоди 20-го сторiччя вiдрiзняються тим, що у  першому з них 
вiдбувалось загальне потеплiння глобального клiмату, а у 
другому - його похолодання. 

Отже треба визначити, чи не вiдбулося при цьому 
порушення однорiдностi загального ряду спостережень 
температури повiтря. 

Позначимо лiтерою X  середнi  мiсячнi температури 
першого з перiодiв, а лiтерою Y - другого.  Розрахунки середнiх 
значень  i дисперсiй, що вiдносяться до зазначених рядiв, дали 
такi результати: 
 
 

Ряд X  Ряд Y  
n  x  2

xS  m  y  2
yS  

35 - 1,9 0С 8,1(0С ) 2 35 - 2,40С 10,3(0С ) 2 
 
 

Вiдомо, що середнi мiсячнi температури повiтря 
пiдпорядковуються нормальному закону розподiлу.  Тому 
перевiрка гiпотези  0H  про однорiднiсть цих рядiв середньої 
мiсячної температури проводиться за допомогою параметричних 
критерiїв. 

По-перше, сформулюємо  гiпотезу '
0H :  дисперсiї рядiв 

середнiх мiсячних температур повiтря в сiчнi в Одесi значуще не  
розрiзняються. Як вiдзначалося вище, ця гiпотеза перевiряється 
за допомогою критерiя Фiшера-Снедекора. Очевидно, 
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Числа ступенiв волi, при цьому, дорiвнюють 
34121 =−== nvv . Якщо визначити  рiвень     значущостi  

05,0=α , то 77,1),,( 21 =vvFкр α . Оскiльки 

),,( 21 vvFF кр α<  гiпотеза '
0H  не вiдхиляється. Таким 

чином,  можна зробити висновок, що розбiжнiсть в оцiнках 
дисперсiй є випадковою,  тобто  обумовлюється  особливостями 
вибiрок. 

Сформулюємо тепер гiпотезу  вiдносно середнiх значень: 
середнi значення  середнiх мiсячних температур в рiзнi перiоди 
розрiзняються незначуще. Як вiдзначалося, така гiпотеза 
перевiряється шляхом використання критерiя Стьюдента. 
Очевидно, 
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Критичне значення    критерiя   Стьюдента   при 05,0=α  i 

682 =−+= mnv  дорiвнює: 00,2),( =vtкр α .  Отже,  

оскiльки ),( vtt кр α< , гiпотеза ''
0H  також не вiдхиляється. 

Таким чином, ми приходимо до висновку, що 
справедливою є гiпотеза 0H  про те, що з iмовiрнiстю  95%   
ряди середнiх мiсячних температур у перiоди 1906-1940 рр.  i 
1941-1975 рр.  є однорiдними.  Це означає, що процеси 
потеплiння i похолодання клiмату, що вiдбувалися в цi перiоди, 
до порушення однорiдностi загального ряду середнiх мiсячних 
температур повiтря в сiчнi в Одесi не привели. 
 



 
4.4  Перевiрка статистичної гiпотези про однорiднiсть 
рядiв випадкових величин за допомогою критерiя 

Вiлкоксона. 
 
 

Критерiї однорiдностi, що розглядалися вище, називають 
параметричними, тому,  що їх використовування  пов'язано  з  
необхiднiстю прийняття для вибiрок,  якi розглядаються умови 
щодо нормального закону розподiлу. Але випадковi величини, у 
тому числi й гiдрометеорологiчнi величини,  не  завжди 
пiдпорядковуються цьому закону. Бiльш того, нормальний закон 
може бути використованим  для  характеристики властивостей 
гiдрометеорологiчних  величин  лише  у деяких випадках. Якщо 
випадковi величини не пiдлягають нормальному розподiлу або 
якщо невiдомо до якого закону розподiлу вiдноситься випадкова 
величина, вживаються непараметричнi критерiї. Одним з таких 
критерiїв є критерiй Вiлкоксона. 

Критерiй Вiлкоксона буває двох видiв: iнверсiйний та 
ранговий.  Розглянемо перший з них. 

Суть критерiя Вiлкоксона з'ясуємо на такому прикладi.  
Нехай ми маємо двi вибiрки 
 

54321 ,,,,: xxxxxX  

654321 ,,,,,: yyyyyyY  
 
Випадковi величини,  що належать до вибiрок X  i Y  
розташовують у загальнiй послiдовностi у порядку збiльшення 
(або зменшення) їх значень, наприклад у видi: 
 

54654323211 xxyyyxxyyxy  
 

Якщо якому-небудь значенню x  попереджує деяке 
значення y , то кажуть,  що ця пара утворює iнверсiю. В 
загальнiй послiдовностi число iнверсiй u       дорiвнює 



 
 

1966331 =++++=u . 
 
 

Вiдомо, що  в однорiдних рядах, кожний з котрих має не 
менше 10 членiв, число iнверсiй розподiляється приблизно за 
нормальним законом з математичним сподiванням 
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i дисперсією 
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де n  i m  - число членiв у першiй та другiй вибiрках. 

У якостi нульової гiпотези 0H  приймемо гiпотезу про 
належнiсть вибiрок X  i Y  до однiєї генеральної сукупностi. 
Тепер необхiдно знайти границi допустимих значень u , що 
вiддiляють область прийняття гiпотези вiд критичної областi.  Це 
роблять,  як  показувалося вище, шляхом установлення рiвня 
значущостi α   або довiрчої ймовiрностi α−=1p . Якщо 
значення критерiю, яке отримане за даними спостережень, 
попаде до критичної областi,  то нульова гiпотеза вiдхиляється й 
з iмовiрністю p   приймається  альтернативна  гiпотеза. 

Область прийняття гiпотези 0H  визначається нерiвністю: 
 



 

uкрuuкрu vtmuvtm σασα ),(),( +≤≤− ,      (4.23) 
 
 
а критична область - нерiвностями 
 
 

uкрu vtmu σα ),(−< ,                                              (4.24) 
 
 

uкрu vtmu σα ),(+> .                                              (4.25) 
 
 

У нерiвностях (4.23)-(4.25) 2
uu σσ =  - середнiй 

квадратичний вiдхил числа iнверсiй, ),( vtкр α  - критерiй 
Стьюдента для рiвня значущостi α  i числа ступенiв волi  

2−+= nmv .            
Критерiй однорiдностi  Вiлкоксона  вiдповiдає задачi 

порiвняння тiльки двох вибiрок. Але вiн може вживатися для 
попарного порiвняння вибiрок в S  пунктах спостережень 
деякого регiона, який вважається однорiдним. 

Приведемо приклад використання iнверсiйного критерiя 
Вiлкоксона. 

Маємо вибiрки значень температури повiтря бiля земної  
поверхнi для двох метеорологiчних станцiй 
 
 

.0,10;6,11;8,10;3,11;4,11

;3,14;1,18;0,27;7,13;2,12;1,11:0
1 ct

 

 



.0,9;1,10;7,11;3,12;1,19;6,13

;5,11;1,9;6,20;2,18;6,12;4,11:0
2 ct

 

 
  
Об'єми вибiрок дорiвнюють вiдповiдно  12;11 == mn . 

Об'єднаємо обидва  ряди i розташуємо елементи 
загального ряду в порядку збiльшення їх значень. Отримаємо 
ранжирований ряд 
 
 
(9,0) (9,1) 10,0 (10,1) 10,8 11,1 11,3 (11,4) 11,4 (11,5) 11,6 (11,7) 
12,2 (12,3) (12,6) (13,6) 13,7 14,3 18,1 (18,2) (19,1) (20,6) 27,0 
 
 
В дужках ранжированого ряду приводяться елементи ряду 2t .  
Тепер пiдрахуємо число iнверсiй вiдносно величин першого 
ряду: 
 
 

.65129
9965433321

=++
+++++++++=u

 

 
 
Розрахуємо по формулах (4.21)  i  (4.22) математичне сподiвання 
та дисперсiю числа iнверсiй. Вони дорiвнюють 
 
 

264;66 2 == uum σ . Отже 2,16=uσ    

 



 
Встановимо рiвень значущостi 05.0=α . Як видно, число 
ступенiв волi 21=v .  Це дає 08,2)21;05,0( =крt . 
Границями критичної областi є точки 
 

3,32),(1 =−= uкрuкр vtmu σα  
 
i 
 

7,99),(2 =−= uкрuкр vtmu σα , 
 
Видно, що емпiричне число iнверсiй )65( =u  не виходить за 

границi областi прийняття гiпотези [32,3; 99,7] i гiпотеза 0H  про 
однорiднiсть рядiв температури повiтря на цих  метеорологiчних  
станцiях не вiдхиляється. 
 
 

4.5  Перевiрка статистичної гiпотези про вiдповiднiсть 
емпiричного розподiлу теоретичному 

 
 

Як вже неодноразово зазначалося, емпiричним законом 
розподiлу є згрупований ряд випадкової величини 
 
 

 kxxx ~;...;~;~
21                                              

                                                                                         (4.26) 

kmmm ;...;; 21 . 
 
 
Реалiзацiя алгоритму  апроксимацiї емпiричного розподiлу 

визначеним теоретичним законом приводить до отримання 



iнтервальних  теоретичних частот. Отже, в результатi 
розрахункiв будемо мати 
 
 

kxxx ~;...;~;~
21  

                                                                                                    (4.27) 
 

kmmm ~;...;~;~
21 . 

 
 

Виникає питання,  яка мiра розбiжностi мiж емпiричними im  i 

теоретичними im~  iнтервальними частотами нас задовольняє. 
Вiдповiдь на нього дає перевiрка статистичної гiпотези  про  
вiдповiднiсть  емпiричного розподiлу теоретичному закону на 
заданому рiвнi значущостi. 

Перш за все, як i при перевiрцi всiлякої статистичної 
гiпотези, треба визначити критерiй k ,  за допомогою якого 
втiлюється перевiрка гiпотези 0H  вiдносно альтернативної 

гiпотези 1H . Цей критерiй формується на такiй пiдставi. Вiдомо, 
що емпiричнi частоти, як випадковi величини,  мають 
нормальний розподiл. Тому, як зазначалося в роздiлi 4.1,  сума їх 
квадратiв пiдлягає 2χ  розподiлу. Оскiльки теоретичнi 

iнтервальнi частоти im~  - величини невипадковi , то розподiлу 
2χ  підлягає i така сума квадратiв 

 
 

2

1

2

~
)~( χ=
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∑
=

k
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ii

m
mm

.                                               (4.28) 

 
Випадкова величина 2χ  i використовується у якостi 
зазначенного критерiя, який носить назву критерiя Пiрсона. 



Застосування цього критерiя для  перевiрки узгодженостi мiж 
емпiричними та теоретичними частотами є вельми зручним, 
тому що, як випливає з рiвностi (4.28), вiн складається iз  рiзниць 
мiж цими частотами,  що i визначає мiру розбiжностi мiж ними. 

Гiпотеза 0H  формулюється таким чином: розбiжностi мiж 
емпiричними i теоретичними частотами є незначущими на рiвнi 
значущостi α . Тому 
 
 

[ ] ααχχ => ),(22 vP кр  ,                                       (4.29) 
 
 
що визначає  правосторонню  критичну  область.  Вона 
зображається на рис. 4.3.  Як видно,  область прийняття гiпотези 

0H   визначається нерiвністю ),(22 αχχ vкр< ,  а   критична  

область - нерiвністю ),(22 αχχ vкр> . Отже, коли величина 
2χ , що розрахована за формулою (4.28), вiдповiдає першiй з 

нерiвностей,  то гiпотеза 0H   не вiдхиляється, а якщо другiй, то 

приймається альтернативна гiпотеза 1H . 
Рiвень значущостi α , як вiдомо, визначається дослiдником. Вiн 
дорiвнює площi,  що показується на рис.4.3. Величина v  є 
числом ступенiв волi,  котре вiдiграє роль параметра 2χ  
розподiлу. Цей параметр залежить вiд виду теоретичного 
розподiлу,  яким  апроксимується емпiричний розподiл, i 
визначається за таким правилом: 
 
 

skv −= ,                                                                      (4.30) 
 
 
де k  - кiлькiсть часткових iнтервалiв. 



Треба пам'ятати,  що  при використаннi критерiя 2χ   
необхiдно, щоб частота (емпiрична та теоретична) у кожнiй 
градацiї була не менше 5.  Для цього градацiї,  якi мають частоти 
меншi за 5,  необхiдно об'єднати з сусiднiми. S  - кiлькiсть 
лiнiйних зв'язкiв, вiдносно частот im , що реалiзуються при 
статистичному оцiнюваннi моментiв,  якi беруть участь при  
розрахунках  параметрiв  теоретичного  розподiлу. 
Треба мати на увазi, що лiнiйний зв'язок 
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=
                                                                      (4.31) 

 
 
де n  - загальний об'єм статистичної сукупностi, реалiзується 
завжди. 
     Наведемо приклади визначення v  для деяких розподiлiв. 
     а) Нехай емпiричний розподiл апроксимується нормальним 
розподiлом,  як вiдомо,  нормальний розподiл має два 
параметри- xm  i 2

xσ , оцiнками яких є 
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Рiвностi (4.32) i (4.33) являють собою лiнiйнi форми вiдносно 
iнтервальних частот im .  Таким чином, з урахуванням лiнiйного 



зв'язку (4.31) для нормального розподiлу маємо 3=S , а 
3−= kv . 

     б) Якщо проводиться апроксимацiя емпiричного розподiлу 
розподiлом Пiрсона I типу,  то для визначення параметрiв  цього  
розподiлу, окрiм статистичних характеристик x  i 2

xS , необхiдно 

використовувати оцiнки основних  моментiв 3̂r  i 4̂r ,  якi  
безпосередньо пов'язанi з оцiнками третього 
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i четвертого 
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центральних моментiв.  Ясно,  що вони вiдносно  iнтервальних  
частот im  також є лiнiйними залежностями. Отже, при 
визначеннi параметрiв цього розподiлу треба використовувати 
лiнiйнi  залежностi  (4.32) - (4.35), що з урахуванням рiвностi 
(4.31) дає ,5=S  а 5−= kv . 
     в)  Для розподiлу Пiрсона ІІІ типу параметри  розраховуються  
за допомогою 2, xSx  i 3̂r . Тому для III типу розподiлiв Пiрсона 

маємо 4=S , а 4−= kv . 
У якостi прикладiв в табл. 4.1-4.3 наводяться результати 

розрахункiв "критерiя згоди" 2χ  для розподiлiв Пiрсона. 
 
 



Таблиця 4.1 - Розрахунки критерiя 2χ  на основi вибiрки 
                        мiсячних температур повiтря у червнi в Одесi 
                                    для нормального розподiлу 
 
 
№ 
п/п im  im~  ii mm ~− 2)~( ii mm −

 
i

ii

m
mm

~
)~( 2−

1 1 1,6 
2 6 7 4,5 6,3 0,9 0,81 0,13 

3 11 9,7 1,3 1,69 0,17 
4 16 16,0 0,0 0,00 0,00 
5 20 20,3 -0,3 0,09 0,004 
6 19 19,5 -0,5 0,25 0,01 
7 14 14,4 -0,4 0,16 0,01 
8 7 8,2 -1,2 1,44 0,18 
9 4 3,5 

10 2 6 1,2 4,7 1,3 1,69 0,36 

    Сума: 0,864 
 
  

Як видно iз табл.4.1, розрахунки критерiя Пiрсона 2χ  

дають таку величину: 864,02 =χ . Значення ),(2 vкр αχ , яке 

потiм порiвнюють з 2χ , знайдемо по таблицi Додатку ... при 
заданому рiвнi значущостi 05,0=α  та числа ступенiв волi v . 
Треба розрахувати v . 
 

5383 =−=−= kv . 
 
Тодi 
 

1,11)5;05,0(2 =крχ . 
 



Отже ),(22 vкр αχχ <  i гiпотеза 0H  про те, що статистичний 
розподiл апроксимується нормальним законом розподiлу з 
iмовiрнiстю 95,0=p  не вiдхиляється. 

Розрахунки критерiя 2χ  при апроксимацiї емпiричного 
розподiлу меридiональної складової швидкостi вiтру на висотi 50 
км  розподiлом Пiрсона II типу дають такi результати (табл.4.2). 

Значення  82,22 =χ . Вiдповiднiсть емпiричних i теоретичних 

частот (гiпотеза 0H ) перевiримо на рiвнi значущостi 
10,0=α . Число ступенiв волi для цiєї задачi дорiвнює 

4484 =−=−= kv . 
Тодi 78,7)4;10,0(2 =крχ . 
 
 
Таблиця 4.2 - Результат розрахункiв критерiя 2χ  на основi 

вибiрки меридiональної складової швидкостi 
вiтру на висотi 50 км 

 
№ 
п/п im  im~  ii mm ~− 2)~( ii mm −

 
i

ii

m
mm

~
)~( 2−

 
1 2 2,6    
2 7 9 7,9 10,5 - 1,5 2,25 0,21 
3 10 10,7 - 0,7 0,49 0,05 
4 16 12,3 3,7 13,69 1,11 
5 11 12,9 - 1,9 3,61 0,28 
6 14 12,7 1,3 1,69 0,13 
7 10 11,6 - 1,6 2,56 0,22 
8 8 9,7 - 1,7 2,89 0,30 
9 8 6,2 1,8 3,24 0,52 
    Сума: 2,82 

 



 
Оскiльки ),(22 vкр αχχ < , то з iмовiрнiстю 90% 

меридіональну складову швидкостi вiтру на висотi 50 км можна 
апроксимувати розподiлом Пiрсона II типу. 

Приклад розрахункiв критерiя 2χ  при апроксимацiї 
емпiричного розподiлу швидкостi  вiтру  на  висотi 0,1 км 
розподiлом Пiрсона III типу наводиться в табл. 4.3. 
 
 
Таблиця 4.3 - Розрахунки критерiя 2χ  на основi статистичного 

 ряду швидкостi вiтру на висотi 0,1 км. 
 

№ 
п/п im  im~  ii mm ~− 2)~( ii mm −

 
i

ii

m
mm

~
)~( 2−

 
1 20 19,0 1,0 1 0,05 
2 52 45,4 6,6 43,56 0,96 
3 43 53,9 -10,9 118,81 2,20 
4 31 35,5 -4,5 20,25 0,57 
5 23 18,5 4,5 20,25 1,09 
6 8 7,6 
7 1 2,5 
8 1 

10 
0,7 

10,8 -0,8 0,64 0,06 

                                    Сума: 4,93 
 

Розрахунки дали: 93,42 =χ . Якщо рiвень значущостi 
прийняти 025,0=α , то враховуючи те, що 

2464 =−=−= kv ,  здобудемо по таблицi Додатку  
38,7)2;025,0(2 =крχ . 

В даному випадку емпiричнi im  та теоретичнi im~  частоти 
ряду швидкостi вiтру на  висотi 0,1 км з ймовірністю 97,5%  не 



вiдрiзняються статистично значуще i емпiричний розподiл 
можна  апроксимувати розподiлом Пiрсона III типу. 

Окрiм критерiя 2χ  для перевiрки зазначеної гiпотези 
можуть використовуватись й  iншi критерiї,  наприклад,  
критерiй Колмогорова, критерiй Романовського. Про їх 
властивостi i  правила  застосування можна прочитати у 
вiдповiдних довiдниках з математичної статистики. 

До перевiрки  статистичних  гiпотез  ми  ще   повернемося   
при розв’язках iнших  задач  статистичного  аналiзу 
гiдрометеорологiчної iнформацiї. Але принципи побудови 
вiдповiдних критерiїв будуть  засновуватися на сформульованих 
вище теоремах. 
 



5   IНТЕРВАЛЬНI ОЦIНКИ ПАРАМЕТРIВ 
 
 

5.1  Уявлення про довiрчий iнтервал 
 
 

Вище ми мали дiло з оцiнками параметрiв,  якi  
характеризуються дiйсними числами.  Кожне  число,  як вiдомо,  
зображається точкою на числовiй осi. Тому такi оцiнки 
параметрiв називають точечними. 

Точечнi оцiнки  розраховуються  на  основi випадкової 
вибiрки з генеральної сукупностi.  Тому неможливо отримати 
уявлення про те, в якiй мiрi  ця  оцiнка вiдрiзняється вiд 
параметра генеральної сукупностi, що оцiнюється. Таку 
iнформацiю можна отримати шляхом iнтервального оцiнювання. 

Задачу iнтервального оцiнювання у самому загальному 
видi  можна сформулювати таким чином:  по даних вибiрки 
побудувати числовий iнтервал, вiдносно якого iз наперед 
вибраною імовірністю можна  мовити, що параметр, який 
оцiнюється, знаходиться усерединi цього iнтервалу. Iнтервальне 
оцiнювання особливо необхiдне при невеликiй кiлькостi 
спостережень, коли точечна оцiнка у значнiй мiрi є випадковою, 
отже мало надiйною. 

Довiрчим iнтервалом ];[ 21 θθ  для параметра θ  
називається, такий iнтервал, вiдносно котрого можна iз наперед 
вибраною iмовiрністю α−=1p  близькою до одиницi,  
твердити, що вiн утримує невiдоме значення параметра θ . Це 
визначення можна записати так: 
 
 

αθθθ −=<< 1][ 21P . 
 

Чим меншим для вибраної iмовiрностi є ],[ 21 θθ , тим 
точнiшу оцiнку невiдомого параметра θ  ми маємо, i навпаки, 
якщо цей iнтервал великий, то оцiнка є мало придатною для 



практики. Оскiльки границi довiрчого iнтервалу 1θ  i 2θ  
залежать вiд елементiв вибiрки, тобто ними вони визначаються,  
то значення 1θ  i 2θ  можуть змiнюватися вiд вибiрки до вибiрки. 
Ймовiрнiсть α−=1p  умовилися називати довiрчою 
імовірністю. 
 
 

5.2  Довiрчий iнтервал для математичного сподiвання 
 
 

Будемо вважати, що випадкова величина x  має 
нормальний розподiл. Треба знайти iнтервальну оцiнку 
математичного сподiвання xm . Як вiдомо, середнє значення x  

пiдпорядковується нормальному закону, а 2
xS  - закону розподiлу 

2χ . Тому, як зазначалося вище, випадкова величина 
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або 
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пiдпорядковується розподiлу Стьюдента. Вибираючи iмовiрнiсть 

α−=1p  i знаючи об'єм вибiрки n , можна знайти ),( ntкр α   

)( nv = таке, що 



 
 

αα −=< 1)],([ nttP кр  .                                        (5.3) 
 
 
Пiдставимо до формули (5.3) спiввiдношення (5.2). Будемо мати: 
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або 
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Нерiвнiсть, що розташовується у квадратних дужках, 
еквiвалентна двохстороннiй нерiвностi i тому 
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або 
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Але формула (5.7) є визначенням довiрчого iнтервалу.  Отже  
довiрчий iнтервал для математичного сподiвання визначається 
нерівністю 
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Iз спiввiдношення  (5.8)  видно,  що значення границь 
довiрчого iнтервалу залежить,  по-перше,  вiд об'єму вибiрки n  i, 
по-друге, вiд мiнливостi випадкової величини x , яка 
характеризується оцiнкою її середнього квадратичного вiдхилу 

xS .  Чим бiльшим є xS  i чим меншим об'єм вибiрки, тим 
бiльший довiрчий iнтервал, i навпаки. 

Розглянемо такий приклад.  Нехай на метеорологiчнiй 
станцiї  на основi п'ятидесятирiчної вибiрки )50( =n  отриманi 
точечнi оцiнки математичного сподiвання середньої мiсячної 

температури травня CT 08=  i середнього квадратичного 

вiдхилу CST
06= .  Побудуємо довiрчий iнтервал для 

математичного сподiвання температури повiтря iз  довiрчою 
імовірністю 95,0=p  )05,0( =α . За допомогою 
вiдповiдної таблицi (Додаток 5) знайдемо, що 

009,2)50;05,0( =крt . Отже, довiрчий iнтервал є  
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або 
 
 

CmC T
00 7,93,6 << . 

 
 
Якщо мiнливiсть температури збiльшити у 2 рази 

)12( 0CST =  при такому ж об'ємi вибiрки, то довiрчий 
iнтервал буде: 
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Нехай попереднi значення T  i TS  отриманi на основi вибiрки 

об'єму 25=n .  Тодi, оскiльки 064,2)25;05,0( =крt , 
довiрчий iнтервал має вид 
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або 
 
 

CmC T
00 5,105,5 << . 

 
 

5.3  Довiрчий iнтервал для дисперсiї 
  
 

Нехай випадкова величина x  має нормальний розподiл. 
Треба побудувати довiрчий  iнтервал  для  дисперсiї  генеральної  
сукупностi 2

xσ , якщо вiдома її статистична оцiнка 2
xS . 

     Як було показано в роздiлi 4,  оцiнки дисперсiї 2
xS  мають 2χ  

розподiл з 1−= nv  ступенями волi. Тодi величина 
2

2

x

xnS
σ

 

також пiдпорядковується 2χ  розподiлу з 1−= nv  ступенями 
волi. За визначенням довiрчого iнтервалу маємо 
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Iнтервальна iмовiрнiсть (5.9), як вiдомо, характеризується 
площею пiд кривою )( 2χf ,  обмеженною ординатами точок 

2
1χ  та 2

2χ . Ця площа, очевидно,  дорiвнює α−1 . Ясно, що 
iснує багато варiантiв побудови площi такого розмiру шляхом 
пересування точок 2

1χ  i  2
2χ , тобто задача  в  такiй формулiровцi 

характеризується невизначеністю. Тому домовимося вибрати 
точки 2

1χ  i 2
2χ  так, щоб виконувалася умова 
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У таблицях, що мiстяться у Додатку      , отримуються 
iмовiрностi 
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Отже, по цих таблицях при рiвнi значущостi 
2
α

 i числу ступенiв 

волi v  визначається 2
2χ . Очевидно, оскiльки вся площа, що 

розташована пiд кривою )( 2χf , дорiвнює одиницi, 
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Отже в таблицi Додатку         по числу ступенiв волi 1−= nv  

та рiвню значущостi  
2

1 α
−  знайдемо 2

1χ . 

Перетворимо подвiйну нерiвнiсть 
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Розглянемо двi нерiвностi,  еквiвалентнi (5.13): 
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З них маємо 
 
 

2
2
2

2

x
xnS

σ
χ

<     і    
2
1

2
2

χ
σ x

x
nS

<  .                                (5.15) 

 
 
Об’єднуючи цi результати, отримаємо таку подвiйну нерiвнiсть: 
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Нерiвнiсть (5.13)  та (5.16) є еквiвалентними.  Тому рiвнiсть (5.9) 
з 
врахуванням цього факту дає 
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а це є не що iнше, як визначення довiрчого iнтервалу для 
дисперсiї 2

xσ  випадкової величини x . Отже, довiрчий iнтервал 
для дисперсiї визначається подвiйною нерівністю 
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     Для середнього квадратичного вiдхилу довiрчий iнтервал має 
вид: 
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При великому 1−= nv , розподiл )( 2χf  наближається до 
нормального розподiлу. Отже, при великому об'ємi  вибірки n   
оцiнки  дисперсiї 2

xS  мають розподiл, близький до нормального. 

Оскiльки 2
xS  - незсунена оцiнка 2

xσ , то 22 ][ xxSM σ=  i 

xxSM σ=)( . Вище зазначалося, що 
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Тобто йдеться про будову довiрчого iнтервалу для 
математичного сподiвання xσ  нормально розподiльної 

випадкової величини xS . Як вже вiдомо, довiрчий iнтервал у 
такому випадку має вид: 
 
 

xSкрxxxSкрx vtSvtS σασσα ),(),( +<<− ,  (5.20) 
 
 
де крt  - критерiй Стьюдента при рiвнi значущостi α  i числi 

ступенiв волi 1−= nv . 
У якостi прикладу розглянемо такi простi задачi. 
На основi даних )31( =n  про середню мiсячну 

температуру у квiтнi в Одесi отримана оцiнка дисперсiї 
202 )(9,0 CST = . Знайти довiрчий iнтервал для дисперсiї 

температури 2
Tσ   при 05,0=α . Оскiльки 025,0

2
=

α
, а           

975,0
2

1 =−
α

, то маємо  0,47)30;025,0(2
2 =χ  ; 

8,16)30;975,0(2
1 =χ . Таким чином, 
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20220 )(7,1)(6,0 CC T << σ . 
 



 
Довiрчий iнтервал для середнього квадратичного  вiдхилу  
температури має, очевидно, такий вид: 
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00 3,18,0 << σ . 

 
 
Нехай тепер  при  таких же вихiдних даних збiльшується об'єм 
вибiрки )100( =n . Тодi   
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Це дає 
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CC T
00 1,18,0 << σ  

 
 
Отже, при збiльшеннi об'єму вибiрки довiрчий iнтервал 
зменшується. 

Побудуємо тепер довiрчий iнтервал для Tσ   по формулi  
(5.20) маємо 
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Отже 
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що приводить до iнтервалу 
 
 

CC T
00 1,18,0 << σ . 

 
 

Порiвняння довiрчих iнтервалiв,  отриманих по двох 
рiзних методах при великих об'ємах вибiрок показує, що вони не 
розрiзнюються. 
 
 
 

5.4   Iнтервальне оцiнювання коефiцiєнта корреляцiї та 
перевiрка гiпотези про його значущiсть 

 
 

Як i  для iнших статистичних характеристик,  оцiнка 
коефiцiєнта корреляцiї, що отримана по формулi (3.54),  є 
точечною оцiнкою генерального коефiцiєнта  корреляцiї xyρ .  



Для обгрунтування точностi такої оцiнки потрiбно побудувати 
довiрчий iнтервал. 

Коефіцієнт корреляції, особливо коли об'єм вибiрки 
невеликий, не пiдпорядковується нормальному закону. Але 
нелiнiйне логарифмiчне перетворення Фiшера 
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при невеликих n  має розподiл, близький до нормального з 
параметрами 
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та 
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де n  - об'єм вибiрки. 

Цей факт дає можливiсть просто побудувати довiрчий 
iнтервал для перетворення z  , а вiд нього за допомогою 
зворотнього перетворення 
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отримати довiрчий iнтервал для xyρ . Дiйсно, для перетворення 
z  довiрчий iнтервал має вид 
 
 

zкрzкр vtzzvtz σασα ),(ˆ),(ˆ +<<− ,             (5.25) 
 
 
де  ),( vtкр α  - статистика Стьюдента 
або 
 

21 zzz <<  ,                                                                 (5.26) 
 
 
де 
 

 

zкр vtzz σα ),(ˆ1 −= ,                                                (5.27) 
 
 

 

zкр vtzz σα ),(ˆ2 +=  .                                               (5.28) 
 
 
Пiсля обчислення 1z  i 2z  при заданих значеннях рiвня  
значущостi α  i числа ступенiв волi nv =  за допомогою 
формули (5.24) знайдемо вiдповiднi значення 

1xyr  i 
2xyr  - границь 

довiрчого iнтервалу  для коефiцiєнта корреляцiї. Отже, довiрчий 
iнтервал для коефiцiєнта корреляцiї має вид: 



 
 

21 xyxyxy rr << ρ  .                                                          (5.29) 
 
 
Якщо величина x  i y  мають розподiл, близький до 
нормального, а об'єм вибiрки - великий, то розподiл коефiцiєнта 
корреляцiї - близький до нормального з параметрами xyρ  i 2

rσ . 
Тому довiрчий iнтервал для  коефiцiєнта корреляцiї має вид: 
 
 

rкрxyxyrкрxy vtrvtr σαρσα ),(),( +<<− . 
      (5.30) 

 
 
Стандартний вiдхил коефiцiєнта корреляцiї rσ  визначається 
формулою: 
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Пiсля отримання точечної оцiнки коефiцiєнта корреляцiї 
необхiдно оцiнити  вiрогiднiсть статистичного зв'язку мiж 
випадковими величинами. Це здiйснюється шляхом перевiрки 
вiдповiдної гiпотези. Нульова гiпотеза 0H  формулюється так: 

коефiцiєнт корреляцiї не є вiрогiдним )0( =xyρ  на заданому 

рiвнi значущостi.  Альтернативна гiпотеза 1H  -  коефiцiєнт 
корреляцiї вiрогiдний.  Зазначена гiпотеза перевiряється по t  
критерiю Стьюдента. Пiдставою для його використання є 



теорема 3, що сформульована у роздiлi 4. На її основi емпiричне 
значення t  критерiя визначається формулою : 
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якщо об'єм вибiрки малий, або 
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при великому об'ємi вибiрки. 

Гiпотеза 0H  не вiдхиляється, якщо ),( vtt кр α< , де α  - 

рiвень значущостi, а 1−= nv  -   число   ступенiв  волi.  При 
),( vtt кр α>  приймається альтернативна гiпотеза 1H ,  про те, 

що коефiцiєнт корреляцiї,  отриманий по вибiрках випадкових 
величин x  i y  є вiрогiдним. 
 
 

5.5  Довiрчий iнтервал для коефiцiєнтів лiнiйної регресiї 
та перевiрка гiпотези про їх значущiсть 

 
 

Коефiцiєнти a  i b  рiвняння лiнiйної регресiї 
 
 

baxxy +=)( ,                                                           (5.34) 
 



 
як зазначалося, є точечними оцiнками параметрiв генерального 
рiвняння регресiї 
 
 

βα += xm
y

x   .                                                          (5.35) 

 
 
Мiру адекватностi моделi (5.34) процесу взаємозв'язку 
випадкових величин y  i x  можна оцiнити за допомогою 

iнтервальних оцiнок вибiркових параметрiв регресiї a  i b. 
Будемо вважати, що випадкова величина y  має умовний 

нормальний розподiл з параметрами 
y

xm  та 2
yσ  , причому 

дисперсiя y  не залежить вiд x . У протилежному випадку ми 
мали б дiло iз стохастичним зв'язком мiж y  i x . 

Покажемо, що коефiцiєнт регресiї a  можна представити у  
видi лiнiйної комбiнацiї величин iy , що дозволе у подальшому 
використати теорему про те,  що лiнiйна комбiнацiя нормально 
розподiлених випадкових величин пiдпорядковується 
нормальному розподiлу. 
Тобто, 
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Для цього  проведемо очевиднi перетворення в формулi (3.45),  
що дає оцiнку метода  найменших  квадратiв  кутового  
коефiцiєнта  рiвняння (5.34) 
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де 
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i
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xxk −
= .                                                                  (5.37) 

 
Оскiльки випадковi величини iy  мають нормальний 

розподiл, то їх лiнiйна комбiнацiя (5.36) також 
пiдпорядковується нормальному закону. Тодi довiрчий iнтервал 
для її математичного сподiвання am  має вид: 
 

aкрaaкр vptamvpta σσ ),(),( +≤≤−  ,        (5.38) 
 
де aσ  - середнiй квадратичний вiдхил величини a ,  ),( vptкр  - 
параметр Стьюдента. 

Знайдемо на основi формули  (5.36)  математичне  
сподiвання am  та дисперсiю 2

aσ , використовуючи вiдомi 
властивостi математичного сподiвання й дисперсiї. Маємо 
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Пiсля сумування рiвнiсть (5.39) приймає вид : 
 

[ ]{ } .)(1 22
2 αββα =−+−= xxxx

S
m

x
a     (5.40) 

 
Здобутий результат свiдчить про те,  що коефiцiєнт a  є 
незсуненою оцiнкою параметра α . 
     Знайдемо тепер дисперсiю коефiцiєнта  a   
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або, якщо дисперсiю 2
yσ  замiнити на її оцiнку 2

yS , 
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=σ  .                                                                    (5.41) 

 
 
Iз формули (5.41) видно, що оцiнка a  є не тiльки незсуненою, 
але й ефективною i умотивованою оцiнкою. 

Тепер, повертаючись  до  нерiвностi (5.38), ми можемо 
побудувати довiрчий iнтервал для коефiцiєнта регресiї α : 
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(5.42) 

 
 
Довiрчий iнтервал для вiльного члена рiвняння регресiї  можна,  
очевидно, записати так: 
 
 

bкрbbкр vptbmvptb σσ ),(),( +<≤−  .         (5.43) 
 
 
Отже, задача полягає у тому,  щоб знайти bm  i bσ . Для цього 
використуємо формулу для оцiнки метода найменших квадратiв 
коефiцiєнта b  
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Таким чином 
 
 

β=bm .                                                                         (5.44) 
 
 
Це означає,  що метод найменших квадратiв дає  не  тiльки  
незсунену оцiнку параметра a , але i параметра b рiвняння 
лiнiйної регресiї. 

Оскiльки оцiнки a  i y  є некоррельованими, то 
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(5.45) 
 
Отриманий результат свiдчить про те, що b  - не тiльки 
незсунена, а й ефективна i умотивована оцiнка коефiцiєнта 
регресiї β , оскiльки 02 →bσ  при ∞→n . Iз формули (5.45) 
випливає, крiм того, що 
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де 

x
c x

xv

σ
=   -                                                                     (5.47) 

 
 
коефiцiєнт варiацiї (вiдносна мiнливiсть) випадкової величини 
x . 



     Тепер можна записати довiрчий iнтервал для  коефiцiєнта  β . 
Вiн є 
 
 

2
1

2

2
1

2

11),(

11),(

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++≤

≤≤⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−

xv

y
кр

xv

y
кр

cn
S

vptb

cn
S

vptb β

                   (5.48) 

 
 
Перевiрка гiпотези  про статистичну значущiсть коефiцiєнтiв 
регресiї a  i b  здiйснюється за допомогою крiтерiя Стьюдента 
 
 

a

a
t

σ
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b

b
t

σ
= ,                                                                           (5.50) 

 
 
у якому aσ  i bσ   визначаються,  вiдповiдно,  рiвностями (5.41) i 
(5.46). 



 Нульова гiпотеза 0H  формулюється так:  с довiрчою 

ймовiрнiстю p  коефiцiєнт регресiї a  (чи b) не є вiрогiдним 

0=α  (чи 0=β ). Гiпотеза 0H  вiдхиляється, тобто 

приймається протилежна гiпотеза 1H , що коефiцiєнт a  (чи b) є 

вiрогiдним, якщо ),( vptt кр> . Число ступенiв волi 

1−= nv . 
 Можна побудувати довiрчий коридор, у якому з 

iмовiрністю p  розташовується  генеральне  рiвняння  регресiї 
(5.35).  Вiн створюється на такiй пiдставi. 

Як вже  неодноразово зазначалося,  оцiнкою цiєї лiнiї є 
лiнiйне рiвняння 
 
 

baxxy +=)(  . 
 
 
Оскiльки 
 
 

)( xxayb −+=  , 
 
 
то, очевидно, 
 
 

)()( xxayxy −+=  .                                            (5.51) 
 
 

Рiвнiсть (5.51) - лiнiйна комбiнацiя нормально 
розподiлених випадкових величин y  i a . Оскiльки вони 
некоррельованi, то дисперсiя 
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Звiдси, 
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або, якщо замiсть yσ  поставити його оцiнку yS , 
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Запишемо тепер довiрчий  iнтервал  для  умовного  
математичного сподiвання 
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З урахуванням рiвностей (5.35) i (5.53) остаточно маємо: 
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де p  в дужках бiля критерiя Стьюдента позначає довiрчу 
ймовiрнiсть. 

На рис.  5.1  у якостi прикладу мiститься рiвняння регресiї 
мiж меридiональними компонентами швидкостi вiтру на висотi 
20 км в пунктах Уайт Сендз wsu  i  Канаверал ku  

 
 

75,272,0 += kws uu                                                (5.56) 
 
 
й довiрчий коридор з довiрчою ймовірністю 95,0=p . 
Коефiцiєнт корреляцiї мiж цими метеорологiчними величинами 
дорiвнює 0,71. 
 



 
6 ЕЛЕМЕНТИ ТЕОРIЇ ВИПАДКОВИХ ПРОЦЕСIВ,  

ЧАСОВІ ПОСЛIДОВНОСТI  
 ГIДРОМЕТЕОРОЛОГIЧНИХ ВЕЛИЧИН 

 
 

6.1  Поняття про випадкову функцiю 
 
 

У попереднiх роздiлах розглядалися закономiрностi 
розподiлу випадкових величин,  тобто величин, можливi 
значення яких є числа. Однак часто доводиться мати дiло з 
експериментами, результати яких характеризуються не числами,  
а функцiєю деякого аргументу. Наприклад, швидкiсть вiтру в 
деякiй точцi простору випадковим  чином  змiнюється за  часом.  
Результат  вимiрювання швидкостi вiтру за деякий iнтервал часу 
є не число,  а функцiя часу,  причому ця  функцiя  вiд дослiду до 
дослiду змiнюється випадковим чином. Такi функцiї 
називаються випадковими функцiями. 

Випадковiй функцiї можна дати таке визначення: 
випадковою функцiєю )(tX  аргументу t  називається  функцiя,  
ординати  якої  для будь-яких фiксованих значень аргументу є 
випадковими величинами. 

Графiчний приклад випадкової функцiї зображається на 
рис. 6.1. Кривi, що вiдбивають результати окремих 
експериментiв )(),...,(),( 21 txtxtx k  називають  реалiзацiями  
випадкової функцiї. Лiнiї, що проведенi паралельно осi ординат, 
дають перерiзи випадкової функцiї. Перерiз випадкової функцiї 

)(tX  при значеннi  аргументу itt =  дає ряд точок, якi 

вiдповiдають випадковiй величинi )(),...,(),( 11211 txtxtx k , 

при значеннi itt =  : )(),...,(),( 21 ikii txtxtx . Отже 
визначення випадкової функцiї можна сформулювати i таким 
чином:  випадковою функцiєю )(tX  аргументу t  називається  



функцiя,  перерiзи  якої  при будь-яких значеннях аргументу it  

дають випадкову величину  )( itX . 
З випадковими функцiями доводиться зустрiчатися  при  

розв'язуваннi задач  iз самих рiзноманiтних гiлок науки та 
технiки.  Взагалi кажучи, кожний параметр стану атмосфери або 
гiдросфери є  випадковою функцiєю координат  простору  та  
часу.  Рiзнi шуми в радiотехнiчних системах є випадковими 
функцiями часу.  Велике значення мають методи теорiї 
випадкових  функцiй  у зв'язку з широким застосуванням рiзних 
систем автоматичного регулювання, розвитком систем зв'язку, 
зростаючими вимогами  до точностi роботи рiзних систем i 
приладiв. При цьому, методи теорiї випадкових функцiй повиннi 
давати можливiсть оцiнювати вплив  рiзних  випадкових  
факторiв за часом на цiкавлючi нас характеристики. 

У цьому  роздiлi  розглядаються  способи опису i аналiзу 
рiзних випадкових функцiй, методи визначення характеристик 
випадкових функцiй, якi  дають можливiсть отримати уявлення 
про фiзичнi властивостi процесів i явищ, що розглядаються 
дослiдником. 

Випадковi функцiї можуть бути скалярними i 
векторними, у загальному випадку тензорними. Прикладом 
скалярної випадкової функцiї може бути температура  повiтря  в  
деякiй  точцi простору,  а векторної - швидкiсть вiтру. Очевидно, 
векторна випадкова функцiя може розглядатися як система 
скалярних випадкових функцiй.  Взагалi кажучи, швидкiсть вiтру 
можна розкласти на три складовi: зональну, меридіональну та 
вертикальну. Отже швидкiсть вiтру як векторна випадкова 
функцiя складається з трьох скалярних випадкових функцiй. 
Множина T  аргументу часто є пiдмножиною дiйсної прямої, 
при цьому аргумент t  може приймати або будь-якi дiйснi 
значення у заданому скінченому  або нескiнченному iнтервалi, 
чи тiльки визначенi дискретні значення. У першому випадку 
функцiю )(tX  називають випадковим процесом, у другому 
випадку - випадковою послiдовнiстю.  У якостi аргументу t  не 
обов'язково розглядають час. Можна, наприклад, розглядати 
атмосферний тиск як випадкову функцiю висоти.  



У випадку, коли множина T  є деяка область в n  - 
вимiрному векторному просторi,  випадкова функцiя буде 
залежати вже не вiд скалярного, а вiд векторного аргументу  

),...,,( 21 ktttT , у якому  kttt ,...,, 21  - координати вектора T . 

У такому разi її можна розглядати як функцiю вiд k  скалярних 
аргументiв kttt ,...,, 21 . Випадкову функцiю декiлькох 
аргументiв називають випадковим полем. 

В метеорологiї,  наприклад, розглядаються поля 
температури, атмосферного тиску, швидкостi вiтру, 
геопотенцiалу, тощо. Кожне з цих полiв є випадковою функцiєю 
трьох координат ),,( zyx   i часу t . При цьому,  випадкове 
поле може бути скалярним, наприклад,  поле тиску чи поле 
вiтру. В останньому випадку реалiзацiя є векторною функцiєю. 
 
 

6.2  Закон розподiлу випадкової функцiї i її iмовiрніснi 
характеристики 

 
 

Розглянемо, яким чином можливо описати випадкову 
функцiю з імовірнісної точки зору. 

Випадкова функцiя вважається повнiстю визначеною, 
якщо вiдомий її закон розподiлу,  який характеризується або  
функцiєю  розподiлу, або щільністю iмовiрностi. 

Зафiксуємо аргументи jtt =  i  розглянемо  перерiз  

випадкової функцiї )( jtX . Ми отримаємо випадкову величину 

)}(),...,(),({)( 21 jnjjj txtxtxtX = . Вона вважається 
повнiстю визначеною, якщо знанна її функцiя розподiлу 
 
 

)()( xXPxF <=                                                     (6.1) 
 
 



або щiльнiсть iмовiрностi. 
Якщо розглянути систему перерiзiв випадкової функцiї,  

вiдповiдаючих значенням аргументу kttt ,...,, 21 , то отримаємо 
систему випадкових величин. 

Система випадкових величин визначена, якщо вiдома 
функцiя розподiлу 
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  .               (6.2) 

 
 

Ця функцiя розподiлу буде приблизно характеризувати  
випадковий процес )(tX  . 

Виходячи з цього,  випадковий процес )(tX  вважається  
заданим, якщо для кожного значення t  визначена функцiя 
розподiлу випадкової величини )(tX  
 
 

])([),(1 xtXPtxF <= ,                                           (6.3) 
 
 
для кожної пари значень 1t  i 2t   аргументу t  визначена функцiя 

розподiлу системи випадкових величин  )( 11 tXX =  i 

)( 22 tXX =  
 

 
);(),,,( 221121212 xXxXPttxxF <<=             (6.4) 

 
 



i взагалi для будь-яких n  значень  nttt ,...,, 21   аргументу t  
визначена n  - вимiрна функцiя розподiлу системи випадкових 
величин 
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Функцiя ),(1 txF  називається  одновимiрною функцiєю 

розподiлу випадкового процесу. Вона характеризує закон 
розподiлу  кожного  її перерiзу, але  не  вiдповiдає  на питання 
про взаємну залежнiсть мiж рiзними перерiзами. 

Функцiя  ),;,( 21212 ttxxF , яка має  назву  двовимiрної 
функцiї розподiлу випадкового процесу, також не є його 
вичерпною характеристикою. Для  повної характеристики 
випадкового процесу треба задавати всi багатовимiрнi функцiї 
розподiлу. 

Для неперервних випадкових функцiй,  таких, кожний 
перерiз котрих є неперервною випадковою величиною,  можна 
користуватися багатовимiрними щiльностями iмовiрностей.  
Якщо ),(1 txF  має частинну похiдну по x  
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то вона називається одновимiрною щільністю розподiлу. 

Аналогiчно визначаються багатовимiрнi щiльностi  
розподiлу  випадкових функцiй.  Якщо iснує мiшана частинна 
похiдна вiд n  - вимiрної функцiї розподiлу 
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то вона називається n - вимiрною щiльністю розподiлу 
випадкового  процесу. 

Функцiї розподiлу i щiльностi  розподiлу  повиннi  
задовольняти вимогам симетрiї, тобто повиннi бути 
незмiнними при будь-якому вибираннi значень аргументу 

nttt ,...,, 21 . 
Iз функцiй розподiлу i щiльностi розподiлу системи n  

випадкових величин можна отримати функцiї розподiлу будь-
якої її  пiдсистеми. Тому, якщо вiдома n  - вимiрна функцiя 
розподiлу або щiльнiсть розподiлу, то заданими є i всi  функцiї  i  
щiльності  розподiлу  бiльш низького порядку. 

Одержання i використання на практицi багатовимiрних  
щiльностей i функцiй розподiлу для описування випадкових 
процесiв при розв'язаннях практичних задач у великiй мiрi 
утруднюється i в  бiльшостi  випадкiв спряжене з дуже 
громiздкими математичними перетвореннями. Тому на практицi 
частiше користуються  iмовiрносними  характеристиками 
випадкових функцiй,  якi аналогiчнi числовим (статистичним) 
характеристикам розподiлу випадкової величини:  
математичному  сподiванню дисперсiї та коварiацiї (або 
корреляцiї).  На вiдмiну вiд числових характеристик випадкових 
величин,  якi є постiйними числами, характеристики випадкових 
функцiй є функцiями її аргументу. 

Математичним сподiванням випадкової функцiї )(tX   

називається невипадкова функцiя )(tmx  аргументу t  , яка 



дорiвнює математичному сподiванню значень випадкової 
функцiї для кожного фіксованого  значення аргументу t . 

У вiдповiдностi до визначення математичне сподiвання 
випадкової функцiї має вид: 
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== dxtxxftXMtmx ),()]([)(   .                    (6.8) 

 
 
Математичне сподiвання  випадкової  функцiї має характер 
"середньої" функцiї, бiля якої групуються конкретнi реалiзацiї  
випадкової  функцiї. На рис.6.1 зображенi реалiзацiї випадкової 
функцiї i її математичне сподiвання. 

Дисперсiєю випадкової функцiї )(tX  називається  

невипадкова функцiя )(tД x  аргументу t , яка дорiвнює 
дисперсiї значень випадкової функцiї для кожного фiксованого 
значення аргументу t . Дисперсiя випадкової функцiї 
визначається формулою: 
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                                                      (6.9) 
 
 
Дисперсiя випадкової функцiї характеризує розкид реалiзацiй 
випадкової функцiї вiдносно її математичного сподiвання.  
Замiсть дисперсiї випадкової функцiї часто використовується 
середнiй квадратичний вiдхил випадкової функцiї, що дорiвнює 
 
 

)()( tДt xx =σ   .                                                     (6.10) 
 



 
Математичне сподiвання i дисперсiя є дуже важливими 

характеристиками випадкової функцiї,  але вони не дозволяють 
мiркувати про характер зв'язку  мiж значеннями випадкової 
функцiї при рiзних значеннях аргументу,  оскiльки вони  
повнiстю визначаються  одновимiрними щiльностями розподiлу. 

Для характеристики зв'язку мiж  значеннями  випадкової  
функцiї при рiзних  значеннях  аргументу використовується 
коварiацiйна функцiя або автоковарiацiйна функцiя. 
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На рис.6.2 зображається вид коварiацiйної функцiї деякої  
випадкової функцiї )(tX .  Очевидно, графiк цiєї функцiї двох 
аргументiв є поверхня. Пояснимо характер цiєї поверхнi.  При  
значеннях  аргументiв ji tt =  коварiацiйна  функцiя ),( jix ttK   
приймає максимальне значення, оскiльки у цьому випадку 
розглядається зв'язок  значення  випадкової функцiї з  собою,  а  
такий зв’язок є максимальним. При збiльшеннi рiзницi ji tt −   

зав'язок мiж значеннями випадкової функцiї для аргументiв it  i 



jt  зменшується, вiдповiдно до цього зменшується й коварiацiйна 

функцiя  ),( jix ttK . 
Розглядаючи вирази (6.9) i (6.11), можна побачити, що 

коли аргументи коварiацiйної функцiї дорівнюють одне одному, 
тобто  ttt ji == , то 
 
 

)(),( tДttK xx =   .                                                    (6.12) 
 
 
На графiку коварiацiйної поверхнi ця умова характеризується  
лiнiєю, що утворюється при дiагональному перерiзi 
коварiацiйної поверхнi. 

Коварiацiйна функцiя не змiнюється вiд  переставлення  
аргументiв, тобто вона є симетричною функцiєю своїх 
аргументiв. 

На практицi часто використовується нормована 
коварiацiйна функцiя, яка має назву корреляцiйної функцiї 
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Нормована коварiацiйна  функцiя  по сутi аналогiчна 
коефiцiєнту корреляцiї мiж випадковими величинами, але 
залежить вiд двох аргументiв it  й jt . Як i коефiцiєнт корреляцiї, 
корреляцiйна функцiя може приймати значення у границях вiд    
-1 до +1. Якщо обидва аргументи корреляцiйної функцiї 
дорiвнюють одне одному, то 1),( =ttrx . При збiльшеннi 

рiзницi ji tt −  корреляцiйна функцiя, як правило, зменшується. 
При сумiсному  розгляданнi  декiлькох випадкових функцiй 



необхiдно враховувати  можливий  зв'язок  мiж  окремими  
випадковими функцiями. Цей   зв'язок  характеризується  
коварiацiйною  функцiєю зв'язку ),( jixy ttK , або взаємною  
коварiацiйною функцiєю. Щоб пiдкреслити факт, що  
розглядається  зв'язок мiж рiзними перерiзами однiєї й тiєї ж 
випадкової функцiї,  коварiацiйну ),( jix ttK  (а також  
корреляцiйну функцiю) часто називають автоковарiацiйною 
функцiєю. 

Поряд з взаємною коварiацiйною функцiєю   
використовується взаємна корреляцiйна функцiя 
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На вiдмiну вiд автокорреляцiйної функцiї ця функцiя при 
ttt ji ==  може не дорiвнювати одиницi. 

Імовiрніснi характеристики випадкової функцiї, що 
розглядалися вище, не є вичерпними характеристиками у  
загальному  випадку,  хоча знання цих  характеристик,  як  
правило, достатньо для розв'язання практичних задач. Цi 
характеристики є вичерпними для нормально розподiлених 
випадкових функцiй, що часто зустрiчаються. 

Без доведення приведемо основнi властивостi випадкової 
функцiї. 
     1. Математичне сподiвання суми випадкових функцiй 
дорiвнює сумi математичних сподiвань функцiй 
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     2. Якщо випадкова функція  )()()( tYtXtZ +=  
дорiвнює сумi двох випадкових функцiй, то 
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Якщо випадковi функцiї )(tX  i )(tY  - некоррельованi 

мiж собою, тобто 0),( =jixy ttK , то 
 
 

),(),(),( jiyjixjiz ttKttKttK +=  .                    (6.17) 
 
 

Як частинний випадок, розглянемо характеристики суми 
випадкової функцiї i випадкової величини: 
 
 

YtXtz += )()(   .                                                     (6.18) 
 
 
За визначенням математичного сподiвання маємо: 
 
 

yxz mtmtm += )()(   .                                               (6.19) 
 
 
Крiм того, формула (6.17) дає 



 
 

yjixjiz ДttKttK += ),(),(  .                                 (6.20) 
 
 
     3. Нехай  випадкова  функцiя )(tZ  є сумою випадкової 

функцiї )(tX  i невипадкової функцiї )(tf , тобто 
 
 

)()()( tftXtZ +=  ,                                              (6.21) 
 
 
тодi 
 

 
)()()( tftmtm xz +=                                              (6.22) 

 
 
i 
 
 

),(),( jixjiz ttKttK =  .                                             (6.23) 
 
 
     4. При множеннi випадкової функцiї на невипадкову функцiю 
математичне сподiвання  випадкової  функцiї  помножується  на  
невипадкову функцiю, тобто, якщо 
 
 

)()()( tXtftz =   ,                                                    (6.24) 
 
 
то 
 



 
)()()]()([)( tmtftXtfMtm xz ==  .           (6.25) 

 
 
     Визначимо коварiацiйну функцiю такої функцiї: 
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                                                      (6.26) 
 

Звiдси випливає,  що при помноженнi випадкової функцiї 
на  постiйну величину  математичне сподiвання випадкової 
функцiї треба помножити на постiйну величину,  а коварiацiйну 
функцiю на квадрат постiйної. Отже, коли 
 
                                          

)()( taXtZ =    ,                                                        (6.27) 
 
то 
 

)()( tamtm xz =   ,                                                       
(6.28) 
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     5. Нехай 
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При iснуваннi похiдної необхiдна неперервнiсть 
випадкової функцiї, тобто наявнiсть статистичного зв'язку мiж 
значеннями випадкової функцiї при достатньо малому приросту 
аргументу t∆  i,  крiм того, цей зв'язок повинен бути таким, щоб 
виконувалася рiвнiсть: 
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У всiх практичних випадках виконання умови (6.32) буває 
достатнiм для iснування похiдної вiд випадкової функцiї. 
     6. Нехай тепер випадкова функцiя )(tY  дорiвнює 
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де a  - довiльне число. Тодi 
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6.3 Стацiонарнi випадковi функцiї 
 
 

6.3.1  Поняття про стацiонарну випадкову функцiю 
 
 

Серед многостатностi  випадкових  функцiй  важливе 
значення має особливий клас випадкових функцiй - стацiонарнi 
випадковi функцiї. 

Стацiонарною випадковою  функцiєю  називається  така  
випадкова функцiя, математичне сподiвання якої постiйне,  а 
коварiацiйна функцiя залежить тiльки вiд рiзницi аргументiв it  i 

jt , тобто 
 
 



constmx =    ,                                                             (6.36) 
 
 

)(),( τxjix KttK =      ,                                             (6.37) 
 
 
де 
 
 

ij tt −=τ   . 
 
 

Це так зване визначення стацiонарної функцiї у широкому 
смислi. 

Випадкову функцiю називають стацiонарною у вузькому 
смислi, якщо її n  - вимiрний закон розподiлу залежить тiльки вiд  
рiзниць  аргументiв nttt ,...,, 21  i не залежить вiд самих значень 
цих аргументiв. 

Оскiльки в бiльшостi випадкiв ми будемо цiкавитися  
тiльки  характеристиками випадкової функцiї )(tmx  i )(τxK  ,  
то далi будемо розглядати тiльки випадковi функцiї, стацiонарнi 
в широкому смислi. 

Стацiонарнiсть випадкової функцiї означає, що 
випадковий процес протiкає однорідне зi змiнюванням 
аргументу t , при цьому стацiонарна випадкова функцiя повинна 
iснувати в областi аргументу  ),( ∞−∞ . 

Як випливає  iз  визначення,  коварiацiйна функцiя 
стацiонарної випадкової функцiї є функцiєю тiльки одного 
аргументу  τ ,  а  не двох, як це було у загальному випадку.  Це 
значно спрощує всi операцiї з характеристиками стацiонарних 
випадкових функцiй. 

Дисперсiю стацiонарної  випадкової функцiї  отримаємо,  
коли у виразi для коварiацiйної функцiї випадкової функцiї  
припустимо,  що ttt ji == . Тодi маємо: 



 
 

constKttKttKtД xxxx ==−== )0()(),()(  
                                                      (6.38) 

 
 
Отже, дисперсiя  стацiонарної випадкової функцiї є постiйною 
величиною, яка дорiвнює значенню коварiацiйної функцiї при 
нульовому  значеннi аргументу.  Оскiльки у загальному випадку 
коварiацiйна функцiя симетрична вiдносно її аргументiв it  i jt , 
то коварiацiйна функцiя стацiонарної випадкової функцiї є 
парною функцiєю, тобто 
 
 

)()( ττ −= KK   .                                                       (6.39) 
 
 

На рис.6.3 зображується коварiацiйна поверхня 
стацiонарної випадкової функцiї. 

Як видно,  на вiдмiну вiд коварiацiйної нестацiонарної 
випадкової функцiї коварiацiйна функцiя стацiонарного процесу 
постiйна  для всiх consttt ji =− . 

Стацiонарнi випадковi функцiї в чистому видi 
зустрiчаються дуже рiдко, оскiльки  для цього необхiдно 
iснування однорiдностi випадкового процесу при нескiнченному 
змiненнi аргументу t .  Але нас, як правило, цiкавить  протiкання  
випадкового процесу на невеликому iнтервалi значень t  i, якщо 
умови стацiонарностi виконуються для цього iнтервалу,  то  ми 
можемо вважати таку випадкову функцiю стацiонарною. 

Зустрiчаються такi випадковi функцiї, у яких коварiацiйна 
функцiя задовольняє умовi стацiонарностi,  але математичне 
сподiвання її не є постiйним. Такi властивостi мають випадковi 
гiдрометеорологiчнi процеси, що формуються пiд дiєю 
взбурюючих факторiв не тiльки випадкового характеру, але й 



факторiв детермiнованих. Останнi можуть мати рiзну 
перiодичнiсть.  Наприклад, добовий та рiчний хiд. Зустрiчаються 
перiодичностi i з iншими часовими характеристиками.  
Очевидно,  такi випадковi функцiї ми можемо розглядати також  
як  стацiонарнi  пiсля вiднiмання iз вихiдного процесу його 
математичного сподiвання )(tm , що є деякою функцiєю часу.  
Статистичний аналiз таких нестацiонарних гiдрометеорологiч-
них процесiв буде розглядатися пiзнiше. 
 
 

6.3.2  Ергодична властивiсть стацiонарної випадкової 
функцiї 

 
 

Бiльшiсть стацiонарних  випадкових функцiй має дуже 
важливу для практики ергодичну властивiсть.  Суть ергодичної 
властивостi полягає у тому,  що на основi однiєї,  достатньо 
довгої  окремої реалiзацiї, можна мiркувати про всi властивостi  
випадкової  функцiї,  як  i  по будь-якiй кiлькостi реалiзацiй. 

Оскiльки розподiл випадкової функцiї може бути 
охарактеризовано за допомогою достатньо великої кiлькостi 
моментiв розподiлу, а аргументом випадкової функцiї в 
бiльшостi випадiв є  час,  то  ергодичну властивiсть стацiонарної  
випадкової  функцiї  можна визначити таким чином: осереднення 
за часом вiд будь-якої реалiзацiї дорiвнює осередненню по  
множинi  реалiзацiї.  Математично ергодична властивiсть для 
моментiв першого та другого порядку записується у такому видi: 
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де рискою зверху позначенi середнi за часом; )(tx  - будь-яка 

реалiзацiя випадкової функцiї )(tX . 
Випадковi функцiї можуть мати властивiсть ергодичностi 

по  вiдношенню до  моментiв  не всiх порядкiв.  Так,  наприклад,  
випадкова функцiя може бути ергодичною по вiдношенню до  
математичного  сподiвання i неоргодичною по вiдношенню до 
коварiацiйної функцiї. Можуть бути випадковi функцiї ергодичнi 
по вiдношенню тiльки до двох перших моментiв. Оскiльки  для  
опису  випадкової  функцiї  ми користуємося тiльки 



математичним сподiванням та коварiацiйною функцiєю, то 
будемо вважати функцiю  ергодичною у тому випадку,  коли 
умова ергодичностi виконується для цих характеристик. 

Однак не  всi  стацiонарнi функцiї мають ергодичну 
властивiсть. На рис.6.4 приводяться  реалiзацiї  деякої  
стацiонарної  випадкової функцiї )(tX . Ясно, що коли ми для 
находження математичного сподiвання будемо користуватися 
осередненням значень однiєї реалiзацiї по аргументу t ,  то  
отриманий результат буде залежати вiд вибраної реалiзацiї i 
взагалi мати значення,  вiдмiнне вiд математичного сподiвання 
випадкової функцiї, тобто функцiя не підпорядковується 
ергодичнiй властивостi. Можна показати, що випадкова функцiя 
має ергодичну властивiсть, якщо її коварiацiйна функцiя )(τxK  
прагне до нуля при безмежному зростаннi τ . Ця умова є 
достатньою для того, щоб випадкова функцiя мала ергодичну 
властивiсть вiдносно моментiв другого порядку (тобто дисперсiї 
та коваріацiйної функцiї).  Випадкова функцiя буде мати 
ергодичну властивiсть вiдносно математичного сподiвання не 
тiльки при виконаннi умови 0)( →τxK  при ∞→τ , але i у 

тому випадку,  коли )(τxK  при великих τ  має коливальний 

характер, але при цьому середнє значення )(τxK  дорiвнює 
нулю. 

Для прикладу покажемо, що випадкова функцiя, яка 
дорiвнює сумi випадкової функцiї i незалежної вiд неї 
випадкової величини,  вже не має ергодичної властивостi. 

Дiйсно, у цьому разi маємо: 
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     де 
 



 
ytxtz += )()( ,     xmtxtx −= )()(  . 

 
Коварiацiйна функцiя )(τzK  при збiльшеннi τ  (якщо 

)(tx  ергодична функцiя), прагне не до нуля,  а до дисперсiї 
випадкової величини y . Отже, вiдповiдно до зазначеної вище 

умови ергодичностi, випадкова функцiя )(tz  вже не має 
ергодичної властивостi. 
 
 

6.3.3  Спектральне розкладання стацiонарної випадкової 
функцiї 

 
 

6.3.3.1 Лiнiйчатий спектр стацiонарної випадкової функцiї 
 
 

Спектральним розкладанням деякої функцiї називається 
зображення її у видi суми гармонiчних коливань,  якi мають рiзнi 
амплiтуди гармонiк. Залежність амплітуд вiд частоти 
називається спектром функцiї. Для втiлення спектрального 
розкладання використовується перетворення Фурьє. 

Розглянемо яким  чином  можна  отримати спектральне 
розкладання стацiонарної випадкової функцiї. 

На рис.6.5 умовно зображається випадкова функцiя )(tX  

на iнтервалi );( TT− , яку будемо позначати )(tXT . Ця 
функцiя може бути розкладеною у ряд Фурьє. 
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де  ;
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ππωωω ==∆∆=   iX1  і iX 2  - випадковi 

коефiцiєнти ряду Фурьє. 
Визначимо дисперсiю випадкової функцiї ( )tXT : 
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Оскiльки функцiї  tωcos  i  tωsin           - є ортогональними, 
останнiй член рiвностi (6.44) дорiвнює нулю. Крiм того, функцiя 

)(tX  - стацiонарна. Тому дисперсiя її повинна бути постiйною, 
тобто незалежною вiд аргументу t . Як видно, це можливо, коли 
виконуються умови: 
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Якщо запровадити цi умови до рiвностi (6.44), то будемо 
мати 
 

∑
∞

=
=

0i
iTX ДД   .                                                             (6.47) 

 
Умова (6.46) є не що iнше,  як умова незв'язностi коефiцiєнтiв 
розкладення (6.43). 

Отримаємо тепер коваріацiйну функцiю випадкової 
функцiї )(tX T . Очевидно, з урахуванням умов (6.45), (6.46) i 
(6.47) маємо: 
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                                                      (6.48) 

 
Позначимо τµ =− ttv . Тодi приходимо до рiвняння: 
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Воно є не що iнше,  як розкладання парної функцiї )(τ

TXK  у 

ряд Фурьє на iнтервалi ],[ TT− .  Як вiдомо, коефiцiєнти 
розкладання визначаються формулами: 
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,...3,2,1=i    .                                                               (6.51) 

 
 
Таким чином,  для опису стацiонарної випадкової функцiї можна  
використовувати залежнiсть дисперсiї коефiцiєнтiв розкладення 
випадкової функцiї в ряд Фурьє iД  вiд частоти iω    замiсть 

коварiацiйної функцiї )(τ
TXK . Залежнiсть коефiцiєнтiв iД  вiд 

частоти iω  називається спектром  випадкової  функцiї.  Якщо  
випадкова  функцiя розглядається на обмеженному iнтервалi 
аргументiв, то частота приймає дискретнi значення з промiжком 
ω∆  .  У  цьому  випадку спектр випадкової  функцiї  

називається  дискретним  або лiнiйчатим. Приклад лiнiйчатого  
спектру  приводиться на рис.6.6. Лiнiйчатий спектр отримується 
у разi розкладання в ряд Фурьє l  - перiодичної випадкової 
функцiї. 
 



 
6.3.3.2  Спектральна щiльнiсть стацiонарної випадкової функцiї 

 
 

Спектральне розкладання  випадкової  функцiї на 
обмеженому iнтервалi ];[ TT−  дає лише наближений опис 
випадкової функцiї. Бiльш повне уявлення про випадкову 
функцiю при її спектральному розкладаннi  можна  отримати  
при  збiльшеннi T , тобто при ∞→T . У цьому випадку 
частота iз дискретної величини перетворюється на безперервну, 
а замiсть дисперсiй амплiтуд для  кожної  частоти  необхiдно 
розглядати щiльнiсть  дисперсiй  амплiтуд  на одиницю частоти.  
Отже дискретний спектр перетворюється у безперервний. 

Знайдемо вiдношення 
ω∆

iД , яке має сенс середньої 

щiльностi дисперсiй на одиницю  частоти. Позначимо її через 
)( iTXS ω  Таким чином, 
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або з  урахуванням рiвняння (6.51),  а також залежностi мiж 
інтервалом дискретностi частоти ω∆  i iнтервалом задання 
процесу  T , 
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Звiдси, при  ∞→T  маємо: 
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Функцiя )(ωXS  визначає щiльнiсть розподiлу дисперсiї 
гармонiчних коливань у залежностi вiд частоти i тому 
називається  спектральною щiльністю випадкової функцiї. 

За допомогою формули (6.54) спектральна щiльнiсть  
стацiонарної випадкової функцiї  однозначно  визначається  її 
коварiацiйною функцiєю. Справедливим виявляється й зворотне  
перетворення  Фурьє,  яке дає залежнiсть  мiж  коварiацiйною 
функцiєю й спектральною щiльністю випадкової функцiї: 
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Рiвностi (6.54) i (6.55) є частинними випадками перетворення 
Фурьє - "косинус перетвореннями Фурьє". У загальному випадку 
для функцiй )(ωXS  i )(τXK  визначається такi 
спiввiдношення: 
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Оскiльки за вiдомою формулою Ейлера 
 
 

tite i ωωωτ sincos −=−   , 
 

titei ωωωτ sincos +=  , 
 
 
а функцiї )(τxK  i )(ωxS   - парнi,  то формули (6.54),  (6.55)  i 
(6.56), (6.57) еквiвалентнi. 

Розглянемо основнi властивостi спектральної  щiльностi  
стацiонарної випадкової функцiї. 
     1) Спектральна щiльнiсть є функцiя парна, тобто 
 
 
      )()( ωω −= xx SS  .                                                      (6.58) 
 
 
     2) Iнтеграл вiд спектральної щiльностi по всiх значеннях 
частоти дорiвнює дисперсiї випадкової функцiї. Дiйсно, 
вважаючи що 0=τ , iз (6.55) маємо: 
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     3) Спектральну щiльнiсть випадкової функцiї можна 
розглядати як "енергетичний спектр" випадкової функцiї.  Це 
пояснюється тим, що в якостi випадкової функцiї часто  
розглядаються  такi  величини,  як швидкiсть вiтру,  швидкiсть 
течiї в океанi  i напруження.  Тодi розподiл дисперсiй, якi мають 
квадрат розмiрностi амплiтуди, пропорцiйний щiльностi 
розподiлу енергiї сигналу по частотах. 
     4) Подiбно  нормованiй  коварiацiйнiй  функцiї   
(корреляцiйнiй функцiї) може  використовуватися  i нормована 
спектральна щiльнiсть, яка визначається таким чином: 
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Нормована спектральна щiльнiсть зв'язана  з  корреляцiйною  
функцiєю такими ж спiввiдношеннями, як i спектральна 
щiльнiсть  )(ωxS   з коварiацiйною функцiєю  )(τxK . 

Нормована спектральна  щiльнiсть  має  всi  властивостi,  як  
i  спектральна щiльнiсть випадкового процесу. Крiм того 
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     5) При  збiльшеннi  масштабу  аргументу  коваріацiйної  
функцiї масштаб аргументу  спектральної  щiльностi  i сама 
спектральна щільність зменшується у таке ж саме число разiв.  
Іншими  словами,  якщо коварiацiйнiй функцiї )(τXK  



вiдповiдає спектральна щiльнiсть  )(ωXS , то коварiацiйнiй 

функцiї з аргументом )(ατXK  відповідає спектральна 

щiльнiсть   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
α
ω

α XS1
. 

Дiйсно, якщо позначити ατ=z , то будемо мати  
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               (6.61) 
 

Ця властивiсть значить, що при стискуваннi )1( <α  
коварiацiйної функцiї вздовж  осi τ  спектр  випадкової функцiї 
розширюється i навпаки (при 1>α ). Така поведiнка функцiї 

)(τXK  i )(ωXS  фiзично пояснюється тим,  що при 
переваженнi у сигналi високих частот коварiацiйна функцiя 
швидко зменшується, а спектральна щiльнiсть розтягується в  
сторону високих частот;  якщо у сигналi переважують низькі 
частоти, то маємо обернену картину. 

Використовуючи формулу  (6.54) або (6.56), можна 
отримати аналiтичний вираз для спектральної щiльностi, якщо 
удається апроксимувати коварiацiйну функцiю  прийнятною  
формулою.  Приведемо  деякi важливi приклади. 
     1. Нехай стацiонарний випадковий процес має коварiацiйну 
функцiю 
 



 
τατ −= eДK x)( ,     0>α  .                                  (6.62)  

 
 

Вiдповiдно до рiвностi (6.56), спектральна щiльнiсть 
дорiвнює: 
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Як видно з (6.63), це парна функцiя, яка досягає найбiльшого 

значення  
πα

xД   при 0=ω . Але, як i коварiацiйна функцiя 

(6.62) у точцi 0=τ , спектральна щiльнiсть (6.63) не має 
похiдної у точцi 0=ω . 

Величина α , як випливає з рiвностi (6.62), має сенс 
масштабу аргументу, при якому коваріацiйна функцiя 
зменшується в e  разiв. Тому її називають декрементом 
затухання коварiацiйної функцiї. 

На рис.6.7 приводяться графiки корреляцiйних функцiй що  
вiдповiдають коварiацiйнiй  функцiї (6.62) i вiдповiднi 
спектральнi щiльностi. Порiвнювання кривих показує,  що при 
малих α  корреляцiйна функцiя зменшується вiдносно повiльно, 
нiж при великих, а спектральна щiльнiсть зменшується зi  
збiльшенням  частоти ω  швидко. Це свiдчить про  те,  що у 



спектрi випадкового процесу мають мiсце малi частоти (або 
великi масштаби флуктуацiй фiзичної величини). Процеси 
такого типу мають назву вузькосмужного, оскiльки енергiя 
такого процесу зосереджена у вузькiй смузi частот. Отже, 
вузькосмужному процесу вiдповiдає великий час корреляцiї, 
тобто наявнiсть корреляцiйного зв'язку мiж перерiзами 
випадкового процесу, який повiльно зменшується зi 
збiльшенням iнтервалу мiж перерiзами. 

При збiльшеннi α , тобто iз зменшенням часу корреляцiї, 
щiльнiсть змiнюється бiльш плавно. Для великих α  спектральна 
щільність змiнюється при зростаннi ω  дуже повiльно.  Такi 
процеси називають широкосмужними. Вони  характеризуються 
ш в и д к и м падiнням корреляцiйного зв'язку мiж перерiзами 
випадкового процесу. 

Розглядається випадковий  процес,  для  якого спектральна 
щiльнiсть є величиною постiйною на всьому iнтервалi частот: 

constSS xx == )0()(ω .  Його називають "бiлим шумом" 
по аналогiї з бiлим свiтлом, який утворюється при рівномірному 
змiшуваннi всiх кольорiв  видимого спектру. Такий випадковий 
процес вiдзначається рiвномiрним розподiлом енергiї по всiх 
частотах.  Реально такi процеси не iснують, оскiльки енергiя 
такого процесу (iнакше кажучи його дисперсiя) повинна бути 
нескiнченною,  але вони є зручною абстракцiєю для тих  
випадкiв, коли спектральна  щiльнiсть  приблизно постiйна на 
дiапазонi частот, що нас цiкавить. 

Коварiацiйна функцiя "бiлого  шуму" дорiвнює нулю 
всюди,  крiм точки 0=τ ,  де, як вже вiдомо, вона дорiвнює 
дисперсiї xД . Це означає, що  для  "бiлого  шуму"  цiлком  є  
вiдсутнiм корреляцiйний зв'язок мiж значеннями випадкової 
функцiї  при  будь-яких  значеннях аргументу  t . 
     2. Як вiдзначалося, коварiацiйна функцiя (6.62) не має 
похiдної в точцi 0=τ . При розв'язуваннi деяких задач це є 
суттєвою завадою. Тому кращою апроксимацiєю (якщо це 
можливо) є апроксимацiя для коварiацiйної функцiї 
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Доповнимо показник степеня до повного квадрата: 
 
 

2

2
2

4
)

2
(22

α
ω

α
ωατωττα ++=+ ii                 (6.66) 

 
 
i пiдставимо результат (6.66) до рiвностi (6.65). Будемо мати: 
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Iнтеграл у дужках формули (6.67) є iнтеграл Пуассона i дорiвнює  

α
π

 ; 



 
Отже, 
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На рис.6.8 мiстяться корреляцiйна функцiя  й  спектральна  
щiльнiсть такого випадкового процесу при рiзних α . 
     3. Розглянемо тепер випадкову функцiю з лiнiйною  
коварiацiйною функцiєю. Нехай коварiацiйна функцiя 
описується на iнтервалi вiд 0 до 0τ  лiнiйною функцiєю 
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Графiк такої функцiї приводиться на рис.6.9.  Вона може 
використовуватися для  апроксимацiї  швидко  згасаючої  
монотонної  коварiацiоної функцiї. 

Розрахуємо спектральну щiльнiсть цiєї випадкової функцiї 
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Графiк спектральної щiльностi (6.70) приводиться на рис.6.9.  
Аналiзуючи функцiї (6.69) i (6.70) разом, можна побачити, що 
коли коварiацiйна функцiя стискується ( 0τ  зменшується),  то 
спектральна щiльнiсть розтягується, i навпаки. 
     4. Дуже часто при дослiдженнi гiдрометеорологiчних 
процесiв ми отримуємо коварiацiйну функцiю,  яка колихаючись 
згасає по експоненцiальному закону. Прикладом такої 
коварiацiйної функцiї  може  бути така функцiя: 
 
 

τωτ τα
0cos)( −= eДK

xx  .                                 (6.71) 

 
 
Знайдемо спектральну щiльнiсть такої випадкової функцiї:  
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Як видно, ми використали загальну форму перетворення Фурьє 
для коварiацiйної функцiї. Використовуючи вiдомi формули 
Ейлера, будемо мати: 
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Характер цiєї функцiї залежить вiд спiввiдношення мiж 
параметрами α  i 0ω .  Якщо  коварiацiйна функцiя має рiзко 

виражений коливальний характер, тобто 0ω  - велике, то у 

спектральної щiльностi )(ωxS  буде спостерiгатися максимум 

приблизно в точцi 0ωω =  (рис.6.10). Якщо основну роль в 

коварiацiйнiй функцiї )(τxK  грає  показникова функцiя, тобто 

α  - велике, то функцiя )(ωxS  буде мати максимальне 
значення в точцi 0=ω  (рис.6.10). 

На практицi,  одначе, зустрiчаються випадковi функцiї, 
ковариацiйнi функцiї яких не можуть бути з достатньою 
точністю апроксимованими аналiтичними виразами. Тому для 
розрахування спектральних щiльностей використовуються 
чисельнi методи,  основнi риси  яких  будуть розглянутi нижче. 
 
 

6.4  Взаємний спектральний аналiз випадкових процесiв 
 
 

Для системи стацiонарних випадкових процесiв 
)(),...,(),( 21 tXtXtX n , крiм спектральних щiльностей 

)(ω
ixS  кожного процесу, розглядаються й взаємнi спектральнi  

щiльностi )(ω
ji xxS ,  якi  є перетвореннями Фурьє вiд 

вiдповiдних взаємних коварiацiйних функцiй: 
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Навпаки, взаємнi коварiацiйнi функцiї  є  зворотними  
перетвореннями Фурьє вiд взаємних спектральних щiльностей: 
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Взаємна коварiацiйна функцiя не має властивостей парностi. 

Позначимо  через )()( τ+

jxix
K  - парну частину взаємної 

коварiацiйної функцiї )(τ
jxix

K  , а через )()( τ−

jxix
K  - її непарну 

частину. Отже,                               
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де 
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Пiдставляючи (6.77)  в (6.75) та використовуючи вiдому 
формулу Ейлера, отримаємо: 
 

)()()( ωωω
jxixjxixjxix

iQCS −=  ,                   (6.80) 

 
де 
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називається        ко-спектром, 
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квадратурним спектром випадкових процесiв )(tX i  і )(tX j . 
Ко-спектр, як  косинус - перетворення  Фурьє вiд парної функцiї 

)()( τ+
ji xxK , є парною функцiєю.  Якщо  пiдставити (6.80) у 

(6.76) i застосувати для функцiї tie ω  формулу Ейлера, то 
отримаємо формулу для  взаємної коварiацiйної функцiї : 
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Нехай у формулi (6.83) 0=τ . Тодi : 
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Формула (6.42) свiдчить про те, що ко-спектр дає 
розкладання по рiзних частотах взаємної коварiацiйної функцiї 
двох випадкових  процесiв при  нульовому  зсувi аргументу i має 
смисл середнього добутку процесiв iX  та jX  у вузькому 

iнтервалi частот  ωω d+ , подiленому на частотний iнтервал. 
На рис.6.11 приводиться ко-спектр зональних iндексiв  

вiтру  на рiвнi 500 гПа на широтах 400 i 600 ш.  Можна бачити,  
що самий великий внесок у взаємну коварiацiю мiж вiтрами на 
широтах 400   i 600   с.ш. дають перiоди  бiля 25 днiв.  Як вiдомо,  
коварiацiї мiж швидкостями вiтру на цих широтах від’ємні,  
тому всi значення ко-спектру у  цьому випадку вiд'ємнi або 
близькi до нуля. 

Квадратурний спектр )(ω
ji xxQ  дає внесок рiзних 

гармонiк у сумарну коварiацiю у випадку, коли всi гармонiки 
часової послiдовностi )(tX i  зсунутi по фазi на чверть перiоду 

назад, а послiдовнiсть )(tX j  залишається незмiнною. Дiйсно, 

коли 
42
T

==
ω
πτ , то формула (6.83) дає : 
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Отже ми отримали такий результат: 
Якщо у формулi (6.83)  0=τ . Тодi 
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Звiдси бачимо,  що  ко-спектр  дає  розкладення  по  рiзних  
частотах взаємної коварiацiйної функцiї двох випадкових 
процесiв при нульовому зсувi аргументу. Аналогiчно, вважаючи          
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ω
πτ , отримаємо: 
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Отже, квадратурний  спектр  характеризує  внесок  у загальну 
взаємну корреляцiю двох випадкових процесiв гармонiк,  що в 
них утримуються, при зсувi фаз цих гармонiк на чверть перiоду. 

Комплексну функцiю (6.80) можна записати у 
показниковiй формi 
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Модуль взаємної спектральної щiльностi  : 
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називають амплiтудним спектром, а функцiю 
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фазовим спектром. 

При частотному  зображеннi  процесiв з’являється 
можливiсть порiвняння взаємної енергiї на фiксованiй частотi з 
енергiями  кожного з процесiв на цiй же частотi шляхом 
визначення спiввiдношення: 
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Величина 
 
 

)()( ωωγ Г=                                                       (6.92) 
 
 
має сенс  спектрального  коефiцiєнта  взаємної  корреляцiї  
процесiв )(tX i  i )(tX j , який визначає тiсноту 
корреляцiйного зв'язку мiж цими процесами на фiксованих 
частотах.  Вона має назву когерентностi й може приймати 
значення вiд 0 до 1. 



На рис.6.12 мiститься когерентнiсть мiж меридіональною  
складовою швидкостi  вiтру  на  висотах 10 i 30 км в пунктi 
острова Воллон (Пiвнiчна Америка).  Видно, що спостерiгається 
високий корреляцiйний зв'язок 9,0)( >nγ  мiж  перiодичними  
коливаннями меридіонального вiтру з перiодами 12 недiль (хвилi  
Маддена-Джулiана)  i  48  недiль (рiчне коливання) на цих 
висотах. 

При визначеннi мiри взаємозв'язку спектральних 
компонентiв двох процесiв важливо з'ясувати, яким є 
спiввiдношення мiж взаємною енергiєю синхронної i 
несинхронної взаємодiї,  оскiльки саме вiд характеру цiєї 
взаємодiї  залежить рiзниця фаз коливань на фiксованiй частотi. 

Iз рiвняння (6.90) видно, що коли 0)( ≠ω
ji xxC , а 

0)( =ω
ji xxQ , рiзниця фаз    коливань    повинна    

дорiвнювати   нулю,   оскiльки взаємозв'язок процесiв буде 
iснувати за рахунок синхронної їх взаємодiї. При 

0)( =ω
ji xxC   i 0)( ≠ω

ji xxQ   рiзниця  фаз спектральних 

компонент дорiвнює 
2
π

 (чверть   перiоду).   Це   означає,   що 

взаємозв'язок коливань  вiдбувається тiльки в результатi 
несинхронної взаємодiї процесiв )(tX i  i )(tX j . У всiх iнших 

випадках, тобто коли 0)( ≠ω
ji xxC  i 0)( ≠ω

ji xxQ , 

рiзниця фаз спектральних компонентiв (фазовий  спектр)  
визначається  рiвнянням  (6.90). Фазовий спектр визначає  
вiдставання  по  фазi процесу )(tX j  вiд процесу )(tX i  при 

умовi, що величину )(ωψ
ji xx  вважають  додатною вiд 00  до 

1800 i вiд'ємною вiд 1800 до 3600.  Зсув фаз в 0   вiдповiдає 
додатнiй  корреляцiї  мiж  процесами  ("у фазi"), а  зсув фаз в 180  
- вiд'ємнiй корреляцiї ("у протифазi"). 



Корегентнiсть одночасно являє собою мiру стiйкостi 
рiзницi фаз. При постiйностi  рiзницi  фаз процесiв 1)( →ωγ ,  

якщо рiзниця фаз нестiйка, то 0)( →ωγ . 
 
 

6.5 Визначення спектральної щiльностi по 
 експериментальних  даних 

 
 

Спектральну щiльнiсть стацiонарного процесу,  як вже 
було показано вище, можна визначити як перетворення Фурьє 
вiд вiдповiдної коварiацiйної функцiї. Але при цьому треба знати 
коварiацiйну функцiю на нескiнченному iнтервалi значень її 
аргументу.  При визначеннi характеристик випадкової функцiї 
по експериментальних даних iнтервал значень аргументу 
коварiацiйної функцiї є обмеженим.  Крiм того, ми маємо не 
саму коварiацiйну функцiю, а її оцiнку. Виникає питання про 
отримання на  її  основi оцiнки спектральної щiльностi,  котра 
задовольняла б основним вимогам до статистичних  оцiнок,  
тобто  була  б незсуненою, ефективною та умотивованою. 

При визначеннi оцiнки спектральної щiльностi здавалося б  
простiше всього використати перетворення Фурьє, змiнивши 
нескiнченi границi iнтегрування кiнцевими значеннями, якi 
відповідають найбiльшому значенню аргументу mττ =  оцiнки 
коварiацiйної функцiї.  Це рiвнозначно тому,  що ми замiнили 

справжню коварiацiйну функцiю )(τK   її оцiнкою )(ˆ τK  на 

iнтервалi ],[ mm ττ− , а поза цього iнтервалу запропонували         

0)(ˆ =τK . 
     Але оцiнка спектральної щiльностi виду : 
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1)(1̂        (6.93) 



 
 
не є  ефективною  i  умотивованою,  тому, що дисперсiя цiєї 
оцiнки не збiгається до нуля при ∞→mτ . Отже, така оцiнка 
не може нас задовольнити. Кращi оцiнки спектральної щiльностi 
дають методи, що основанi на попередньому згладжуваннi 
коварiацiйної функцiї. 

Нехай ми маємо функцiю )(ˆ τK , яка дорiвнює 

справжньому значенню коварiацiйної функцiї )(τK  при 

mττ ≤  i нулю при mττ > . Цю функцiю можна розглядати 

як добуток функцiї )(τK  на функцiю )(τλ : 
 
 

)()()(ˆ τλττ KK =  ,                                                 (6.94) 
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Тепер функцiя )(ˆ τK  визначена на всiй дiйснiй осi. Знайдемо 
вiд неї перетворення Фурьє та будемо вважати його за  оцiнку  

)(ˆ ωS   спектральної щiльностi  )(ωS  : 
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Позначимо через )(ωQ  спектр функцiї )(τλ , тобто 
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Тодi 
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i, таким чином, 
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Якщо в iнтегралi,  що мiститься в  дужках,  зробити  замiну  
змiнної ωωω =+ 21  , тодi будемо мати 
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Але iз (6.96) випливає, що 
 

ωωττλ ωτ dSeK i∫
∞
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Порiвняння формул (6.99) i (6.100) приводить до рiвностi 
 
 

111 )()()(ˆ ωωωωω dQSS ∫
∞

∞−
−=  .                 (6.101) 

 

Таким чином, )(ˆ ωS   є  значення справжньої спектральної 
щiльностi, осередненної з ваговою функцiєю  по  всьому  
iнтервалу  частот.  Для функцiї (6.95) спектр )(ωQ  має вид: 
 

πω
ωττ

π
ω

τ

τ

ωτ mi deQ
m

m

sin
2
1)( == ∫

−
.                 (6.102) 

 



Отже, користуючись  при  визначеннi  спектральної 
щiльностi у якостi оцiнки коварiацiйної функцiї добутком виду 
(6.94),  ми  отримаємо  не справжню спектральну щiльнiсть 

)(ωS , а її значення, яке згладжене за допомогою вагової 

функцiї, яка є спектром функцiї )(τλ . Звiдси виникає задача  

вибору оптимальної функцiї )(τλ , тобто такої, щоб 
згладжування (6.101) було найкращим у смислi близкостi 

функцiї )(ˆ ωS  i )(ωS . Такими функцiями є: 
     1. Функцiя Бартлетта, що визначається  формулою (6.95); 
     2. Модифiкована функцiя Бартлетта: 
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     3. Функцiя Тьюкi 
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Тьюкi запропонував брати 23,0=a ,  не обгрунтувавши вибiр  
такого значення. Парзен показав, що оптимальним є значення            

25,0=a . 
 
 

4. Функцiя Хеннiнга 
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     5. Функцiя Парзена 
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Парзен розглядав  цю функцiю при 2=q .  Iснують й 

iншi види згладжуючих функцiй )(τλ . Таким чином, задачу  
визначення  спектральної  щiльностi можна сформулювати так: 

нехай маємо оцiнку коварiацiйної функцiї )(ˆ τK  при T<τ , 

де T  - права границя iнтервалу визначення випадкової функцiї. 

Будемо шукати оцiнку спектральної щiльностi )(ˆ ωS  за 
формулою 
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пiдбираючи функцiю )(τλ  i значення mτ  так, щоб 
задовольнити деякому критерію оптимальностi. 

При визначеннi оцiнки спектральної щiльностi за 
формулою (6.107) з вибраною згладжуючою функцiєю )(τλ , 
результат буде залежати вiд вибору точки зрiзу коварiацiйної 
функцiї mτ . При малих mτ  буде вiдбуватися зсунення оцiнки 

спектральної щiльностi, при великих mτ  - збiльшення дисперсiї 

оцiнки. Прагнення вибрати mτ  таким, щоб мiнiмiзувати як 
зсунення оцiнки спектральної щiльностi,  так i її дисперсiї, 
потребує необхiдностi задовiльнення двох суперечливих вимог. 

Для отримання оцiнки спектральної щiльностi може бути  
використаний i iнший метод.  Нехай маємо реалiзацiю )(tx  

ергодичного стацiонарного процесу )(tX , визначену на 
iнтервалi ],0[ T . Тодi коварiацiйну функцiю можна одержати за 
формулою: 
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Якщо пiдставити  (6.108)  у формулу (6.93),  то пiсля 
вiдокремлювання змiнних, будемо мати 
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Величину (6.109) називають вибiрковим  спектром,  або  
перiодограмою. Вона отримується  за  допомогою перетворення 
Фурьє самої реалiзацiї. Перiодограма не є умотивованою 
оцiнкою спектральної щiльностi.  Для того, щоб  задовольнити  
вимогу  умотивованостi,  необхiдно провести згладжування 
перiодограми за формулою: 
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вибираючи згладжуючу функцiю такою, щоб оцiнка була 
умотивованою. 

Порiвнюючи (6.110) та (6.101),  бачимо,  що коли у якостi 
функцiї )(ωQ  виступає спектр вагової функцiї )(τλ , за 
допомогою якого виконувалось згладження  коварiацiйної 



функцiї при першому методi оцiнювання спектральної 
щiльностi, то при другому методi отримуємо ту ж саму оцiнку. 

Згладжуючу функцiю )(τλ  часто називають 

корреляцiйним вiкном, а її  перетворення Фурьє )(ωQ  - 
спектральним вiкном. Обидва методи оцінювання спектральної 
щiльностi дають  однаковий  результат,  але супроводжуються 
рiзними обчислювальними труднощами. Другий метод при 
застосуваннi так званого швидкого перетворення Фурьє є бiльш 
рацiональним i у цей час користується широкою популярнiстю. 

У зв'язку з наявністю у спектрi  гiдрометеорологiчних  
процесiв шумової компоненти  при  аналiзi  спектрограм  
важливе значення приїдається оцiнцi невипадковостi знайдених 
перiодичностей. Як вiдомо, у гiдрометеорологiчних процесах 
має мiсце широкий спектр коливань: вiд випадкових незв'язних 
("бiлий шум"), до таких,  якi  характеризуються значними 
зв'язками ("червоний шум"). 

При використаннi спектрального аналiзу конкретних 
гiдрометеорологiчних процесiв треба враховувати 
спiввiдношення мiж часовим кроком вибiрки t∆ , довжиною 
вибiрки N , максимальним зрiзом корреляцiйної функцiї maxτ   

(йому вiдповiдає число iнтервалiв t∆ ), числом ступенiв волi l   
та нормованою стандартною похибкою оцiнок спектральної 

щiльностi  )(ˆ ωxS . З одного боку, число зсувiв maxτ  повинно 
бути малим порівняно з довжиною вибiрки (наприклад 

N1,0max =τ ),  число ступенiв волi - по можливостi бiльшим.  
Це дасть визначну мiру статистичної надiйностi  оцiнок. З  
iншого  боку,  число зсувiв повинно  бути досить великим,  щоб 
отримати велике роздiлення по смузi частот. При цьому 
надiйнiсть статистичних оцiнок у границях частотної смуги 
зменшується. Часто вибiр максимального часового зсуву maxτ  
корреляцiйної функцiї основується на можливiй точностi 
розрахункiв спектральної щiльностi. 

Спектральнi щiльностi,  що розрахованi по вибiркових 
даних, будуть вiдрiзнятися вiд спектра генеральної сукупностi.  



Як i у випадкову оцiнок одновимiрних розподiлiв,  для оцiнок 
значущостi  спектра використовується перевiрка  статистичної 
гiпотези на заданому рівні значущості.  Нульова гiпотеза 0H  
полягає у тому, що в спектрi часової послiдовностi вiдсутнi 
гармонiчнi коливання  на  фонi  спектра  реалiзацiї "бiлого 
шуму" (його спектр характеризується умовою 

constSS x == )0()(ω ),  або  "червоного  шуму" (спектр 
якого є спадаюча експоненціально крива). Вважається, що 
вихiдна вибiрка має нормальний розподiл. Тодi за вiдомою 
теоремою, що була сформульована у попередньому роздiлi,  
значення спектральної щiльностi,  якi характеризують розподiл  

дисперсій  по спектру частот,  мають 2χ  розподiл з числом 

ступенів волі l . Перевiрка нульової гiпотези полягає у 

порiвняннi )(ˆ ωxS ,  iз значеннями )(ωкрS  заданої 
ймовiрностi, що приймаються в якостi границь довiрчого 
iнтервалу )]0([ xSIα  або )]([ ωα qSI . У цьому випадку: 
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N  - об'єм вибiрки, maxτ  - число точок максимального зсуву 
корреляційної функцiї.  Тодi для побудови довiрчого iнтервалу 
використовується рiвнiсть: 
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де )(ωxS  -  середнiй  рiвень  спектральної щiльностi 
(вiдповiдаючий "бiлому шуму"),  що розраховується в iнтервалi 
значень корреляціійної функцiї. Вихiд пiкiв спектральної 
щiльностi за межi довiрчого iнтервалу буде свiдчити про 
вiрогiднiсть частот коливань,  що виявленi на спектрограмi. 

При значному внеску у випадковий процес "червоного 
шуму" спектр випадкової функцiї порiвнюється з довiрчим 
iнтервалом, який будується на основi рiвностi: 
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Вона утримує значення корреляцiйної функцiї )( 1τxr  

одиничного зсуву )( 1τ  i максимального m  - на спектрограмі 

(m  ~ max2τ ). 
 На рис.6.13 показуються спектрограми для випадкових 

приростiв  меридiональної компоненти швидкостi вiтру на 
висотах 15 (а) i 20 (б) км. в районi островiв Воллоп.  На висотi    
15 км. є пiдстави побудувати довiрчу границю для спектральної 
щiльностi,  виходячи з припущення про "бiлий шум", а на висотi 
20 км - з припущення про "червоний шум". 

Приблизна оцiнка  довiрчої  границi  для когерентностi на  
виконується за формулою:  
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де, як було показано вище:  
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число ступенiв волi, N - довжина реалiзацiї. Значення 
корегентностi при 1% i 5% рiвнях значущостi α  для рiзного 
числа ступенів волi по Гудману приводяться у табл.6.1 
 
 
Таблиця 6.1 - Довiрчi границi когерентностi )(ωγ  
 
 



Рiвень значу- 
щостi  α  

Число ступенiв волi 
 

                       4 10 20 40 
0,01 0,89 0,63 0,46 0,33 
0,05 0,80 0,53 0,38 0,27 

 
 
     Iз табл.6.1  випливає  що,  наприклад,  при числi ступенiв волi 

20=l  корегентнiсть,  що дорiвнює 0,38 i бiльше буде з  
iмовiрністю 0,95 вiрогiдною. 
 
 

6.6   Особливостi дослiдження статистичної структури 
нестацiонарних часових рядiв гiдрометеорологiчних 

характеристик 
  
 
6.6.1  Виявлення перiодичностей, якi утримуються у випадкових 

часових рядах 
 
 

Часовi ряди метеорологiчних величин,  як показали 
численнi дослiдження, утримують перiодичнi компоненти, 
обумовленi хвильовою природою атмосферних процесiв. 

Існує ряд методiв дослiдження перiодичностей, що  
мiстяться у часових рядах. Їх називають захованими 
перiодичностями. Одним з найбiльш зручних для реалiзацiї на 
ЕОМ є метод, оснований на iнтегральному перетворенню Фурьє. 
Вiн дає можливiсть без будь-яких додаткових дослiджень 
отримати частоти, амплiтуди та початкові фази перiодичних 
компонент, захованих у часовiй послiдовностi. 

Часовий ряд )(tx , заданий на iнтервалi  ],[ ττ−∈t ,  
можна розглядати як кусково-гладку функцiю часу. Таку 
функцiю у вiдповiдностi до теореми Дiрiхлє можна виразити  
суперпозицiєю  простих гармонiк 
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де kA  - амплiтуда   k  - тої гармонiки,  kω  - її частота, kϕ  - 
початкова фаза. 

Рiвнiсть (6.118) може бути переписаною таким чином: 
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якщо позначити 
 
 

kkk Aa ϕsin=  ,                                                        (6.120) 
 
 

kkk Ab ϕcos=  .                                                       (6.121) 
 
 
Як свiдчать формули (6.120) i (6.121), 
 
 

k

k
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aarctg=ϕ   .                                                       (6.122) 

 
Для кусково–гладкої функцiї )(tx , заданої на 

нескiнченному iнтервалi, справедливим є перетворення Фурьє: 
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де  1−=i - уявна одиниця. 
Часовi ряди метеорологiчних величин  визначенi  на  

скінченому iнтервалi. Вони можуть бути апроксимовані таким 
чином: 
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Для такої функцiї перетворення Фурьє має вид: 
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Якщо використати вiдому формулу Ейлера,  то iнтеграл (6.125) 
приймає таку форму: 
 
 

)()()( ωυωωτ iuiF −=  ,                                   (6.126) 
 
 
де 
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Рiвностi (6.127) i (6.128) є вiдповiдно косинус - i синус – перет-
ворення Фурьє функцiї )(tx ,  апроксимованої виразом (6.124).  

Коли частоти гармонiчних компонент,  що утримуються в )(tx , 

не є дуже близькими, то )(ωu  i )(ωυ  мають вид кривих з 

рiзко означенними пiками в точках kωω = . Висота пiкiв 

приблизно дорiвнює амплiтудам парної ka  i непарної kb  

складових перiодичного коливання з частотою kω ,  захованого 

в процесi )(tx . На тих самих частотах kω  будуть 

спостерiгатися пiки амплiтуд  )( kk AA ω= , оскiльки 

)( kk ua ω≈  і )( kkb ωυ≈  і 
 
 

2
1

22 )]()([)( kkk uA ωυωω +=   .                      (6.129) 
 

З метою  покращення  селективних  якостей   перетворена   
Фурьє (6.127) i  (6.128)  в них вводять множники ("вiкна"),  якi 
зменшують вплив значень )(tx ,  заданих поблизу границь 



iнтервалу визначення функцiї. Одним з таких "вiкон" є множник 
Гiббса: 
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Очевидно, 0)()( =−= ττ gg . Максимум  цiєї  функцiї 
спостерiгається при 0=τ  і  дорiвнює 
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Таким чином, графiк функцiї )(tg  на iнтервалi ],[ ττ−  
має вид, зображений на рис.6.14. 

Отже, перетворення, за допомогою яких може 
проводитися селекцiя перiодичностей, мають вид: 
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Iнтеграли (6.131) i (6.132) обчислюються одним  iз  
наближуючих методiв. 

Iз-за обмеженостi інтервалу й скiнченної кiлькостi точок 
завдання функцiї,  iнформацiї про функцiю недостатньо для 

визначення параметрiв гармонiк з перiодом τ2>T  i 
m

T τ
< . 

Отже, мiнiмально i  максимально можливi гармонiки, що можуть 
бути виявленi, мають частоти, розташованi в iнтервалi 

),( maxmin ωω ,  де  
τ
πω =min   ; 

τ
πω m

=max . 

Інтервал дискретностi ω∆  при чисельному iнтегруваннi 
вибирається з урахуванням властивостей множника Гiббса. При 
його впровадженнi у перетворення Фурьє можна гарантувати,  
що вплив амплiтуд сусiднiх за частотою гармонiк  не  
перебiльшує  0,05 вiд амплiтуди,  якщо 5,4≥∆ωτ . Звiдси 
випливає,  що крок при обчисленнях )(ωu  i )(ωυ  
визначається рівністю: 
 
 

τ
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Перiодичностi, що отримуються у часових рядах )(tx , 

визначаються по пiках амплiтуд )(ωA  на перiодограмi 
(амплiтудно-частотнiй характеристицi). На  перiодограмах iснує 
ряд малозабезпечених пiкiв, утруднюючих аналiз. Для їх 
лiквiдацiї застосовують фiльтр Тьюкi : 
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Визначення перiодичностей,  характерних для процесу )(tx ,  
основується на побудовi верхньої довiрчої границi для амплiтуд 
з заданою iмовiрністю при умовi,  що амплiтуди  
пiдпорядковуються  нормальному розподiлу. Перiоди kT  

гармонiк kω , які відповідають пiкам амплiтуд, що виходять за 
довiрчу границю,  ототожнюються з перiодами гармонiчних 
коливань,  якi утримуються  у випадковому процесi )(tx . Для 
кожного з них знаходять початкову фазу 
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Початкова фаза дає можливiсть знайти точку kh  на осi часу,  яка  
є початком коливання. 

На рис.6.15 приводиться амплiтудно-частотна 
характеристика  часового ряду  меридiональної компоненти 
швидкостi вiтру в пунктi Форт Шерман на висотi 45 км. Даннi 
отриманi в результатi ракетного зондування атмосфери  в перiод 



з 1967 по 1974 рiк.  З нього випливає, що з імовірністю 0,95 у 
процесi,  що розглядається, утримуються коливання, якi 
характеризуються статистичною значущістю, з перiодами 6, 4 та  
1-2 мiсяці (хвилi Маддена-Джулiана)  й 15 днiв. Останнi, 
очевидно, треба iнтерпретувати як  хвилi Кельвiна.  Якщо 
визначати перiодичностi з ймовірністю 0,68, то до перелiчених 
перiодичностей  меридіонального вiтру вийдуть ще декiлька 
перiодичностей, що вiдносяться до спектру хвиль Кельвiна. 

Треба мати на увазi, що у деяких випадках на амплiтудно-
частотних характеристиках спостерiгаються сплески амплiтуд, 
найбiльш часто на низьких  частотах,  якi значно вiдрiзняються 
вiд загального рiвня коливань амплiтуд гармонiк (рис.6.16).  Це 
означає,  що цi  гармонiки характеризуються найбiльшою, 
порiвняно до iнших, енергiєю. У таких випадках насамперед 
треба перевiрити гiпотезу про те,  що такi сплески амплiтуд 
належать до тiєї ж генеральної сукупностi,  що й амплiтуди 
iнших гармонiк.  У разi неприйняття цiєї гiпотези такi  сплески  
при розрахунках середнього значення амплiтуди A  й 
середнього квадратичного вiдхилу амплiтуд Aσ  треба 
виключити iз сукупностi амплiтуд i пiсля  цього  розрахувати 
довiрчу границю амплiтуд з тiєю чи iншою ймовiрністю для 
визначення статистично значущих перiодичностей. 
 
 

6.6.2  Згладжування часових рядiв 
 
 

Бiльшiсть метеорологiчних величин являють  собою  
нестацiонарнi випадковi процеси.  Основною причиною цього є 
те, що пiд впливом неоднаковостi надходячої до земної поверхнi 
кiлькостi сонячної  радiацiї протягом доби,  сезону i року вони 
придбавають добовий, сезонний, рiчний хiд. Багаторiчнi 
змiнення характеру клiматоформуючих факторiв приводять до 
виникнення трендiв, тобто однонаправлених змiнень 
метеорологiчних величин протягом тривалого часу.  Прикладом  
може  бути вiдоме потеплiння клiмату у першiй половинi 
двадцятого столiття. 



Дослiдження статистичної структури метеорологiчних 
величин  основуються на  послiдовностi їх значень у видi 
еквiдистантних часових рядiв. Останнi можуть бути зображенi 
як сума детермiнованої )(ˆ tx  i випадкової )(3 tx  компонент. У 
свою чергу, детермiнована компонента складається з тренду 

)(1 tx  i перiодичної компоненти )(2 tx ,  яка вiдбиває в 
залежностi вiд iнтервалу дискретностi часового ряду вiковий, 
рiчний або добовий хiд процесу )(tx . Отже, 
 
 

)()()()( 321 txtxtxtx ++=                               (6.136) 
 
 

При правильному вилученнi детермiнованої складової 
)(ˆ tx , випадкова компонента  може  розглядатися як стацiонарнi 

випадковi прирости. 
Детермiнована основа  процесу  вилучається  шляхом 

фiльтрацiї (або згладжування)  вихiдного  часового  ряду.  
Позначимо   оператор згладжування через L  i застосуємо його 
до рiвностi (6.136) 
 
 

)]([)]([)]([)]([ 321 txLtxLtxLtxL ++=     (6.137) 
 
 
Припустимо, що оператор L  точно вилучає трендову 
компоненту, тобто 
 
 

)()]([ 11 txtxL =                                                        (6.138) 
 
 
Якщо вiдняти  вiд  рiвностi (6.136) рiвнiсть (6.137),  то з 
урахуванням (6.138) маємо 
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                                                      (6.139) 
 
 
Важливим є питання про те, у якiй мiрi члени )]([ 2 txL  i 

)]([ 3 txL  можуть спотворювати  справжнi  коливання  
залишкового ряду (6.139)  та  iндукувати хибнi коливання. 

Одним з видiв згладжування є ковзне осереднення,  яке у 
загальному видi може бути зображене таким чином: 
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де iα  - ваговий множник; n  - кiлькiсть точок, по яких 
проводиться згладжування: 
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−N  число членiв ряду. 

Якщо в рiвностi (6.140)  1=iα  ∀  ni ,1= , то оператор 
згладжування визначає  просте ковзне осереднення,  у якому 
вага всiх точок, котрi приймають участь при розрахуваннi 



середнього значення  на  iнтервалi ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−

2
;

2
nknk , однакова. 

Бiльш коректними є фiльтри, що утримують тригонометричнi 
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або експоненцiальнi 
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ваговi множники. Вони зменшуються по вiдзначених формулами  
(6.141) i (6.142) законах  вiд  середини  iнтервалу  згладжування 
до його кiнцiв. Дiйсно, нехай в рiвностi (6.141) величина i  

приймає такi значення: 
2
nki −= ; ki =  ; 

2
nki += . Тодi, 

очевидно, iα  мають значення 0
2

=
−

nk
α ; 2=kα ; 

0
2

=
+

nk
α . На рис.6.17 приводиться залежнiсть  вагового  

множника (6.141) вiд  положення точок i  на iнтервалi 
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Окрiм виду  вагового множника,  результат фiльтрацiї 
залежить й вiд кiлькостi точок, по яких виконується 
згладжування. Вона, очевидно, визначається рiвністю 
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де t∆  - iнтервал дискретностi ряду. 

Чим бiльше n , тим швидше реакцiя фiльтру, але тим 
гiрше його фiльтруючi якостi, i навпаки. Отже, задача полягає у 
правильному виборi періоду згладжування. Означенi вище 
особливостi ковзного осереднення приводять до того, що при 
надто великому перiодi згладжування з детермiнованої основи 

)(ˆ tx  процесу відфiльтровується визначна частина перiодичної 

компоненти )(2 tx , яка переходить до випадкової компоненти 

)(3 tx . Навпаки, коли перiод осереднення малий, частина 
випадкової складової процесу переходить  до  детермiнованої 
частини  процесу, а  випадкова компонента )(3 tx  придбаває 
властивостi "бiлого шуму". 

Для вибору перiоду згладжування випадкової 
послiдовностi )(tx  при ковзному осередненнi, треба 
дотримуватися таких рекомендацiй. По-перше, необхiдно, щоб 
перiод згладжування вiдповiдав перiодичностi, яка iснує у 
процесi )(tx . По-друге, значення перiоду згладжування 
повинно вiдповiдати перiодичностi, яку дослiджувач хоче 
зберегти в детермiнованiй складовiй випадкової послiдовностi в 
залежностi вiд задачi, яку вiн намагається розв'язати. Наприклад, 
якщо треба у  складовiй )(ˆ tx  зберегти  рiчний хiд 

метеорологiчної величини )(tx , а коливання з меншими 
перiодами необхiдно  отфiльтрувати  з вихiднго часовою  ряду,  



то  ковзне осереднення проводять при такому числi значень 
випадкової величини n ,  яке вiдповiдає рiчному iнтервалу. Тодi 
на виходi з фiльтру ми отримаємо процес, який утримує, крiм 
трендiв,  коливання з перiодом один рiк i бiльше, а коливання з 
меншими перiодами  перейдуть у випадкову складову. Остання 
має, як правило, властивостi квазiстацiонарного процесу.  Тому 
для  дослiдження її статистичної структури використовують 
розглянутi вище, методи корреляцiйного i спектрального аналiзу.  
На рис.6.18  приводиться графiк детермiнованої  компоненти  
зональної  складової  швидкостi вiтру на висотi 35 км над 
районом Форт Шерман (приекваторiальна зона Пiвнiчно-
Американського континенту),  яка  отримана шляхом ковзного 
осереднення за допомогою косинус-фiльтра (6.141). Перiодом  
осереднення, дорiвнює одному року. На цьому рисунку 
зображається також й вихiдний випадковий процес - результати 
ракетного  зондування  атмосфери з дискретністю один тиждень.  
З рис. 6.18 випливає,  по-перше, що вихiдний випадковий 
процес,  який дослiджується,  не є стацiонарним. По-друге,  в 
результатi ковзного осереднення, крiм слабко вираженої 
однорiчної перiодичностi, чiтко проявляється коливання з 
перiодом два роки, яке називається квазiдвохрiчною 
періодичністю швидкостi вiтру. У багатьох роботах, якi 
присвяченi квазiдвохрiчних коливань  швидкостi  вiтру  в 
стратосферi приекваторiальної зони, стверджується наявнiсть 
захiдної й  схiдної  фаз  коливань,  що проявляються  через один 
рiк кожна. Рис. 6.18  iлюструє  той факт, що захiдна фаза,  яка 
вiдбивається максимуми функцiї,  що утворюються в результатi 
ковзного осереднення i вiдповiдають малим значенням схiдної 
(вiд'ємної) зональної складової швидкостi вiтру,  не є таким 
перiодом, протягом  якого  спостерiгається виключно захiдна 
(додатня) компонента зонального вiтру.  Протягом захiдної фази 
квазiдвохрiчної перiодичностi, захiднi вiтри часто, змiнюються 
на схiднi. Бiльш того, схiдна компонента дає бiльший внесок  
при  осередненнi,  результатом чого й є той факт, що  практично, 
вся детермiнована складова захiдної компоненти розташовується 
у вiд'ємнiй пiвплощинi,  тобто має схiдний напрямок. Навпаки,  в  



перiод схiдної фази квазiдвохрiчної перiодичностi 
спостерiгається виключно схiдний зональний вiтер. 

У якостi  другого  прикладу на рис.6.19 зображається 
детермінована складова зональної компоненти швидкостi вiтру 
на висотi 10 км над районом Уайт Сендз (субтропiчна зона 
Пiвнiчно-Американського  континенту),  що отримана також 
шляхом ковзного осереднення (з перiодом осереднення один рiк) 
результатiв радiозондування атмосфери, що над цим районом 
проводилося в перiод з 1965 до 1974 рр. На графiку 
детермiнованої основи виразно вiдбивається однорiчна 
перiодичнiсть  коливання швидкостi зонального вiтру з 
максимумами, що припадають на холоднi мiсяцi року.  
Коливання з меншими перiодами, якi  для цього випадкового 
процесу виявляються з досить великою ймовірністю на 
амплiтудно-частотнiй  характеристицi,  вiдфiльтровуються й 
переходять,  як зазначалося вище,  у випадкову складову 
вихiдного процесу.  Цiкавим є й те, що крiм рiчного коливання , 
на детермiнованiй основi процесу (рис.6.19), проявляється також 
і двохрiчне коливання. Воно визначається збiльшенням через 
кожнi два роки  максимумiв  амплiтуди рiчного коливання. 

Детермiнованi складовi наведених прикладiв 
характеризуються наявністю тiльки  перiодичних коливань.  
Трендова компонента практично не проявляється. Рiзниця мiж 
вихiдним процесом )(tx  i детермiнованою його складовою 

)(ˆ tx   дає випадкову компоненту )(3 tx , яка має властивостi, 
близькi до стацiонарного процесу. Тому її називають 
квазiстацiонарними приростами. Для дослiдження їх 
статистичної структури використовують методи  корреляцiйного  
i  спектрального  аналiзу.  У якостi прикладу на рис.6.20 
мiстяться спектральнi щiльностi випадкових приростiв зональної 
складової швидкостi вiтру на висотах 5 (а) i 10 (б) км     над 
районом Уайт Сендз. Сплески спектральної щiльностi, що 
виходять за довiрчу границю з ймовірністю 90 %, свiдчать про 
те, що в цьому  випадковому  процесi значна енергiя припадає на 
флуктуацiї, якi мають часовий масштаб 2-4 мiсяцi. Як вже 



зазначалося, такi коливання швидкостi вiтру називають хвилями 
Маддена-Джулiана. 

Наведенi приклади свiдчать про те,  що за допомогою  
викладених вище методiв  статистичного аналiзу нестацiонарних 
часових послiдовностей, є можливiсть  отримати  важливi  
характеристики  статистичної структури гiдрометеорологiчних 
процесiв.  Тому вони знаходять широке використання при 
проведеннi вiдповiдних наукових дослiджень. 
 
 



ЧАСТИНА II 
 
 

 БАГАТОВИМIРНИЙ СТАТИСТИЧНИЙ АНАЛIЗ 
МЕТЕОРОЛОГIЧНИХ ПРОЦЕСIВ I ПОЛIВ 

 
 

1. Деякi загальнi положення 
 
 

Багатовимiрний статистичний аналiз,  як комплекс  
iмовiрно-статистичних методiв,  знаходить  широке 
використання в задачах дослiдження статистичної структури 
метеорологiчних полiв, побудовi статистичних моделей 
метеорологiчних прогнозiв. Пiд метеорологiчним полем ми 
будемо розумiти сукупнiсть значень  метеорологiчної величини 
на упорядкованiй множинi точок трьохвимiрного простору у 
фiксований момент часу. Якщо, при цьому, фiксується одна iз 
координат, то поле називають двовимiрним.  Прикладом такого 
поля може бути поле геопотенцiальних висот фiксованої 
iзобаричної  поверхнi,  поле  температури, поле зональної  чи 
меридіональної компоненти швидкостi вiтру на фiксованiй 
висотi тощо. 

Однiєї  з головних задач метеорологiчного 
обслуговування галузей народного господарства є розробка 
прогнозiв метеорологiчних величин. Прогноз - це імовірнісне 
висловлювання про стан процесу,  що передбачається у 
визначеним наступний момент часу. Процес складання прогнозу 
називають прогнозуванням.  Але для того,  щоб здiйснити 
прогнозування, необхiдно розробити методи прогнозу.  Основою 
для цього є аналiз процесiв, якi пiдлягають дослiдженню. 

Аналiз складається з трьох  етапiв:  ретроспекцiї,  дiагнозу  
i проспекцiї. Розглянемо змiст кожного з цих етапiв. 
Ретроспекцiєю називають вивчення iнформацiї про стан процесу  
в минулому. Це  дає  можливiсть  отримати систему факторiв,  
що чинять вплив на розвиток процесу,  провести вибiр 



оптимального їх складу i визначити вид моделi, адекватно 
вiдбиваючої динамiку процесу. 

На станi дiагнозу здiйснюють формування з  урахуванням  
ретроспективної iнформацiї параметрiв вибраної моделi. 

Проспекцiєю називають проведення чисельних 
експериментiв з  розробленою моделлю  з  метою  визначення 
вiрогiдностi прогнозiв,  якi розробляються на основi моделi, а 
також для удосконалення моделi. Якщо йдеться  про статистичнi 
моделi,  то вхiдною iнформацiєю є статистичнi сукупностi 
метеорологiчних величин,  якi вiдiграють роль впливаючих 
факторiв.  В  деяких  випадках у ролi впливаючих факторiв 
виступають характеристики тих чи iнших  метеорологiчних 
полiв, якi враховуються при побудовi  прогностичної  моделi.  
Оцiнки параметрiв статистичної моделi метеорологiчного 
прогнозу знаходяться за допомогою тих  чи  iнших  методiв 
багатовимiрного статистичного аналiзу на основi цiєї 
iнформацiї. 

Методи багатовимiрного  статистичного аналiзу 
базуються на визначних аксiомах i теоремах лiнiйної алгебри i  
теорiї  iмовiрностей. Всi математичнi об'єкти будемо розглядати 
та визначати у багатовимiрному просторi.  Арифметичним 
простором називають множину всiляких n  - вимiрних систем 
упорядкованих дiйсних чисел  ),...,,( 21 naaa . Сама ця 
система чисел називається точкою n  -  вимiрного 
арифметичного простору ),...,,( 21 naaaA .  Якщо визначити 

початок координат у точцi )0,...,0,0(O  , то точка A може 

ототожнюватися з n  - вимiрним вектором ),...,,( 21 naaaA . 
Числа, що  розташовуються в дужках у цьому випадку мають, 

сенс координат вектора  A. 
Велике значення  у практичних застосуваннях має 

метричний арифметичний простiр.  Метричним арифметичним 
простором називають  такий простiр, де будь-яким двом точкам 
цього простору A i B  ставиться у вiдповiднiсть дiйсне число 

),( BAρ , яке задовольняє таким вимогам: 



     1) 0),( ≥BAρ ; при BA =  0),( =BAρ         
(властивiсть невiд'ємностi); 
     2)    ),(),( ABBA ρρ =    (властивiсть симетричностi); 
     3) Для будь-яких трьох точок цього простору CBA ,,  
         ),(),(),( CBCABA ρρρ +≤   (властивiсть трикут- 

ника). 
Метричний арифметичний n  - вимiрний простiр називають 

евклiдовим nR , якщо для точок ),...,,( 21 naaaA  i 

),...,,( 21 nbbbB  метрикою ),( BAρ  є евклiдова вiдстань, 
що визначається формулою 
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Цю метрику називають нормою вектора AB . Властивостi 
метрики ),( BAρ , що перелiченi вище, носять назву 
аксiоматики  метричного простору. Для евклiдового простору 
може бути визначеним скалярний добуток двох векторiв 
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Розглянемо вектор iX  з координатами 
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i вектор kX   з координатами 
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В метеорологiчних дослiдженнях є всi пiдстави розглядати 
вектори iX  i kX  як поля метеорологiчних величин. Дiйсно, 
оскiльки поле метеорологiчної величини визначається 
сукупнiстю її значень на мережi метеорологiчних станцiй  (або  
на  множинi вузлiв регулярної сiтки точок), а положення кожної 
метеорологiчної станцiї (вузла) добре вiдоме, то якщо 
розташувати значення метеорологiчної величини вiдповiдно 
визначеному порядку нумерації метеорологiчних станцiй (або  
вузлiв), то отримаємо  упорядковану  систему  дiйсних чисел.  
Вони i складають вектор n  - вимiрного евклiдового простору. 

Як вiдомо,  значення  метеорологiчної величини мають 
випадковий характер. Цей факт докладно обгрунтовувався вище. 
Тому поля метеорологiчних величин будемо у подальшому 
розглядати як випадковi вектори n  - вимiрного евклiдового 
простору. Доречi, випадковий вектор може вiдбивати не  тiльки  



метеорологiчне поле,  а й вертикальний профiль метеорологiчної 
величини,  яка визначена на множинi послiдовних  висот, або 
сукупнiсть впливаючих факторiв (предiкторiв), що вiдбивають 
стан того чи iншого метеорологiчного процесу. 

Метеорологiчне поле вiдноситься до визначного моменту 
часу. Інформацiю про множину метеорологiчних полiв (або 
вертикальних  профiлiв чи  векторiв-предiкторiв) можна 
розглядати як вiдповiдну множину iз m  випадкових n  - 
вимiрних векторiв, або, якщо розташувати цю часову 
послiдовнiсть  векторiв один за одним,  то як матрицю порядку 

mn×  такого виду: 
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Індекси елементiв ijx  ),1;,1( mjni ==  матрицi X  
визначають, вiдповiдно, номер метеорологiчної станцiї (або 
вузли  сiтки)  i  час,  до якого вiдноситься j  - те поле. Отже, 
стовпцi матрицi X  - це iндивiдуальнi поля метеорологiчної 
величини, а рядки - статистичнi сукупностi метеорологiчної  
величини на кожнiй i  - тiй станцiї.  Як вже вiдзначалося,  
елемент ijx   може мати смисл значення метеорологiчної 



величини на i  - тiй висотi або i  - того впливаючого фактора 

),1( ni =  у j  - тий момент часу ),1( mj = . 
Оскiльки ми  маємо статистичнi сукупностi метеорологiчної 
величини для кожної метеорологiчної станцiї,  то можна  
розрахувати  для кожної i  - тої станцiї середнє значення цiєї 
величини за формулою 
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Таким чином, ми отримаємо вектор середнiх значень 
метеорологiчної величини: 
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який має смисл середнього поля чи середнього  вертикального  
профілю метеорологiчної величини в залежностi вiд задачi, що 
розглядається. 
Звичайно, кожний рядок матрицi X  також можна розглядати як 
вектор m  - вимiрного евклiдового простору. Наприклад, 
 



 
)......( 21 imijiii xxxxX =                                            (1.7) 

 
 

Вiднiмемо вiд кожної координати цього вектора середнє 
значення. Цю операцiю називають операцiєю центрирування. 
Будемо мати вектор 
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де 
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Очевидно, квадрат норми вектора (1.8) є 
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Звiдси випливає, що 
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Таким чином дисперсiю метеорологiчної величини в i  - тiй 
точцi поля можна трактувати як зменшений в m  - разiв квадрат 
норми вектора (1.8). Тодi  середнiй квадратичний вiдхил 
метеорологiчної величини в i  - тiй точцi (на i  - тiй 
метеорологiчнiй станцiї) є 
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Знайдемо скалярний добуток векторiв iX∆  i kX∆ . Будемо 
мати 
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(iндексом '  будемо позначати операцiю транспонування матриць 
чи векторiв). 

Видно, що 
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є коварiацiєю  мiж метеорологiчною величиною в точках i  та k  
метеорологiчного поля. 

Очевидно, з урахуванням рiвностей (1.12) i (1.14) маємо: 
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Отже, корреляцiя,  що визначає мiру лiнiйного корреляцiйного 
зв'язку мiж метеорологiчною величиною в точках i  та k  поля, є 
нормованим скалярним добутком векторiв iX∆  й kX∆  .  Тому 
корреляцiю й називають iнколи нормованим коварiацiйним 
моментом.  З iншого боку, за визначенням скалярного добутку 
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Звiдси 
 
 

ik
ki

k r
XX
XX

ii XXi ==
∆∆

∆∆
∆∆ )cos( ,

/\'

  ,            (1.17) 

 
 
 
тобто корреляцiю можна трактувати як косинус кута мiж 
векторами  iX∆  та kX∆ . 



Як вiдомо, коли величина iX  й kX  некоррельованi, то 

0=ikr . Але у цьому разi, як випливає з формул (1.15) i (1.17), 

вектори iX∆  i kX∆  є ортогональними. Отже поняття 
ортогональностi та некоррельованостi є однозначними, коли 
йдеться про випадковi величини. 

Визначимо ще  один  цiкавий факт.  В лiнiйнiй алгебрi 
обгрунтовується так званна нерiвнiсть Кошi-Буняковського 
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Для векторiв iX∆  i kX∆  , що розглядаються, вона має вигляд 
 
 

kiki XXXX ∆∆≤∆∆  , 
 
 
або з урахуванням формул (1.12) i (1.14) 
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Роздiливши обидвi частини рiвностi (1.19) на її праву частину, 
прийдемо до висновку, що 
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або 
 
 

11 ≤≤− ijr                                                                  (1.21) 
 
 
Ця властивiсть коефiцiєнта корреляцiї,  яка в роздiлi 
"корреляцiйний зв'язок гiдрометеорологiчних величин" 
декларувалась,  тепер отримала обгрунтування. 

Наведенi вище спiввiдношення доконливо iлюструють  те  
що,  багатовимiрний статистичний аналiз спирається, як 
визначилося вище, з одного боку  на  теореми i аксiоми лiнiйної 
алгебри,  а з другого – на положення теорiї iмовiрностi та 
математичної статистики. 
 



2. КОРРЕЛЯЦIЙНИЙ АНАЛIЗ МЕТЕОРОЛОГIЧНИХ 
ОБ'ЄКТIВ 

 
 

2.1  Матрицi коварiацiй i корреляцiй. 
 
 

Розв'язок чисельних задач сучасної метеорологiї потребує  
знань про статистичну структуру метеорологiчних полiв,  таких 
як,  наприклад, поля опадiв, температури, тиску та вологостi 
повiтря, швидкостi вiтру тощо. Сукупнiсть m  метеорологiчних 
полiв, що вiдносяться до визначених термiнiв спостереження, 
можна, як вiдзначалося вище, зображати матрицею порядку 

mn×  вигляду 
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      (2.1.1) 

 
 
Таким же  чином  можна скласти iнформацiю,  наприклад,  про 
m  вертикальних профiлiв метеорологiчної величини,  що  
вимiрюється  на n  рiвнях атмосфери, або про множину m  
векторiв-предiкторiв у випадку, коли вирiшується проблема 
побудови статистичної моделi метеорологiчного прогнозу.  
Можна навести приклади й iнших задач.  Щоб не перелiчувати 
кожний раз цi задачi, будемо у подальшому iнколи iменувати 



поля, вертикальнi профiлi метеорологiчних величин, вектори-
предiктори й т.п. метеорологiчними об'єктами. 

Матриця (2.1.1) утримує великий об'єм iнформацiї. Її 
стовпцi є вiдповiдними метеорологiчними об'єктами. У матриці 
(2.1.1) концентрується iнформацiя про m  таких об'єктiв.  Рядки 
матрицi являють собою, як вже зазначалося, часовi ряди 
вiдповiдної метеорологiчної величини. 

Таке матричне  зображення метеорологiчних об'єктiв є 
дуже рацiональним, оскiльки дає можливiсть побудувати простi 
алгоритми дослiдження їх статистичної структури. 

Найбiльш важлива iнформацiя про статистичну структуру  
метеорологiчних об'єктiв мiститься у матрицi коварiацiй. 
Алгоритм побудови цiєї матрицi складається з декiлькох етапiв. 
Знайдемо,  насамперед, вектор середнiх значень 
метеорологiчних величин 
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Пiдкреслимо ще  раз,  що  коли йдеться про поля 

метеорологiчних величин, то вектор (2.1.2) є середнє поле 
метеорологiчної  величини. У випадку дослiдження вертикальної 



статистичної структури метеорологiчної величини, вектор (2.1.2) 
має смисл її середнього вертикального профiлю. 

На основi матрицi (2.1.1) i вектора (2.1.2) визначимо 
вiдповiдну матрицю центрованих елементiв. Для цього вiд 
кожного елемента кожного рядка матрицi (2.1.1) вiднiмемо 
вiдповiдне середнє значення. Будемо мати 
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де 
 

iijij xxx −=∆                                                            (2.1.5) 
 
Операцiя, що проведена над матрицею (2.1.1),  називається, як 
зазначалось вище,  операцiєю центрирування.  Тодi матриця  
коварiацiй  XK  визначається таким матричним рiвнянням: 
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Покажемо справедливiсть  цього твердження.  Для цього 
вiзьмемо бiльш просту матрицю порядку 
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Для такої матрицi рiвнiсть (2.1.6) в координатнiй формi має вид 
 

=

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∆∆

∆∆

∆∆
∆∆

×

×⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∆∆∆∆

∆∆∆∆

−

mm

jj

mj

mj
X

xx

xx

xx
xx

xxxx

xxxx

m
K

21

21

2212

2111

222221

111211

.............

.............

......

......

1
1

                                    

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

=
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∆
−

∆∆
−

∆∆
−

∆
−=

∑

∑

∑

∑

=

=

=

=

2
221

12
2
1

1

2

1
2

1
1

1

2

2

1

2

1

1
1
1

1

1
1

1
1

σ
σ
K

K

x
m

xx
m

xx
m

x
m

m

j

m

j
j

m

j
j

m

j

j

j

j

j

(2.1.7) 



 
Узагальнюючи проведенi обчислювання, будемо мати: 
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Елементи матрицi (2.1.8) розраховуються по формулах: 
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Отже, як випливає з формули (2.1.9) i (2.1.10), на головнiй 
дiагоналi матрицi  (2.1.8) розташовуються дисперсiї 
метеорологiчної величини. Порядковий номер дисперсiї на 
дiагоналi вiдповiдає номеру метеорологiчної станцiї,  якщо  
йдеться  про метеорологiчнi поля,  номеру стандартної висоти,  
якщо йдеться про вертикальнi профiлi метеорологiчних величин, 
або номеру предiктора, якщо дослiджується статистичнi 



особливостi системи предiкторiв при побудовi моделi прогнозу. 
Іншi елементи матрицi (2.1.8) - вiдповiднi коварiацiї. 

Матриця коварiацiй має такi властивостi: 
     - її елементи є дiйсними числами; 
     - вона є симетричною; 
     - матриця коварiацiй є додатньо визначеною. 
З останньої властивості випливає, що 0>XK ; 

(Прямими дужками позначається визначник).  Доречi, матриця 
коварiацiй, поряд з вектором математичних сподiвань Xm , 
вiдiграє роль параметра щiльностi iмовiрностей багатовимiрного 
нормального розподiлу 
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Маючи матрицю коварiацiй, можна легко сформувати 
дiагональну матрицю σ  середнiх квадратичних вiдхилiв. Вона 
має вид: 
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Обернена матриця вiд дiагональної матрицi знаходиться дуже 
просто 
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Якщо помножити лiворуч та праворуч матрицю коварiацiй 

XK  на матрицю (2.1.13), то будемо мати матрицю корреляцiй 

XR  
 
 

11 −−= σσ XX KR                                                   (2.1.14) 
 
 
 
Покажемо це на матрицях другого порядку: 
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Узагальнюючи цей результат на матрицi порядку n , отримаємо 
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Матриця корреляцiй  має  властивостi,  аналогiчнi  
властивостям матрицi коварiацiй,  тобто вона дiйсна, симетрична 
i додатньо визначена. 

Матрицi коварiацiй i  корреляцiй  утримують важливу 
iнформацiю про особливостi статистичної структури 
метеорологiчних об'єктiв. Якщо, наприклад, йдеться про 
метеорологiчнi поля, то поряд з полем середнiх значень, яке 
характеризує вектор (2.1.2), можна побудувати за допомогою 
матрицi  коварiацiй поле дисперсiй метеорологiчної величини, 
або середнiх квадратичних вiдхилiв.  У матрицi  корреляцiй  
мiститься iнформацiя про структуру n  полiв корреляцiй.  
Дiйсно, елемент цiєї матрицi ijr  характеризує лiнiйний 

корреляцiйний зв'язок мiж метеорологiчною величиною на i  - 
тiй та j  - тiй станцiях. Іншi елементи матрицi корреляцiй 
характеризують аналогiчнi корреляцiйнi зв'язки з iншими 
метеорологiчними станцiями,  тобто рядок чи вiдповiдний 
стовпець матрицi XR  складає поле корреляцiй. Полюсом цього 
поля буде та i  - та метеорологiчна станцiя, елемент 
корреляцiйної матрицi для якої розташовується на перетину i  -
того рядку i j  - того стовпця матрицi. Очевидно, вiн дорiвнює 
одиницi. На картi вiдповiдного масштабу проводять 
iзокорреляти - лiнiї,  що з'єднують точки з однаковими  
значеннями  корреляцiй.  Система iзокоррелят дає змогу 
проаналiзувати характер поля корреляцiй.  У якостi прикладу на  
рис.2.1 i  2.2.  наводяться поля корреляцiй мiсячних кiлькостей 
опадiв у груднi для полюсiв корреляцiй у  Днiпропетровську  i  
Чернiговi.  До аналiзу цих полiв ми ще повернемося пiзнiше. 
 
 

2.2. Однорідність та iзотропнiсть метеорологiчних полiв 
 
 

Властивостi однорiдностi та iзотропностi випадкових 
полiв є дуже важливими.  Якщо цi властивостi притаманнi 
метеорологiчним полям, то дуже  спрощуються процедури їх 



статистичного аналiзу. Насамперед, сформулюємо загальне 
означення однорiдностi та iзотропностi випадкових полiв. 

Випадкове поле )(ρX  визначене на множинi 
nRД ⊂ , називається однорiдним, якщо: 

     1) коли   Д∈1ρ ; Д∈2ρ , то Д∈+ 12 ρρ ; 

     2) [ ] constXM =)(ρ ; 

     3)  [ ])()( 21 ρρ XXM  залежить тiльки вiд  21 ρρ −=l   
(якi ранiше, лiтера  M   визначає  операцiю  математичного 
сподiвання). Частiше за все, використовуються випадковi поля, 

для яких Д  - група цiлочислових точок у nR  i  nRД = . 

Однорiдне випадкове поле )(ρX , визначене на mR , 
називається iзотропним, якщо його коварiацiйна матрична 

функцiя )(lK  залежить тiльки вiд норми l  вектора в mR  (m  
позначає кiлькiсть точок, у яких визначається поле). 

З цих означень випливає, що у однорiдних полiв 

constxi = ; consti =2σ , ni ,1=∀ , а ijK  залежить 

тiльки вiд вiдстанi мiж i -того та j  - тою точками поля. 
Властивiсть iзотропностi потребує ще й незалежностi 
просторової  корреляцiйної функцiї вiд напрямкiв полiв 
корреляцiї. 

Метеорологiчнi поля, як правило, не мають властивостей 
однорiдностi й iзотропностi.  Завдяки тому,  що їх структура  
залежить  вiд циркуляцiйних факторiв i мiсцевих умов,  якi 
суттєво розрiзнюються в рiзних районах територiї,  яку охоплює 
метеорологiчне поле, середнi значення й дисперсiї  
метеорологiчних величин в рiзних точках полiв мають рiзнi 
значення. До такого висновку приходять, навiть враховуючи 
точнiсть статистичних оцiнок зазначених вище параметрiв.  Але 
досить часто можна використати просте  лiнiйне  перетворення  
вихiдних випадкових величин i перейти до iнших, випадкових 



величин ijϕ , для яких вимоги властивостей однорідності  й  
iзотропностi  виконуються, точнiше майже виконуються. Поля 
таких випадкових величин називають квазiоднорiдними i 
квазiiзотропними.  Зазначене лiнiйне перетворення має такий 
вигляд: 
 
 

ijiiij xx ϕ+= σ                                                         (2.2.1) 
 
 
Очевидно, величини ijϕ  є центрованими i нормованими, тобто 
 
 

i

iij
ij

xx
σ
−

=ϕ                                                             (2.2.2) 

 
 
Легко бачити, що , по-перше, 
 
 

0=ϕij , ∀  ni ,1=                                                   (2.2.3) 
 
 
i, по-друге, матриця  }{ ijϕ=ϕ   перетворюється з матрицi 

X∆ , що визначається рівністю (2.1.4), за допомогою матричної 
рiвностi 
 
 

X∆=ϕ −1σ                                                                (2.2.4) 
 
 



Але тодi матрицею коварiацiй випадкових величин ijϕ  є 
матриця корреляцiй вихiдних випадкових величин. Дiйсно, як 
зазначалося у попередньому роздiлi, 
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Пiдставимо до матричної рiвностi вираз (2.2.4), будемо 
мати: 
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                                   (2.2.6) 
 
 

Звiдси виходить, що  ni ,112 =∀=ϕσ , а полями коварiацiй 
для випадкових величин ϕ є поля корреляцiй вихiдних 
випадкових величин X .  Тепер,  щоб зробити висновок про 
однорiднiсть i  iзотропнiсть полiв ϕ,  досить впевнитись у тому, 
що поля корреляцiй, якi мiстяться у матрицi (2.1.15), для всiх 
полюсiв корреляцiї мають подiбний вигляд i  визначаються 



системою майже концентричних iзокоррелят. До таких 
висновкiв можливо в багатьох випадках прийти, ураховуючи 
наявнiсть довiрчих iнтервалiв для корреляцiй.  На рис.2.1, 2.2, де 
наводяться поля корреляцiй мiсячних кiлькостей опадiв на  
територiї  України у груднi,  видно,  що поля корреляцiй в 
обидвох випадках мають подiбний вид.  Отже, оскiльки для 
центрованих i нормованих на середнiй квадратичний вiдхил 
мiсячних кiлькостей опадiв, якi визначаються рівністю (2.2.2),  
середні значення дорiвнюють нулю,  а  дисперсiї - одиницi для  
всiх  точок  поля, а поля коварiацiй не змiнюються при 
змiнюваннi полюса корреляцiй,  то поля цих  метеорологiчних  
величин можна вважати квазiоднiродними. 

Зробимо тепер перерiзи  полiв  корреляцiй  у  рiзних  
напрямках (рис.2.1 i  2.2).  Це приведе до отримання 
просторових корреляцiйних функцiй. Для зазначених напрямкiв 
перерiзу корреляцiйнi функцiї мiстяться в табл.2.1. 

Як видно,  всi корреляцiйнi функцiї розташовуються у  
достатньо вузькiй смузi,  що дає пiдставу вважати, що структура 
полiв корреляцiй не залежить вiд напрямку.  Таким чином,  
нормованi й  центрованi поля мiсячних  опадiв  у груднi є не 
тiльки квазiоднорiдними,  але й квазiiзотропними. Їх 
статистична  структура  буде  характеризуватися просторiвою 
корреляцiйною  функцiєю,  яка знаходиться шляхом 
осереднення корреляцiйних функцiй для декiлькох перерiзiв.  У 
випадку,  що наводиться в табл.2.1,  осереднена корреляцiйна 
функцiя мiститься на рис.2.3. Iз рис.2.3 випливає,  що з 
достатньою точнiстю її можна апроксимувати спiввiдношенням 
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1)(
l
llr −=  ,                                                            (2.2.7) 

 
 
де 0l  =  16  одиниць масштабу,  а l  - поточне значення одиниць 
масштабу. 



Оскiльки ця  корреляцiйна  функцiя  визначається  на  
iнтервалi 00 ll << ,  то,  як зазначалося в роздiлi 6.3.3.2,  їй  
вiдповiдає спектральна щiльнiсть 
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Графiк цiєї  спектральної  щiльностi  зображається  на 
рис.2.4. Видно, що енергетичний спектр мiсячної кiлькостi 
опадiв в груднi  на територiї України є вузькосмуговим.  Це 
означає,  що основнi особливостi полiв опадiв формуються пiд 
впливом процесiв великого  масштабу. Це вiдповiдає дiйсностi,  
оскiльки, як вiдомо, основний внесок в опади вносить 
циклонiчна дiяльнiсть. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 



 Таблиця 2.1 - Просторовi корреляцiйнi функцiї мiсячних 
кiлькостей опадiв у груднi. 

 
 

Номери одиниць масштабу )(l  просторових 
корреляційних функцій 

П
ол
ю
си

 

Номе-
ри 
нап-
рямків 
пере-
тинів 
полів 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 

1 0,95 0,92 0,82 0,68 0,65 0,62 0,59 0,54 0,48

2 0,93 0,87 0,84 0,82 0,79 0,74 0,65 0,55 0,48

Че
рн
іг
ів

 

3 0,94 0,89 0,81 0,77 0,73 0,65 0,64 0,51 0,43

4 0,89 0,78 0,69 0,64 0,58 0,55 0,52 0,43 0,32

5 0,87 0,78 0,68 0,60 0,48 0,44 0,40 0,38 0,36

Д
ні
пр
оп
ет
ро
вс
ьк

 

6 0,93 0,89 0,87 0,85 0,83 0,81 0,75 069 0,61

 )(lr  0,92 0,86 0,79 0,73 0,68 0,64 0,59 0,52 0,45

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Продовження табл. 2.1 
 
 

Номери одиниць масштабу 
)(l  просторових 

корреляційних функцій 

П
ол
ю
си

 

Номери 
напрямків 
перетинів 
полів 

10 11 12 13 

1 0,44 0,40   

2 0,40 0,36 0,33 0,28 

Че
рн
іг
ів

 

3 0,35 0,27 0,20  

4 0,23    

5 0,34 0,33 0,31 0,27 

Д
ні
пр
оп
ет
ро
вс
ьк

 

6 0,5    

 )(lr  0,38 0,34 0,28 0,27 

 
 
 

2.3  Статистична iнтерполяцiя метеорологiчних полiв. 
 
 

2.3.1 Поняття про iнтерполяцiю й екстраполяцiю. 
 

Iнтерполяцiєю називається визначення функцiї )( 0xf  в 

точцi 0x  при умовi, що є вiдомими значення хоча б в однiй з 

точок вiдрiзка 1xx ≤  i хоча б в однiй з точок вiдрiзка 2xx ≥ . 



Точка 0x  розташовується мiж точками 1x  i 2x , тобто 

201 xxx << . 
 Екстраполяцiєю називається  визначення  функцiї в точцi 

0x , якщо є відомим хоча б одне iз значень цiєї функцiї в точцi  

1xx ≤ , або в точцi 2xx ≥ .  У першому випадку 10 xx > ,  у 

другому -  20 xx < . 
Визначення залишаються  незмiнними i у тому разi,  коли 

йдеться про функцiю )(ρf , де  ),,,( tzyxρρ = . 
Інтерполяцiя i екстрополяцiя використовується в багатьох 

метеорологiчних задачах. Охарактеризуємо деякi з них. 
     1. Прогноз метеорологiчної величини є не що iнше,  як 
екстраполяцiя цiєї величини на визначний момент часу. 
     2. Для того,  щоб реалiзувати чисельнi методи прогнозу 
метеорологiчного поля, треба знати значення метеорологiчної 
величини в вузлах деякої регулярної сiтки точок.  Вiдомими ж є 
значення цiєї величини на мережi метеорологiчних станцiй, якi 
розташовуються на рiзних вiдстанях одна вiд одної. Отже,  треба 
вирiшити задачу iнтерполяцiї метеорологiчної величини iз 
мережi метеорологiчних станцiй на  вузли регулярної сiтки 
точок. 
     3. На основi дослiдження точностi iнтерполяцiї в 
горизонтальному напрямку  вирiшується  задача  оптимiзацiї 
мережi метеорологiчних станцiй. 
     4. За допомогою iнтерполяцiї за часом вирiшується задача 
визначення оптимальних термiнiв метеорологiчних 
спостережень. 
     5. Бувають  випадки,  коли  при критичному контролi 
результатiв метеорологiчних спостережень на деякiй 
метеорологiчнiй станцiї виникають сумнiви  вiдносно значення 
того чи iншого параметра атмосфери. За допомогою iнтерполяцiї 
цiєї метеорологiчної величини з iнших  метеорологiчних станцiй  
в точку розташування цiєї станцiї проводиться контроль 
сумнiвного значення метеорологiчної величини. 



За способом  реалiзацiї методи iнтерполяцiї i екстраполяцiї 
подiляють на три вида:  динамiчну, статистичну та формальну. 
Динамiчна базується на  рiвняннях  гiдродинамiки атмосфери;  
статистична основується на закономiрностях,  якi  отримуються  
шляхом  статистичного аналiзу масового матерiалу; формальна - 
являє собою апроксимацiю метеорологiчного поля за допомогою  
тiєї  чи  iншої  системи  функцiй. Прикладом формальної  
iнтерполяцiї  є  апроксимацiя метеорологiчного поля ),( yxf  
полiномом 
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                                                      (2.31) 
 

Полiном (2.3.1) дає прийнятну точнiсть апроксимацiї 
гладких полiв, таких як,  наприклад, поля осереднених за досить 
великий промiжок часу значень температури,  атмосферного 
тиску, складових вектора вiтру на визначеному рiвнi атмосфери.  
Досить часто для апроксимацiї метеорологiчних полiв 
використовується їх розклад по базiсних  полiномах 
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У якостi полiномiв )(xPm  i )(yPn  виступають ортогональнi 
полiноми Чебишева, Ермiта, Лежандра, Лаггера, експоненцiальнi 
полiноми тощо. 

Нехай маємо значення метеорологiчної величини у точках, 
що визначаються радiусами – векторами iρ  

)();...;();();( 321 nffff ρρρρ . Ставиться задача 



проiнтерполювати значення функцiї  в  точку  0ρ . Позначимо 

його через )(ˆ
0ρf . Екстрапольоване значення функцiї, 

очевидно, можна записати таким чином: 
 
 

)](),...,(),([)(ˆ
210 nfffFf ρρρρ =           (2.3.3) 

 
 

Вигляд функцiоналу F  залежить вiд метода iнтерполяцiї i 
положення точки 0ρ  вiдносно точок nρρρ ,..., 21 . 

Позначивши  точне значення функцiї через )( 0ρf , отримаємо 
похибку iнтерполяцiї  
 
 

)()(ˆ)(ˆ
000 ρρρδ fff −=                                  (2.3.4) 

 
 
Виникає питання,  вiд чого залежить ця похибка?  Справа у 
тому, що в дiйсностi ми маємо дiло не з функцiями )( if ρ , а з 

функцiями )(~
if ρ , якi утримують похибку вимiрювання  

)( if ρδ , тобто 
 
 

)()()(~
itii ff ρδρρ +=                                     (2.3.5) 

 
 
Таким чином, 
 
 

)](~),...,(~),(~[)(ˆ
210 nfffFf ρρρρ =           (2.3.6) 



 
 
Ясно, що вiд )( if ρδ  будуть залежати й результати 
iнтерполяцiї. 

Часто в метеорологiчних задачах використовують у якостi 
функцiоналу F  лiнiйну форму, тобто 
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Інтерполяцiя, що проводиться за допомогою рiвностi 
(2.3.7), називається лiнiйною iнтерполяцiєю.  Коефiцiєнти ia  є 
ваговими множниками (вагами). 
 
 

2.3.2  Точнiсть iнтерполяцiї. 
 
 

Як зазначалося  у  попередньому   роздiлi,   при   
iнтерполяцiї будь-якої метеорологiчної величини виникає 
похибка, яка визначається рiвністю (2.3.4).  Мiрою цiєї похибки  
будемо  вважати  її  середнiй квадрат 
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де риска зверху позначає операцiю осереднення. 

Покажемо, що  у  випадку лiнiйної iнтерполяцiї середнiй 
квадрат похибки iнтерполяцiї  визначається   характеристиками   
статистичної структури поля метеорологiчної величини, яке 
iнтерполюється, а також похибки вимiрювань.  Для цього 



пiдставимо в формулу  (2.3.8)  вирази (2.3.4) i (2.3.7). Будемо 
мати 
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Функцiї, що  мiстяться  в виразi (2.3.9),  можна записати 

таким чином: 
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iii fff ρρρ ′+=                                   (2.3.10) 

 
 

)()()( 000 ρρρ fff ′+=                                 (2.3.11) 
 
де штрихами позначаються пульсацiї  функцiй. З урахуванням  
цього, формула (2.3.9) перетворюється, тобто 
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Праву частину  рiвностi  (2.3.12) пiднесемо до другого 
степеня. Отримаємо: 
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Проаналiзуємо праву  частину  виразу  (2.3.13)   
використовуючи властивостi оператора осереднення. Очевидно 
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(2.3.14) 
 
 
 
є квадратом середньої похибки iнтерполяцiї. 
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оскільки 
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Позначимо 
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Тодi маємо 
 
 

222 )ˆ(δ+′= EE                                                   (2.3.16) 
 
 



Розглянемо смисл складової 2E′ . Для цього у рiвностi (2.3.15) 
врахуємо, що 
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Отже   
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Якщо пiднести  до  другого  степеня  праву   частину   
рiвняння (2.3.17), то отримаємо: 
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                                                      (2.3.18) 
або, оскiльки 
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Як вiдомо, виконуються такi умови: 
     - похибки вимiрювань не коррелюються з величиною, що 

вимiрюється. Тому njiK jif ,0,;0),( =∀=ρρδ ; 
     - похибки вимiрювань в рiзних точках поля не коррелюють 
мiж собою, тобто 
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З урахуванням зазначених умов рiвняння (2.3.20) спрощується i 
має вид 
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Отже, рiвностi (2.3.16) i (2.3.21) свiдчать про те, що 

середнiй квадрат похибки iнтерполяцiї 2E  складається з  
квадрата  середньої похибки iнтерполяцiї, а також величини 

2E′ , яка у повнiй мiрi визначається характеристиками 
статистичної структури поля, яке iнтерполюється, i  дисперсiєю 
похибки вимiрювань метеорологiчної величини в точках поля. 
 
 

2.3.3  Оптимальна iнтерполяцiя. 
 
 

Оперуючи з лiнiйною моделлю (2.3.7) ми прийняли 
припущення, що коефiцiєнти ia  є  знанними  величинами.  Але 
в дiйсностi цi коефiцiєнти підлягають визначенню на основi  
iнформацiї  про  статистичну структуру полiв. Ясно, що метод 
визначення цих коефiцiєнтiв повинен бути таким, що б вiн давав 
змогу знайти найкращi у певному смислi значення коефiцiєнтiв. 
Таким чином, ця задача є задачою оптимiзацiї моделi (2.3.7). 
Щоб вирiшити таку оптимiзацiйну задачу, треба, по-перше, 
визначити критерiй якостi. 

Природно вважати, що таким критерiєм є мiнiмум 

середнього квадрату похибки iнтерполяцiї 2E .  Отже,  задача 

полягає у тому, щоб знайти такi коефiцiєнти ),1( niai = , якi б 



приводили до мiнiмуму середнього квадрата  iнтерполяцiї.  З  
врахуванням  рiвностi  (2.3.16) сформульована умова має такий 
вид 
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Застосовуючи зазначену операцiю диференціювання до рiвняння 
(2.3.21), маємо 
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або 
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Оскiльки характеристики корреляцiйної структури 
метеорологiчних полiв i  статистичнi характеристики похибок 
вимiрювань вiдомi (принципи дослiджень корреляцiйного 
аналiзу метеорологiчних полiв розглядалися в попереднiх 
роздiлах) можна позначити 
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i тодi маємо систему лiнiйних алгебраїчних рiвнянь 
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вiдносно шуканих коефiцiєнтi ja  лiнiйної  iнтерполяцiйної  
моделi (2.3.7). Систему рiвнянь (3.2.26) можна записати в 
матричнiй формi 
 
 

0KKA =                                                                    (2.3.27) 
 
якщо позначити 
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Якщо 0≠K , то розв'язок системи (3.2.27) буде мати вид 
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При вирiшеннi задачi оптимальної iнтерполяцiї виникає 
ряд труднощiв. Якщо дисперсiї похибок вимiрювання,  взагалi 
кажучи,  вiдомi, то коварiацiйнi моменти треба розраховувати на 
основi множини  полiв метеорологiчної величини, що визначена 
в n  точках поля. Для цього, по-перше, треба строго закрiпити 
положення точок iρ  i jρ .  В дiйсностi при  iнтерполяцiї 

функцiї f  в точку 0ρ  визначається деяка кiлькiсть впливаючих 
точок.  Але заздалегiдь невiдомо, чи буде значення функцiї 

)(ρf  у цих точках знаним на час виконання iнтерполяцiї. 
Добре вiдомо,  що в метеорологiчнiй iнформацiї бувають 
прогалини. Дуже  рiдкою є  метеорологiчна мережа на 



океанiчних просторах i дуже часто набуває потреба  
використовувати  корабельну  iнформацiю. Але положення 
корабля наперед визначити неможливо. 

Задача значно спрощується для однорiдних та  iзотропних  
полiв. 

Для них, як вiдомо,  constf =  ; constf =
2σ , а               

)(),( ifjifjif dKKK =−= ρρρρ , де  id - вiдстанi 

мiж точками поля. У бiльшостi випадкiв метеорологiчнi поля не 
мають властивостей однорідності та iзотропностi.  Проте часто є 
можливiсть вирiшити  задачу оптимальної iнтерполяцiї за 
допомогою модифiкованих полiв, якi зазначеними властивостям 
пiдлягають. 

Розглянемо функцiї: 
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Оскiльки в чисельниках цих рiвностей розташовуються 
пульсацiї  функцiй, тобто вiдхилення їх вiд середнього значення, 
то 
 
 

 ,0=ϕi  ∀  ,,0 ni =   ,12 =ϕi
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),(),( jifji rK ρρρρ =ϕ  - коварiацiйна функцiя. З 
достатнього для практики точністю можна припустити, що 

)(),( ifjif drr =ρρ , тобто, що поля функцiї )( iρϕ - 
однорідні i iзотропнi.  Приклад такої корреляцiйної функцiї 
наводиться у попередньому роздiлi. 
Якщо 
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то з урахуванням рiвностей (2.3.32) i (2.3.33) маємо 
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де 
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Вирiшуючи задачу оптимальної iнтерполяцiї для функцiї 

)( iρϕ ,  що  дає можливiсть без  перелiчених вище труднощiв 

знайти коефiцiєнти інтерполяцiї ib , за допомогою рiвностi 
(2.3.36) можна, знаючи середнi квадратичнi вiдхили 
метеорологiчної величини в точках поля, отримати коефiцiєнти 



ia , тобто вид iнтерполяцiйного полiному для вихiдної 

метеорологiчної величини )(ρf . 
Задача оптимальної iнтерполяцiї - дуже важлива.  На  її  

основi здiйснюється об'єктивний аналiз метеорологiчних полiв, 
який зводиться до знаходження значень метеорологiчної 
величини у вузлах регулярної сiтки точок, а також вирiшується 
задача узгодження полiв метеорологiчних величин при реалiзацiї 
чисельних (гiдродинамiчних) методiв метеорологiчних 
прогнозiв. 
 
 

2.4  Розклад вертикальних профiлiв метеорологiчних величин 
у трикутному базису 

 
 

2.4.1 Побудова розкладу випадкового вектора у трикутному 
базису 

 
 

При розв'язках деяких практичних задач виникає 
необхiднiсть мати дiло з математичними моделями фiзичних 
параметрiв атмосфери (температури, атмосферного  тиску,  
компонентiв  швидкостi  вiтру  тощо). Прикладом такої задачi є 
задача врахування впливiв атмосферних  збурень на динамiку 
лiтального апарату. В залежностi вiд типу лiтального апарату, 
його призначення, конструктивних i аеродинамiчних 
особливостей, використовується  та  чи iнша система 
диференцiальних рiвнянь. У загальному видi її можна записати 
так: 

),,,,( tXUУFУ =      00 )( УtУ =                    (2.4.1) 
 
 
де У  - l  - вимiрний вектор похiдних фазових координат 
лiтального апарата за часом, U  - r  - вимiрний вектор керуючих 
сил i моментiв; X  - n  - вимiрний вектор атмосферних збурень, 



0У  - l  - вимiрний вектор початкових умов для фазових 
координат; t  - поточний час. 

При визначних  умовах,  вектором  атмосферних збурень 
може бути вектор, координати якого є значення метеорологiчної 
величини на деяких стандартних висотах,  тобто її вертикальний 
профiль. Математичнi моделi вертикальних профiлiв можуть 
мати рiзний вид: розклад у базису власних векторiв матриць 
коварiацiй,  ряди по ортогональних функцiях (Чебишева,  
Ермiта,  Лагера, експоненцiальних функцiях тощо). У деяких 
випадках бiльш корисним є застосування для моделювання 
вертикальних профiлiв або часових рядiв метеорологiчних 
величин трикутного базису. Розглянемо його структуру, 
властивостi й алгоритм побудови. 

Як вже неодноразово зазначалося,  фiзичнi параметри 
атмосфери є нестацiонарними функцiями координат 
трьохвимiрного простору й  часу. Розглянемо випадкову 
функцiю )(hx , де h  - висота над рiвнем моря, що характеризує 
розподiл по висотi деякого параметра атмосфери  в визначному 
пунктi.  Якщо є вiдомим математичне сподiвання )(hmX  i 

дисперсiя )(2 hXσ  цiєї функцiї,  то можна побудувати  
центровану  й нормовану функцiю 
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Очевидно, для такої функцiї 0==ϕm ; 

),(),( hhRhhK X ′=′ϕ   ( ϕK  і XR , як i ранiше,  
визначають коварiацiю i корреляцiю вiдповiдно).  Отже, можна 
випадкову функцiю )(hx  представити таким чином: 
 
 



)()()()( hhhmhx XX ϕ+= σ                             (2.4.3) 
 
i створювати модель не вихiдних  параметрiв  атмосфери  )(hx ,  

а функцiй )(hϕ  на основi коварiацiйної матрицi  
 
 

),( ϕ′ϕ= MRX                                                        (2.4.4) 
 
 
де ϕ - вертикальний профiль цiєї модифiкованої величини,  
тобто вектор визначений своїми координатами на тiй же 
множинi  стандартних висот. 

Розглянемо модель вертикального розподiлу параметра 
атмосфери у видi розкладу його у трикутному базису 
 
 

ξP=ϕ                                                                         (2.4.5) 
 
де 
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а ξ  - вектор, що визначає координати випадкового вектора ϕ у 
базису P  . Будемо вважати, що вектор ξ  має такi властивостi: 
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де E  - одинична матриця. 

Тодi 
 

PPPPEPPMMRX ′=′=′′=ϕ′ϕ= ][][ ξξ  
                                                                                        (2.4.8) 

 
Отже задача полягає у тому, щоб знайти таку нижню 

трикутну матрицю P , добуток якої на вiдповiдну верхню 
трикутну матрицю P′дає матрицю корреляцiй. 

Поставимо рiвнiсть  (2.4.5)  у  праву частину рiвняння 
(2.4.4). Виконавши операцiю множення матриць i розгорнувши 
матрицю корреляцiй (запишемо тiльки верхню половину цих 
матриць якi є симетричними, будемо мати: 
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Дiагональнi елементи матрицi  корреляцiй, як вiдомо, 
дорiвнюють 1...2211 ==== nnrrr . Крiм того, аналiз 

елементiв матрицi PP ′,  котрi розташовуються на перетинi її i  
- того рядку i j  - того стовпця, показує, що вони є сумою виду: 
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Отже, з урахуванням рiвностi (2.4.9),  для визначення елементiв 

ijP  матрицi (2.4.6) маємо  
2

)1( +nn
 рiвнянь виду: 
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Оскiльки матриця корреляцiй вiдома,  система цих рекурентних 
рiвнянь легко розв'язується.  Маючи на увазi рiвняння (2.4.3), 
модель вертикальних профiлiв  фiзичних  параметрiв атмосфери 
можна представити у матричнiй формi таким чином: 
 
 

ξσ PmX XX += ,                                               (4.2.11) 
 
 
де Xσ  - дiагональна матриця середнiх квадратичних вiдхилiв 
випадкової величини X . В таблицi 2.2 у якостi прикладу 
мiститься матриця корреляцiй температури повiтря влiтку в 
пунктi Уайт Сендз,  а в табл.2.3 компоненти вiдповiдної 
трикутної матрицi P . 

З урахуванням (2.4.7) можна вважати, що компоненти 
вектора ξ  володiють властивостями  нормально  розподiлених 
випадкових величин. Це дає можливiсть формувати такий вектор 
за допомогою датчика випадкових чисел, якщо, наприклад, 
розглядається задача визначення розсiювання траєкторій 
динамiчної системи (2.4.1). 

Можна змiнити гiпотезу про випадковi координати 
вектора ϕ у трикутному базисi.  Це приведе до змiни структури 
трикутної матрицi. Будемо вважати,  що координати 

),1( nii =θ  вектора ϕ в деякому трикутному базису мають 
такi властивостi : 
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( ijδ  - символ Кронекера). 
Тодi 
 
         

,][ ДM =′θθ                                                          (2.4.13) 
 
 
де Д  - дiагональна матриця, елементами якої є iД  - дисперсiї 
випадкових компонент вектора θ . 

Будемо вважати, що 
 
 

,θT=ϕ                                                                      (2.4.14) 
 
 
де T  - нижня трикутна матриця. 

У цьому разi 
 
 

TTДTTMMRx ′=′′=ϕ′ϕ= ][][ θθ           (2.4.15) 
 
 
Оскiльки є справедливою матрична рiвнiсть 
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Порiвнюючи рiвностi (2.4.8) i (2.4.17), маємо 
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звiдки 
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Остання рiвнiсть дає можливiсть просто знайти компоненти 
матрицi T - трикутного базису,  у якому  проводиться  
розкладання  випадкового вектора ϕ. 
 
 
 
 
 

2.4.2  Канонічний розклад випадкового вектора 



 
 

Для того, щоб впровадити розклад вертикального профілю 
метеорологiчної величини у трикутному  базису (2.4.14),  треба 
знайти вектор θ  проекцiй вектора ϕ у цьому базису.  З цiєю 
метою розглянемо канонічний розклад  випадкового вектора ϕ 
за В.С.Пугачевим.  Вiн має такий вид: 
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Функцiї )(hyv  мають назву координатних функцiй, а vυ  - 
випадкових коефiцiєнтiв розкладу.  Цi  елементи канонiчного 
розкладу розраховуються по рекурентних формулах 
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                                                      (2.4.21) 
 
 
Iз рiвностi (2.4.21) випливає, що 
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i, крiм того, 
 

0)( =vhyµ  при   v>µ                                      (2.4.23) 
 
Звiдси виходить, що матриця координатних функцiй є 
трикутною, а перший стовпець  цiєї матрицi дорiвнює першому 
стовпцю матрицi корреляцiй. Для другого стовпця маємо: 
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                                                      (2.4.24) 
 
i так далi для решти стовпцiв матрицi координатних функцiй. 

Звернемося тепер  до  трикутної матрицi T ,  що 
визначається рiвністю (2.4.19). 



Оскiльки всi  елементи  матрицi  P   вiдомi  i,  як 

очевидно, 1][ 2
11 == θMД , то елементи першого стовпця 

матрицi T  дорiвнюють: 
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Як випливає з рiвностей (2.4.10) i (2.4.13) 
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(корреляцiї ijr  i ),( ji hhr  - рiвнозначнi). Тому елементи 

другого стовпця матрицi T  мають значення: 
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Таким же чином розраховуються елементи iнших стовпцiв 
матрицi T . Порiвняння вiдповiдних рiвностей (2.4.24)  i  (2.4.26)  



показує,  що елементи вiдповiдних стовпцiв матрицi 
координатних функцiй i матрицi T  тотожнi. 

Координати ),1( nii =θ  випадкового вектора ϕ у 
трикутному базису T  можна знайти iз виразу (2.4.14),  якщо  
визначити  вектор ϕ.  Оскiльки матриця T  - трикутна, 
матричне рiвняння (2.4.14) утворює систему рекурентних 
формул 
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або, якщо їх згорнути, 
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що повнiстю спiвпадає з першим рiвнянням системи (2.4.21). 
Отже, отриманi вище рiшення показують, що розклад 
випадкового вектора ϕ в трикутному базису   T ,  що  
визначається  матричним  рiвнянням (2.4.14), є тотожнiм до 
канонiчного розкладу (2.4.20) В.С. Пугачева. Однак алгоритм  
(2.4.14)  -  (2.4.19)  i (2.4.28) має перевагу перед розв'язками, що 
отриманi  В.С.Пугачевим  для  побудови  координатних функцiй 
i визначення коефiцiєнтiв vυ ,  оскiльки вони дають змогу 
замiнити дуже простими матричними рiвняннями достатньо 



громiздкi математичнi викладки,  якi  приводять  до того ж 
результату.  Отже,  у якостi вектора випадкових атмосферних 
збурень у правiй частинi моделi динамiчної  системи (2.4.1) (а 
також вертикального профiлю фiзичного параметра атмосфери 
взагалi) можна використовувати поряд з  моделлю (2.4.11) 
модель. 
 
 

θσTmX X +=                                                     (2.4.29) 
 
 

Крiм того, з рiвнянь (2.4.5), (2.4.14) i (2.4.18) видно, що 
мiж векторами θ  i ξ  справедливим є взаємозв'язок 
 
 

ξθ 2
1

Д=                                                                   (2.4.30) 
 
 
який має смисл перетворення стиску.  Треба зауважити,  що 
розглянутi трикутнi базиси можна використовувати для 
моделювання не тiльки вертикальних профiлiв метеорологiчних 
величин, але i для побудови моделей реалiзацiй будь-яких 
випадкових функцiй. 
 



 
3. КОМПОНЕНТНИЙ АНАЛIЗ МЕТЕОРОЛОГIЧНИХ 

ОБ'ЄКТIВ 
 
 

3.1 Напрямки використання компонентного аналiзу в 
метеорологiї 

 
 

Застосування статистичних  методiв при розв'язках 
чисельних метеорологiчних задач пов'язане з рядом труднощiв. 
Це непiдпорядкування в  багатьох  випадках  метеорологiчних 
величин нормальному закону розподiлу, неоднорiднiсть та 
неiзотропнiсть  метеорологiчних  полiв, нестацiонарнiсть 
випадкових процесiв, що характеризують змiнення 
метеорологiчних величин за часом i т.д. Існує ще одне суттєве 
обмеження, яке  пов'язане  з розробкою статистичних моделей 
метеорологiчних прогнозiв. Йдеться про дуже велику 
розосередженiсть вихiдної  iнформацiї, яка необхiдна для 
прийняття заключення про майбутнiй стан атмосферних 
процесiв. Це утруднення, здається на перший погляд, можливо 
обiйти  шляхом збiльшення числа впливаючих факторiв 
(предiкторiв) i розширення об'ємiв статистичних сукупностей.  
Але чим бiльше взяти предiкторiв, тим  бiльшою  стає 
розмiрнiсть матрицi коварiацiй i тим гiршою буде її 
обумовленiсть.  Останнiй  факт  пояснюється  тим, що 
збiльшення в прогностичнiй моделi кiлькостi предiкторiв 
приводить до збiльшення тiсноти корреляцiйних зв'язкiв мiж 
ними.  Вiдомо,  що при обчисленнi коефiцiєнтiв рiвняння моделi,  
якою є,  наприклад, регресійне рiвняння,  або параметрiв 
дискрiмiнантної функцiї, коли модель грунтується на  теорiї  
розпiзнавання образiв,  необхiдно виконувати процедуру 
обернення коварiацiйної матрицi.  Якщо остання погано 
обумовлена (тобто визначник її має невелике значення), 
обернення матрицi приводить до дуже ненадiйних результатiв.  
Таким чином, параметри статистичної моделi  можуть мiстити в 
собi великi похибки,  i модель не буде у необхiднiй мiрi 



адекватною процесу,  що моделюється.  Тому склад предiкторiв 
повинен бути у визначнiй мiрi оптимальним.  Це досягається за 
допомогою так званих методiв "просiювання". 

Часто ефективним виявляється й iнший шлях.  Вiн полягає 
у тому, що спочатку проводиться параметризацiя складу  
впливаючих  факторiв, тобто замiсть  цих  факторiв у моделi 
використовуються новi змiннi у виглядi лiнiйних комбiнацiй 
вихiдних факторiв.  Новi змiннi  повиннi бути, по-перше, 
взаємно некоррельованими (ортогональними). По-друге, щоб 
при можливо меншій їх кiлькостi ураховувалася  суттєва  
частина мiнливостi вихiдних  факторiв  (предиктантiв).  
Перелiченим  вимогам вiдповiдає компонентний аналiз, який 
часто в метеорологiчнiй лiтературi називають методом 
"емпiричних ортогональних функцiй (е.о.ф) або "природних 
ортогональних функцiй". 

Можна перелiчити  велику  кiлькiсть ортогональних 
функцiй, якi можуть використовуватися, i iнколи 
використовуються, для апроксимацiї двовимiрних 
метеорологiчних полiв.  Це,  наприклад, полiноми Лежандра, 
Лаггера, Ермiта, Чебишева I i II роду i iншi. Однак, розклади 
метеорологiчних полiв на їх основi є у великiй мiрi 
формальними у тому смислi, що коефiцiєнти розкладiв не 
несуть, як правило, смислової iнформацiї.  У  назвi  "природнi  
ортогональнi функцiї" пiдкреслюється,  наперед всього,  той 
факт,  що отриманi на основi  вихiдних метеорологiчних полiв  
(або iнших метеорологiчних об'єктiв) цi функцiї вiдбивають 
основнi  особливостi  статистичної  структури  полiв. Завдяки 
некоррельованостi  нових змiнних спрощується фiзичний аналiз 
статистичних моделей,  не  виникає  обчислювальних   
труднощiв   при розв'язаннях систем  нормальних  рiвнянь,  
необхiдних для визначення моделей. Не виникає великих 
проблем при необхiдностi повернутися  до вихiдних змiнних. 

Окрiм перелiчених переваг, новi змiннi, яких називають 
головними компонентами, мають i самостiйне значення. Вони 
часто виявляються вiдбиттям тих чи iнших фiзичних процесiв, 
як і обумовлюють метеорологiчну величину,  що прогнозується,  
тобто несуть в собi смислове навантаження. 



Компонентний аналiз   може  з  успiхом  застосовуватися  
й  при розв'язках iнших метеорологiчних задач.  Однiєю з них є 
стиск метеорологiчної iнформацiї:  стиском  iнформацiї 
називають суттєве скорочення кiлькостi iнформацiї при 
збереженнi основного її змiсту.  Це є надзвичайно важливою  
обставиною в задачi збереження iнформацiї i її безпосереднього 
використання у практичних цiлях. 

Другою важливою задачею, котру дає можливiсть 
реалiзувати компонентний аналiз, є задача фiльтрацiї  
метеорологiчної  iнформацiї. Суть її полягає у такому. Як 
вiдомо, поля метеорологiчних величин, а також iншi 
метеорологiчнi об'єкти, формуються  пiд  дiєю  атмосферних 
процесiв рiзних   масштабiв:  процесiв  макромасштабу,  
синоптичного масштабу, мезомасштабу, процесiв ще бiльш 
дрiбного масштабу. Метеорологiчна iнформацiя  утримує  i  
шумову компоненту,  яка обумовлена дрiбномасштабними 
флуктуацiями,  похибками вимiрювань  та  первинної обробки 
результатiв спостережень.  Часто виникає необхiднiсть, в 
залежностi вiд характеру задачi при вивченнi явищ  погоди,  
зосередити увагу на  процесах  бiльших масштабiв i 
вiдвернутися вiд розглядання складових, що обумовленi 
впливами процесiв  дрiбних  масштабiв. Для цього також може 
застосовуватись компонентний аналiз. 
 
 

3.2  Власнi вектори i власнi значення матрицi коварiацiй. 
 
 

Нехай маємо  деяке поле центрованих значень 
метеорологiчної величини  jX∆  
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Треба здiйснити параметризацiю цього поля, тобто 
виразити поле, яке визначене значеннями метеорологiчної 
величини на множинi точок простору,  за допомогою декiлькох 
некоррельованих параметрiв, якi лiнiйно зв'язанi з компонентами 
випадкового вектора (3.2.1) i якi утримують основну iнформацiю 
про поле.  В основi розв'язку  цiєї задачi лежить   лiнiйне  
ортогональне  перетворення  вихiдного  поля (3.2.1) в базiсу 
власних векторiв матрицi коварiацiй  (або  корреляцiй) полiв цiєї 
метеорологiчної величини.  Отже,  першим етапом цiєї задачi є 
визначення власних векторiв.  Для цього розглянемо матричне 
рiвняння повної проблеми власних значень   

 
 

iiiX uuK λ=                                                               (3.2.2) 
 
 
В цьому рiвняннi XK  - n  - вимiрна матриця коварiацiй, iu  - i  - 

тий власний вектор, iλ  - вiдповiдне власне значення (власне 

число) матрицi XK .  Рiвняння (3.2.2) значить,  що власний 
вектор так перетворюється матрицею коварiацiй,  як вiн  
трансформується  шляхом множення його на власне число iλ .  
Таке перетворення вектора, як вiдомо, є перетворенням розтягу,  
коли 1>iλ ,  i  перетворенням стиску, коли  1<iλ . 

Перетворимо матричне рiвняння (3.2.2) таким чином: 
 



 
0=− iiiX uuK λ                                                      (3.2.3) 

 
 
Винесемо у рiвняннi (3.2.3) вектор iu  за дужки. Отримаємо 
 
 

0)( =− iiX uEK λ ,                                                (3.2.4) 
 
 
де E  - одинична матриця.  Можна легко показати, що в 
координатнiй формi рiвняння  (3.2.4) виявляється системою 
однорiдних лiнiйних алгебраїчних рiвнянь 
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                                                      (3.2.5) 
 
у яких невiдомими є компоненти i  - того власного вектора 
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а коефiцiєнтами при невiдомих - елементи матрицi коварiацiй.  
Але ця система, взагалi кажучи, розв'язаною бути не  може, 
оскiльки матриця EK iX λ−  утримує ще не визначенi 
дiагональнi  елементи,  тому  що невiдомими є власнi значення 

iλ . Однак останнi можуть бути визначеними, якщо використати 
вiдому теорему  лiнiйної  алгебри:  система лiнiйних однорiдних 
алгебраїчних рiвнянь має нетривiальнi розв'язки, якщо 
визначник цiєї системи дорiвнює нулю.  Оскiльки  нас  цiкавлять 
саме такi розв'язки, зрiвняємо до нуля визначник системи (3.2.5) 
 
 

0

...
............

...

...

2
21

2
2
221

112
2
1

=

−

−
−

λσ

λσ
λσ

nnn

n

n

KK

KK
KK

 

                                                      (3.2.7) 
 
Визначник (3.2.7) є алгебраїчне рiвняння n  - ого степеня 
вiдносно невiдомого λ . Покажемо це на визначниковi другого 
порядку 
 
 

 02
221

12
2
1 =

−
−

λσ
λσ

K
K

 

 
 
Очевидно лiва його частина має вид 
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Поширюючи отриманий результат на визначник (3.2.7), маємо 
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nn AAA λλλ                 (3.2.8) 

 
 
Коефiцiєнти nAA ...1  рiвняння (3.2.8) є, як i у наведеному 
прикладi, визначними  комбiнацiями  елементiв  матрицi 
коварiацiй. Рiвняння (3.2.8) можна розв'язати за допомогою 
якого-небуть  чисельного метода,  наприклад, метода хорд чи 

метода iтерацiй. Коли власнi значення ),1( nii =λ  вiдомi, всi 
коефiцiєнти системи рiвнянь (2.3.6) стають повнiстю 
визначеними, i для кожного власного значення розв'язки 
системи (3.2.6) дають вiдповiдний власний вектор. В застосовнiй 
математицi  розробленi чисельнi методи для розв'язання повної 
проблеми власних значень.  Найбiльш популярним є метод 
Якобi  (метод обертань). 

Існує така теорема: власнi значення додатньо визначеної, 
симетричної i  дiйсної матрицi є дiйсними,  додатнiми i 
простими числами. Оскiльки матриця коварiацiй задовольняє 
умовам цiєї теореми,  власнi значення мають зазначенi в теоремi 
властивостi. 

Власнi значення розташовують у порядку їх зменшення 
 
 

nλλλ >>> ...21                                                    (3.2.9) 
 
Означенi властивостi власних значень мають глибокий фiзичний  
смисл, який буде розкритий декiлька пiзнiше. 

Першому власному значенню 1λ  вiдповiдає перший 
власний вектор 
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другому власному значенню 2λ  - вiдповiдає другий власний 
вектор 
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i так далi. 

Якщо матриця  коварiацiй  добре  обумовлена,  то перший 
власний вектор складається тiльки з додатних компонент,  у 
другого спостерiгається одна  змiна  знака компонент,  у 
третього - двi змiни i т.д. Власнi вектори мають важливу 
властивiсть,  яка визначається спiввiдношенням 
 
 
 

jiijjiji uuuuuu δ=′=                                  (3.2.12) 

 
 
де ijδ  - символ Кронекера. 

Вона значить,  що скалярний добуток рiзних власних 
векторiв дорiвнює нулю,  тобто що власнi вектори ортогональнi.  



Найбiльш  часто власнi вектори нормуються: замiсть векторiв 

),1( niui =  використовуються власнi вектори 
 
 

i

i
i u

uW =                                                                     (3.2.13) 

 
 
 
Тодi, очевидно, 
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Такi власнi вектори називаються ортонормованими. Сукупнiсть 
ортонормованих власних векторiв складає ортогональну 
матрицю,  що має  такi властивостi: 
 
 

EWWWW =′=′                                                 (3.2.15) 
 
 
     Для прикладу,  в  табл.  3.1  приводяться десять перших 
власних значень коварiацiйної матрицi мiсячних кiлькостей 
опадiв у груднi на територiї України i вiдповiдних власних 
векторiв. 
 

3.3 Ортогональнi компоненти випадкових метеорологiчних 
об'єктiв 

 
 



Зазначенi властивостi власних векторiв дають можливiсть 

розглядати їх як базис n  - вимiрного евклiдового простору nR . 
У такому разi, можна провести розклад вектора RX∆ , що являє 
собою той чи iнший метеорологiчний  об'єкт  (поле,  
вертикальний профiль,  вектор предiкторiв i т.д.), у цьому 
базису. Вiдповiдне лiнiйне перетворення має вид 
 
 

jj zXW =∆′                                                               (3.3.1) 
 
 
Оскiльки базис власних векторiв є ортогональним, то 

компоненти ),1( nizij =  вектора jz  
 
 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

nj

ij

j

j

k

z

z

z
z

z

...

...
2

1

                                                      (3.3.2) 

 
 
є лiнiйно незалежними, а в статистичному смислi-
некоррельованими 
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Знайдемо тепер дисперсiю 2
izσ  i  - тої складової вектора 

ортогональних  компонент, вважаючи,  що вихiдною  

iнформацiєю  є матриця }{ ijxX ∆=∆  ),1;,1( mjni == , 
яка  утримує iнформацiю про m  метеорологiчних об'єктiв.  
Вiдповiдне ортогональне перетворення цiєї матрицi є 
 
 

zXW =∆' ,                                                                (3.3.4) 
 
 
де }{ ijzz =  );,1( mjni ==  - матриця ортогональних 
компонент. Кожний рядок цiєї матрицi - це статистична 
сукупнiсть i  - тої ортогональної компоненти. Таким чином, для 
отримання оцiнок перших двох моментiв випадкових величин 

ijz  треба проводити осереднення по iндексу j .  Але перед тим, 
як виконувати вiдповiднi розрахунки, запишемо рiвняння (3.3.1) 
у скалярнiй формi 
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Пiсля визначення матричного добутку в лiвiй його частинi, 
отримаємо 
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  ),1;,1( mjni ==                (3.3.6) 

 
 
Знайдемо тепер середнє значення i - тої ортогональної  
компоненти iz  
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(3.3.7) 
 
 
оскiльки Sjx∆  - центровані величини. Ураховуючи результат 

(3.3.7), а також рiвнiсть  (3.3.6),  знайдемо дисперсiю i  - тої 
ортогональної компоненти метеорологiчного об'єкта 
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Очевидно, 
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тобто коварiацiя метеорологiчної величини, що дослiджується 
(наприклад, коварiацiя мiж метеорологiчною величиною в p  - 
тiй i  S  - тiй точках метеорологiчного поля). Отже, 
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Можна легко показати, що 
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Маючи на  увазi  рiвняння  повної  проблеми власних значень 
(3.2.2), знайдемо праву частину рiвностi (3.3.9). Для цього 
помножимо рiвняння (3.2.2) лiворуч на вектор iW ′ . Будемо 
мати: 
 
 

iiiiiXi WWWKW λλ =′=′                                      (3.3.10) 
 
 
Тепер з рiвностей (3.3.8), (3.3.9) i (3.3.10) випливає, 
 
 

izi
λσ =2                                                                     (3.3.11) 

 
 

Рiвнiсть (3.3.11) визначає фiзичний смисл власних значень  
матрицi коварiацiй: вони є дисперсiями вiдповiдних 



ортогональних компонент метеорологiчних об'єктiв. Це дуже 
важливий результат. Дiйсно, згiдно з спiввiдношенням (3.2.9), 
маємо 
 
 

222 ...
21 nzzz σσσ >>>                                          (3.3.12) 

 
 
Крiм того, власнi значення мають ще одну важливу властивiсть: 
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Індексом rt  -  позначається  слiд  матрицi (вiд англiйського 
слова trace). Нагадаємо,  що слiдом матрицi називають суму її  
елементiв, що розташованi на головнiй дiагоналi. Оскiльки на 
головнiй дiагоналi матрицi коварiацiй розташовуються 
дисперсiї, то 
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Це означає, що сума всiх власних значень дорiвнює сумарнiй 
дисперсiї метеорологiчного об'єкта. 

Але як випливає з спiввiдношень (3.2.9) i (3.3.12) тепер 
вiдбувається розподiл дисперсiй: дисперсiя першої 
ортогональної компоненти 1z  є найбiльшою. Дисперсiї другої 

2z  i слiдуючих за нею ортогональних компонент,  як правило,  
швидко зменшуються.  Метеорологiчнi процеси мають одну 



важливу властивiсть.  Вона полягає у тому, що чим бiльший 
масштаб атмосферного процесу,  тим бiльше значення дисперсiї 
йому вiдповiдає.  Наприклад, дисперсiя швидкостi вiтру у 
вiльнiй атмосферi, яка характеризує мiнливiсть 
крупномасштабних гiлок загальної циркуляцiї атмосфери, має 
порядок 102 м2/с2. Швидкiсть вiтру мезомасштабних утворень в 
атмосферi характеризується дисперсiєю, порядок якої 100-101 
м2/с2, а мiкромасштабних турбулентних вихорiв - дисперсiєю 
порядку 10-2-100  м2/с2 у залежностi вiд масштабу 
турбулентностi. Таким чином,  спiввiдношення  (3.3.12)   
характеризує, по-сутi, розподiл  дисперсiй  по масштабах 
атмосферних процесiв, що утворюють тi чи iншi метеорологiчнi 
об'єкти. Отже першi ортогональнi компоненти 

Kzzz ,...,, 21 дисперсiї яких вичерпують основну частину 
сумарної дисперсiї, концентрують iнформацiю про найбiльш 
крупномасштабнi особливостi метеорологiчних об'єктiв,  що 
дослiджуються.  Тому їх називають головними компонентами 
метеорологiчних полiв,  вертикальних профiлiв метеорологiчних 
величин чи iнших метеорологiчних об'єктiв. 

Головнi компоненти  отримуються  шляхом 
ортогонального перетворення метеорологiчного об'єкта за 
допомогою вiдповiдних власних векторiв. Це випливає з 
формули (3.3.1). Тому вiдповiднi власнi вектори також 
утримують iнформацiю про особливостi найбiльш 
крупномасштабних атмосферних процесiв,  що  вiдповiдають  за  
формування статистичної структури метеорологiчних об'єктiв. 
 
 

3.4. Задача про стиск метеорологiчної iнформацiї. 
 
 

При розв'язуваннi великої кiлькостi метеорологiчних задач 
виникає необхiднiсть мати дiло iз значними об'ємами iнформацiї 
про  значення метеорологiчних величин,  отриманих шляхом 
метеорологiчних вимiрювань та спостережень.  Наприклад,  
побудова статистичних моделей метеорологiчних прогнозiв  
пов'язана  з необхiдністю використовувати численнi поля 



атмосферного тиску за минулi термiни.  Але кожне  поле 
визначається значеннями  тиску  на  множинi метеорологiчних 
станцiй, яких налiчується у залежностi вiд того,  який регiон  
розглядається, декiлька сотень. Виникає питання, як можливо 
використати таку iнформацiю у якостi предiктора у статистичнiй 
моделi.  Треба мати на увазi, що крiм поля атмосферного тиску 
треба ураховувати ще й iншi предiктори, якi визначаються 
вибiрками поля чи метеорологiчних величин. Можливим є  лише 
один шлях - виконати стиск iнформацiї.  Пiд стиском iнформацiї 
розумiється значне скорочення її кiлькостi при збереженнi 
основної смислової iнформацiї.  Одним iз методiв,  за 
допомогою яких можна досягти зазначеної мети, є 
компонентний аналiз. 

Як вже  вiдзначалося,  за допомогою сукупностi власних 
векторiв. Матрицi ковариацiй, якi являють собою ортогональний 
базiс евклiдового простору, можна отримати замiсть 
випадкового вектора X  вектор ортогональних компонент Z , 
дисперсiями котрих є власнi значення. При цьому сумарна 
дисперсiя поля розподiляється таким чином, що найбiльша її 
частина припадає на декiлька перших k  ортогональних  

компонент ),1( kiZi = , якi, як зазначалося вище називають 
головними компонентами. Вони й мiстять найбiльш суттєву 
iнформацiю про  структуру метеорологiчного об'єкта, що 
пiдлягає дослiдженню. Отже, ми можемо тепер замiсть n  - 
вимiрного вихiдного вектора X , наприклад 200-вимiрного 
вектора атмосферного тиску, яким  визначається поле цiєї 
метеорологiчної величини, використати k  - вимiрний вектор  
головних компонент,  яких у цьому векторi лише декiлька 

)( nk << . Останнi kn −  ортогональних компонент 
вiдносяться до дрiбномасштабних взбурень та рiзних похибок,  
якi утримуються у вихiднiй iнформацiї. Стиснена таким чином 
iнформацiя може зберiгатися  на  магнiтних носiях пам'ятi. 

Щоб визначити число k  головних компонент, треба 
вiдповiдно до смислу поставленої задачi,  визначити частку kη  



сумарної дисперсiї метеорологiчного поля (або вектора 
предiкторiв), яка вiдповiдає найбiльш крупномасштабним  
особливостям  поля.  Оскiльки справедливим є спiввiдношення 
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то, очевидно, число η  можна визначити як 
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Число k ,  при якому kηη ≥ ,  де kη  установлюється 
дослiдником  (наприклад,  треба  зберегти не менше нiж 80%  
найбiльш суттєвої iнформацiї),  i  визначає  тi  головнi  
компоненти  вектора (3.3.4), котрi утримують найбiльш важливу 
iнформацiю про статистичну структуру метеорологiчних полiв 
чи, наприклад, вектора предiкторiв. 
 
 
 
 
 
 

3.5 Задача фiльтрацiї iнформацiї про метеорологiчнi поля. 
 
 

Задача фiльтрацiї метеорологiчних полiв  у  певному  
смислi,  є  зворотньою вiдносно задачi стиску iнформацiї. Якщо 



у першому випадку треба було сконцентрувати найбiльш 
суттєву  iнформацiю  у  декiлькох перших ортогональних  
компонентах,  то в задачi фiльтрацiї необхiдно вихiдну 
iнформацiю звiльнити вiд iнформацiї, що вiдноситься до 
дрiбномасштабних збурень i похибок. 

Очевидно, справедливим є рiвняння 
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Оскiльки kη , як було визначено у попередньому роздiлi, 
характеризує ту  найбiльш  суттєву iнформацiю,  яку треба 
залишити i яка мiститься в перших k  ортогональних 
компонентах метеорологiчного поля (головних компонентах), то 
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вiдноситься до тiєї iнформацiї, вiд якої треба звiльнитися. 

Ми досягнемо цiєї мети, якщо будемо вважати, що всi 
ортогональнi компоненти jz  вiд 1+k  до n -ої дорiвнюють 
нулю. За таких умов вектор ортогональних компонент, 
наприклад, метеорологiчного поля, має такий вид: 
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Тепер залишається  виконати  зворотнє перетворення за 
допомогою матрицi власних векторiв,  тобто вiд вектора 
ортогональних компонент поля перейти  до самого поля.  Для 
цього залишимо рiвняння (3.3.4) у видi: 
 
 

jj ZXW ~~ =∆′                                                              (3.5.4) 
 
 
i помножимо його лiворуч на матрицю W .  Враховуючи  
властивiсть ортогональностi матрицi W  (2.3.15) будемо мати 
 
 

jj ZWX ~~ =∆                                                              (3.5.5.) 
 
 
Таким чином, ми отримали поле метеорологiчної величини з 
центрованими її значеннями в точках поля. Оскiльки середнi 
значення метеорологiчної величини  в  точках поля вiдомi,  легко 
можна отримати i саме фiльтроване поле метеорологiчної 
величини. Можна операцiю фiльтрацiї виконати iншим  чином.  
Оскiльки головнi компоненти метеорологiчного поля є 
результатом  ортогонального  перетворення  поля  першими  k  



власними векторами,  а останнi kn −  ортогональнi 
компоненти характеризують iнформацiю,  вiд якої треба 
звiльнитися i вони отриманi в результатi  ортогонального  
перетворення поля останнiми kn −  ортогональними 
векторами,  то поставленої цiлi можна  досягти,  якщо 

використовувати матрицю перетворення W~  розмiру  nn×  
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Тодi фiльтроване метеорологiчне поле отримаємо таким чином 
 
 

Jj ZWX ~~ =∆                                                               (3.5.7) 
 
 
В рiвностi  (3.5.7)  вектор jZ  утримує всi ортогональнi 
компоненти метеорологiчного поля.  Перетворення (3.5.5) i 
(3.5.7),  очевидно  є тотожними. 
 
 

3.6  Приклади компонентного аналiзу метеорологiчних 
об'єктiв. 

 
 



Мiсячна кiлькiсть опадiв q  є однiєю iз важливих  
клiматичних параметрiв. Вона характеризує умови 
зволожування того чи iншого району, а її поля - умови 
зволоження територiй,  для яких цi поля побудованi.  На рис.3.1 
зображається поле мiсячних кiлькостей опадiв у  лютому  1980 
року. Воно визначено значеннями цiєї метеорологiчної величини 
на мережi 21 метеорологiчних станцiй України.  На картi 
методом  лiнiйної екстраполяцiї проведенi  iзогiєти - лiнiї 
однакових кiлькостей опадiв. Таке поле, як вже зазначалося 
вище, може бути зображене двадцятиодновимiрним вектором,  а 
сукупнiсть полiв за n  рокiв – матрицею Q  розмiрностi n×21  
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В матрицi  (3.6.1)  кожний  стовпець  визначає  окреме поле 
мiсячних кiлькостей опадiв, а кожний рядок - вибiрку цiєї 
метеорологiчної величини на  метеорологiчнiй  станцiї,  умовний 
номер якої спiвпадає з номером рядка.  В прикладi, що 
наводиться, здiйснювався добiр мiсячних кiлькостей опадiв за 
перiод з 1951 до 1981 )31( =n . На основi матрицi (3.6.1) була 

розрахована  матриця  коварiацiй  QK   порядка 2121×  i 

вiдповiдна матриця корреляцiй QR , для якої розв'язувалася 
повна проблема власних значень.  В табл.3.1  наводяться  
першiсть власнi значення,  якi вичерпують основну долю 
сумарної дисперсiї змiнних, i вiдповiднi їм власнi вектори. 
 
 



Таблиця 3.1 - Власнi значення iλ  i вiдповiднi їм власнi 
              вектори мiсячних кiлькостей опадiв у лютому. 

 
Номери власних векторiв 

 

i  1 2 3 4 5 6 

Номер 
компо-
нент 

iλ  19,25 1,27 0,27 0,17 0,02 0,01 
1 0,22 -0,28 0,07 -0,20 -0,25 0,06 
2 0,21 -0,29 0,17 -0,44 0,04 -0,43 
3 0,22 -0,27 0,18 -0,06 0,19 0,19 
4 0,21 -0,29 0,20 -0,31 0,17 -0,19 
5 0,22 -0,12 -0,27 0,13 -0,40 -0,01 
6 0,22 -0,05 -0,36 0,11 -0,27 -0,24 
7 0,22 -0,22 -0,02 0,06 -0,20 0,29 
8 0,22 -0,14 -0,15 0,14 -0,20 0,14 
9 0,22 -0,22 0,07 0,10 0,04 0,32 

10 0,23 -0,03 -0,05 0,20 0,21 -0,03 
11 0,22 -0,12 0,08 0,26 0,24 0,23 
12 0,22 0,03 0,29 0,43 0,28 -0,10 
13 0,22 0,17 0,11 0,15 0,13 -0,10 
14 0,22 0,266 0,26 0,09 -0,12 -0,13 
15 0,23 0,01 -0,27 0,10 0,05 -0,15 
16 0,22 0,12 -0,28 -0,02 0,18 -0,18 
17 0,22 0,19 -0,36 -0,18 0,23 -0,18 
18 0,20 0,35 -0,07 -0,46 0,06 0,54 
19 0,22 0,22 -0,12 -0,09 0,18 -0,01 
20 0,21 0,32 0,17 -0,14 -0,14 -0,11 
21 

 

0,21 0,32 0,40 0,03 -0,45 -0,18 
 
 

Iз табл.  3.1 випливає, що першi два власнi значення 
вичерпують бiля 97   сумарної дисперсiї  центрованих  i  
нормованих на середнiй квадратичний вiдхил мiсячних 
кiлькостей опадiв (слiд матрицi  корреляцiй). Тому   найбiльш   
крупномасштабнi  властивостi  статистичної структури полiв 



опадiв утримуються в перших двох  власних  векторах. Перший 
власний  вектор  має  однорiдну  структуру,  що обумовлюється 
впливом на поля опадiв найбiльш  крупномасштабного  
опадоутворюючого процесу - перемiщення через Україну 
циклонiв i атмосферних фронтiв в загальному напрямку iз 
заходу на схiд. Другий власний вектор має областi максимуму  в 
пiвденно-схiднiй частинi i мiнiмум в пiвнiчно-захiднiй частинi 
України.  Зазначений максимум обумовлюється впливом 
циклонiв, що  спостерiгалися  у цю пору i проходили з Чорного 
моря в пiвнiчно-схiдному напрямку. 

Вiдповiдно до  зазначеної  структури  власних значень i 
власних векторiв, головна iнформацiя про властивостi  множини  
полiв  опадiв утримується в  перших двох головних 
компонентах,  рядки яких утворюються ортогональними 
перетвореннями матрицi  (3.6.1)  першими  двома власними 
векторами 
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Таким чином, здiйснюється операцiя стиску iнформацiї про n  
двадцятиодновимiрних полiв мiсячних кiлькостей опадiв. 

Розглянемо тепер задачу,  фiльтрацiї поля опадiв. Для 
цього необхiдно втiлити операцiю, яка вiдповiдає рiвностi 
(3.5.5). Приведемо її для  поля мiсячних кiлькостей опадiв,  що 
мiститься на рис.3.1. Вiдповiдне фiльтроване поле зображається 
на рис.3.2.  Для освiтлення результату фiльтрацiї  порiвняємо  



вихiдне  та фiльтроване поля.  На рис.3.1 виразно видiляються 
два максимуми опадiв. Перший з них (вторинний) 
розташовується  в районi Карпат,  другий в Приднiпровьї.  Їх 
роздiляє область мiнiмума,  вiсь якої приходить вiд Ізмаiлу на 
Камянець-Подiльський i далi у пiвнiчному напрямку. Структура 
поля опадiв яскраво вiдбиває вплив Карпат на опадоутворюючi 
процеси, а саме при перевалюваннi циклонiв  i атмосферних 
фронтiв,  що надходять iз пiвденно-захiдного i захiдного 
напрямкiв,  через Карпати,  вiдбувається їх ослаблення,  що 
обумовлює зону мiнiмуму опадiв. При подальшому їх 
перемiщенi на схiд над Приднiпров'єм  вони  знову  набувають  
активнiсть, i кiлькостi опадiв зростає. На величину i 
конфiгурацiю максимуму над схiдною Україною чинять вплив i  
циклони,  траєкторiї  яких приходили у  цьому  мiсяцi з Чорного 
моря на пiвнiчний схiд через цю частину України.  На вiдмiнну 
вiд цього,  фiльтроване поле має  лише один максимум мiсячних 
кiлькостей опадiв, що розташовується над пiвденно-схiдною 
Україною. Причина появи його вже обговорювалась. Необхiдно 
пiдкреслити, що в результатi операцiї фiльтрацiї в полi опадiв  
зникає вторинний процес - коливання кiлькостi опадiв,  яке  
проявляється  шляхом утворення мiнiмуму над зоною, що 
межується з схiдними схилами Карпат. 

Другий приклад  використання  компонентного аналiзу 
вiдноситься до дослiджень вертикальної структури полiв 
швидкостi вiтру в тропосферi i стратосферi захiдної пiвкулi. 

У якостi вихiдних даних виступають результати радiо- та  
ракетного зондування атмосфери над районом,  який 
розташовується в помiрнiй (острови Воллоп: 370 50’ пн.ш., 750 
29’  з.д.). Пiвнiчної Америки. Ряди зональної  i меридiональної 
компонент швидкостi вiтру з тижневою дискретнiстю були 
сформованi для рiвнiв 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40,  45, 50 i 55км. 
Шар атмосфери 5-55 км за вiдомими властивостями подiлявся на 
два шари: 5-25 км i 25-55 км. Значення компонент швидкостi 
вiтру  на зазначених рiвнях,  що вiдносяться до першого чи 
другого шару,  розглядалися як компоненти 5-вимiрного у 
першому шарi i 7-вимiрного у другому шарi вектора. 
Послiдовностi векторiв складають матрицi вихiдних даних типа 



(3.6.1). Для зазначеного пункту зондування атмосфери матрицi 
зональної i меридiональної складових вiтру мають порядок 5 x 
528 - для першого,  i  порядок 7 x 528 - для другого шару 
атмосфери. 

На основi цих матриць були розрахованi матрицi 
коварiацiй,  для яких розв'язувалася  повна проблема власних 
значень.  Розглянемо результати лише для зональної складової 
швидкостi вiтру. 

В табл. 3.2 мiстяться значення перших двох власних 
значень матрицi коварiацiй, що вичерпують бiля 90 сумарної 
дисперсiї, i вiдповiднi їм власнi вектори для шару 5 - 25 км. 
 
 
Таблиця 3.2 - Власнi значення i власнi вектори матрицi 

       коварiацiй зональної складової швидкостi 
вiтру. Шар 5 - 25 км. 

 
0.5811 =λ  

)76,0( =η  

6.1041 =λ  

)89,0( =η  Висота, 
км 

1W  2W  
5 0,3845 - 0,2241 

10 0,6646 - 0,4549 
15 0,4577 0,0339 
20 0,2994 0,3892 
25 0,3338 0,7683 

 
 
В табл. 3.3 утримуються першi три власнi значення 

матрицi коварiацiй для шару 25-55 км i вiдповiднi їм власнi 
вектори.  Як  видно, вони складають 85   сумарної дисперсiї 
зональної складової швидкостi вiтру в цьому шарi атмосфери. 
 
 
Таблиця 3.3 - Власнi значення i власнi вектори матрицi  

                  коварiацiй зональної складової швидкостi вiтру. 
Шар 25-55 км. 
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 Висота 
км 

1W  2W  3W  
25 0,0208 - 0,0763   0,0085 
30 0,0922 - 0,1735 - 0,0511 
35 0,1716 - 0,2637 - 0,0826 
40 0,4162 - 0,7887   0,2881 
45 0,4893   0,0391 - 0,5666 
50 0,5263   0,2597 - 0,3437 
55 0,5216   0,4511   0,6843 

 
 

Табл. 3.2  i 3.3 свiдчать про те,  що основнi риси 
вертикальної структури зональної складової швидкостi вiтру 
утримуються  в  перших двох головних компонентах в шарi 5 - 
25 км i в перших трьох головних компонентах в шарi 25 - 55 км. 
Вони були отриманi шляхом ортогонального перетворення  
матриць  вихiдних даних за допомогою приведених в табл.3.2 i 
3.3 власних векторiв.  Часовi послiдовностi головних компонент 
пiдлягали операцiї фiльтрацiї за допомогою перетворення Фурьє 
(дивись роздiл 6.6) першої частини,  в результатi чого виявленi  
перiодичності, що схованi в часових рядах головних компонент. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Таблиця 3.4 - Перiодичностi, що утримуються в часових рядах 

головних компонент зональної складової швидкостi 
вiтру (острови Воллоп). 



 
Номер 
головної 
компонен-
ти 

Частота     
(ω ,1/тижд)

Перiод   
(T ,тижд.) 

Амплітуда, 
( A, м*с-1 ) 

Фазовий 
зсув 

(ϕ,рад) 

шар 5 - 25 км 
1 0,132 47,7 12,8  1,09 

0,132 47,7 3,0  1,53 2 0,251 25,0 1,8  0,67 
0,284 22,1 1,2 0,11 
0,540 11,6 1,1 -1,07 
1,231 5,1 1,1 -1,22 
2,093 3,0 1,2 0,04 

3 

2,166 2,9 1,1 0,91 
шар 25 - 55 км 

0,132 47,7 62,0  1,42 1 0,251 25,0 12,8  0,41 
0,132 47,7 4,7 -0,35 
0,183 34,3 2,9 -1,11 
0,388 16,2 3,4 -0,88 
0,523 12,0 2,8 -1,50 
0,785 8,0 2,6 -1,29 

2 

2,326 2,7 2,3  0,77 
0,063 99,3 3,3 -0,67 
0,217 28,9 2,7 -0,76 
0,338 18,6 3,3  0,02 
0,388 16,2 2,9 -0,01 
0,491 12,8 2,9  0,23 
0,675 9,3 2,3 -1,29 

3 

1,282 4,9 2,4 -0,55 
 

Iз таблицi 3.4 випливає, що зональнiй складовiй швидкостi 
вiтру в шарi 5 - 25 км (тропосфера i нижня стратосфера) 
притаманні 3 перiодичностi: рiчна - в першiй, рiчна i пiврiчна -  в  
другiй  головнiй компонентi. Амплiтуда  рiчної перiодичностi у 
першiй головнiй компонентi є досить великою (12,8 м/с).  Рiчна 



перiодичнiсть,  що  проявляється в  другiй  головнiй  компонентi 
має у 4 рази меншу амплiтуду нiж у першiй компонентi. Третя ж 
головна компонента включає широкий спектр періодичних 
коливань.  

В середнiй  i  верхнiй стратосферi (шар 25-55 км) перша 
головна компонента утримує річну i пiврiчну перiодичностi з 
дуже великими амплiтудами. Друга  i  третя  головнi компоненти 
характеризуються наявністю широких спектрiв перiодичних 
коливань.  У другiй головнiй компонентi крiм рiчної  
проявляються восьмимiсячна, чотирьохмiсячна перiодичностi, а 
також 2-3 мiсячнi і хвилi з перiодом 2-3 недiлi (хвилі Кельвіна).  
Останнi можуть бути вiднесеними до хвиль Кельвiна.  Цiкавим є 
той факт, що у третiй головнiй  компонентi  крiм  
перiодичностей,  що утримуються в другiй головнiй компонентi 
зональної складової швидкостi вiтру, проявляється 
квазiдвохрiчна перiодичнiсть.  Це свiдчить про те, що 
квазiдвохрiчна перiодичнiсть швидкостi вiтру є притаманною  
стратосферi не тiльки приекваторiальної зони, а i стратосферi 
середнiх широт. 

Наведений приклад показує, що компонентний аналiз  дає  
можливiсть провести ретельне дослiдження властивостей 
крупномасштабних складових загальної циркуляцiї атмосфери,  
виявити шляхом статистичного аналiзу  головних компонент 
швидкостi вiтру перiодичностi,  якi притаманнi швидкостi вiтру 
в тропосферi i стратосферi. 
 



 
4. РЕГРЕСIЙНI МОДЕЛI МЕТЕОРОЛОГIЧНОГО ПРОГНОЗУ 

 
 

4.1 Лiнiйна множинна регресiя. 
 
 

4.1.1 Рiвняння множинної лiнiйної регресiї. 
 
 

Ранiше вже розглядалося рiвняння лiнiйної регресiї вида 
baxxy +=)( , яке вiдбиває корреляцiйний зв'язок мiж двома 

випадковими величинами x  i y . Але у метеорологiї, дуже рiдко 
реалiзується зв'язок такої форми, оскiльки стан того чи iншого 
процесу, а також тiєї чи iншої метеорологiчної величини, що 
його вiдбиває, обумовлюється великою кiлькiстю впливаючих 
факторiв. Наприклад, при побудовi прогностичної моделi для 
прогнозу мiсячної кiлькостi опадiв у деякому пунктi на 
визначний термiн треба враховувати,  що опади обумовлюються, 
по-перше, полем атмосферного тиску бiля земної поверхнi над 
досить  великим районом,  по-друге,  вони залежать вiд 
структури термобаричних полiв на рядi рiвнiв вiльної 
атмосфери.  В число впливаючих факторiв  (предiкторiв) треба 
включити й деякi диференцiальнi характеристики 
метеорологiчних полiв, наприклад, адвекцiю тепла, адвекцiю 
вихору швидкостi вiтру i iншi. Характер циклонiчної дiяльностi, 
яка й обумовлює,  головним чином, iнтенсивнiсть опадiв, 
залежить у великiй  мiрi вiд тепловмiсту поверхневих вод 
Пiвнiчної Атлантики, особливо в їх частинi, що називається 
енергоактивними зонами океану. Великий вплив  здiйснює  
також  й положення границi морського льоду. Можна 
перелiчувати й iншi гiдрометеорологiчнi величини,  якi  можуть 
грати роль предiкторiв. 

Отже, якщо ранiше йшлося про вплив однiєї  випадкової 
величини 
на iншу,  то тепер необхiдно будувати математичну модель, яка 
б вiдбивала впливи множини  предiкторiв  на  величину,  що  



прогнозується (предiктант). У  якостi  такої статистичної моделi 
може бути лiнiйна модель множинної регресiї. 

Нехай предiктори й предiктант - центрованi випадковi 
величини 
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Тодi рiвняння лiнiйної регресiї має вид 
 
 

nnxbxbxby +++= ...2211 ,                               (4.1.2) 
 
де nbbb ,...,, 21  - коефiцiєнти (параметри) регресiї. 

Коефiцiєнти регресiї повиннi бути визначеними на основi 
статистичних сукупностей предiктанта i предiкторiв.  
Розглянемо метод визначення коефiцiєнтiв регресiї спочатку для 
рiвняння 
 
 

2211 xbxby += ,                                                       (4.1.3) 
 
 
а потiм отриманий результат розповсюдимо на рiвняння (4.1.2). 

Для визначення коефiцiєнтiв регресiї 1b , 2b  використаємо 
метод найменших квадратiв. Його метрика має вид 
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де m  - об'єм статистичних сукупностей. 
Необхiдною й достатньою умовою мiнiмуму цiєї метрики є 
умова 
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Пiдставимо до рiвнянь (4.1.5) метрику (4.1.4), отримаємо 
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                                                      (4.1.6) 
або 
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Система рiвнянь (4.1.7) називається системою нормальних 
рiвнянь. Вона є системою неоднорiдних лiнiйних алгебраїчних  



рiвнянь.  Оскiльки величини ix  i iy  - центрованi, то вiрними є 
спiввiдношення 
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Пiдставимо спiввiдношення  (4.1.8)  в  рiвняння (4.1.7).  
Пiсля очевидних спрощень будемо мати 
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Розв'язки цiєї системи алгебраїчних рiвнянь мають такий вид 
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Систему рiвнянь (4.1.9) можна записати у матричнiй 
формi 
 
 

yXyX RBR σσ =                                                      (4.1.12) 
 
 
де XR  - корреляцiйна матриця, σ  - дiагональна матриця 

середнiх квадратичних вiдхилiв, B  i yXR  стовпцi шуканих 
коефiцiєнтiв та корреляцiй мiж предiктантом i предiкторами 
вiдповiдно.  Покажемо  це на матрицях i векторах другого 
порядку. В координатнiй формi рiвняння (4.1.12) має вид 
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або пiсля виконання операцiй в лiвiй частинi останнього 
рiвняння, 
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         (4.1.13) 

 
 
Ураховуючи означення рiвностi двох векторiв,  приходимо  до  
системи рiвнянь (4.1.9). Ясно, що якщо матричне рiвняння 
(4.1.12) є тотожнiм системі (4.1.9),  то воно  вiдбиває  i  систему  
нормальних  рiвнянь будь-якого порядку 
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                                                      (4.1.14) 
 
 
В матричнiй формi розв'язок цiєї системи рiвнянь має вид 
 
 

yXXy RRB 11 −−= σσ ,                                              (4.1.15) 
 
 
де   11 }{;}{;}{ ××× === nyXyXnnXXXni iji

rRrRbB  



 
 

У практичнiй  реалiзацiї система рiвнянь (4.1.14) 
розв'язується одним з чисельних методiв, наприклад, методом 
Гаусса. 

В рiвняння  (4.1.2),  як  зазначалося,  змiннi  є 
центрованими. Пiдставляючи до нього величини (4.1.1),  пiсля  
простих  перетворень отримаємо 
 
 

nn XbXbXbbY ++++= ...22110  ,            (4.1.16) 
 
 
де 
 

)...( 22110 nn XbXbXbYb +++−=           (4.1.17) 
 
 
Вiльний член 0b , як випливає з рiвностi (4.1.17), характеризує ту 
частину середнього значення предiктанта,  котра вичерпується 
предiкторами. Вона у визначнiй мiрi характеризує адекватнiсть  
регресiйної прогностичної моделi. 

В деяких випадках виникає можливiсть будувати 
регресiйну модель на статистично незалежних предiкторах, коли  

,0=
ji XXr  ∀   nji ,1, = . Тодi в системi (4.1.17) 

залишаються дiагональнi члени,  i формули,  що визначають 
коефiцiєнти регресiї, значно спрощуються i мають вид: 
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                                                   (4.1.18) 

 
 
Прикладом такого випадку є побудова регресiї мiж  деякою  
метеорологiчною величиною y  та головними компонентами 
вектора предiкторiв 
 

kk zazazay +++= ...2211                              (4.1.19) 
 
дисперсiями яких, як зазначалося вище, є власнi значення 
матрицi ковариацiї iλ . Тодi коефiцiєнти iα  визначаються 
спiввiдношеннями 
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Головнi компоненти вектора предiкторiв розраховуються 
шляхом ортогонального перетворення вектора предiкторiв 
матрицею власних векторiв. 

Лiнiйнi регресiйнi моделi можна побудувати не тiльки для  
прогнозу метеорологiчних величин, а й для прогнозу полiв 
метеорологiчної характеристики y . Для цього формується 
матриця 
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Котра мiстить в собi m  полiв цiєї величини, що визначаються в 
n  точках поля. На основi матрицi ковариацiй 
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знаходиться матриця власних векторiв i вiдповiднi власнi 
значення  й знаходяться головнi компоненти поля,  що 
прогнозується. Прогностична модель утримує k  лiнiйних 
рiвнянь множинної регресiї, за допомогою яких розраховуються 
k  головних компонент поля величини y . Обернене 
ортогональне перетворення спрогнозованих головних компонент 
в базису власних векторiв дає прогностичне поле. 

4.1.2  Множинний коефiцiєнт корреляцiї. 
 
 



У регресiйному аналiзi важливу роль вiдiграє  множинний  
коефiцiєнт корреляцiї.  У  вiдмiнностi вiд парного коефiцiєнта 
корреляцiї вiн характеризує тiсноту лiнiйного корреляцiйного 
зв'язку не з одним а з  цiлою системою предiкторiв 

nxxx ,...,, 21 , тобто є мiрою адекватностi регресiйної 
прогностичної моделi. Для того, щоб обгрунтувати це,  а  також  
отримати алгоритм розрахунку множинного коефiцiєнта 
корреляцiї, розглянемо рiвняння регресiї виду 
 
 

2211 xbxby +=                                                  (4.1.23) 
 
Запишемо метрику найменших квадратiв 
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i розкриємо праву його частину. 
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Якщо провести групування членiв правої частини таким чином: 
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то прийдемо до формули 
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оскiльки останнi два члени,  як випливає з формул (4.1.17), 
дорiвнюють нулю. 

У рiвнянні (4.1.26) запровадимо формули (4.1.8). Будемо 
мати  
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Роздiлимо обидвi частини рiвностi (4.1.27) на загальний об'єм  
статистичної сукупностi m  i введемо позначення 
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Очевидно рiвнiсть  (4.1.28)  має  смисл  дисперсiї нев'язки 
рiвняння (4.1.29). Якщо його подiлити на дисперсiю предiктанта, 
то будемо мати вiдносну дисперсiю нев'язки прогностичного 
рiвняння 
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Отже, з урахуванням формул (4.1.28),  (4.1.29), (4.1.10) i (4.1.11), 
маємо 
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Величина 
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i характеризує тiсноту лiнiйного корреляцiйного зв'язку мiж  
предiктором y   i предiктантами 1x   i 2x . Її називають 
коефiцiєнтом множинної детермiнацiї. Корінь квадратний з цiєї 
величини 
 
 

2
2121 xxyxxy RR •• =                                               (4.1.32) 

 
 
є коефiцiєнт множинної корреляцiї. З формул (4.1.30)-(4.1.32) 
випливає, що 
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1 xxyxxy SR •• −=                                        (4.1.33) 

 
 
     Формула (4.1.33)  є  мiрою  адекватностi  прогностичної 

моделi. Дiйсно, 2
21xxyS •  характеризує ту частину предiктанта, 

котра не вичерпується моделлю. Чим вона менша, тим бiльш 

адекватною є  модель. Якщо припустити, що 02
21
=• xxyS  

(цього на практицi, звичайно, не буває), то модель тотожно 
вiдбиває процес, що моделюється. Але у цьому випадку 

1
21
=• xxyR .  Навпаки,  коли 22

21 yxxy σσ =• , 12
21
=• xxyS  

(такий прогноз називають випадковим), то 0
21
=• xxyR . Отже 

область змiни множинного коефiцiєнта корреляцiї є 
 
 

10
21
<< • xxyR                                                        (4.1.34) 



 
 
Таким чином,  чим бiльше значення множинного коефiцiєнта 
корреляцiї, тим бiльш обумовленою є ця статистична модель. 
Узагальнимо тепер отриманi результати на рiвняння,  що 
утримує n  предiкторiв. Для цього до корреляцiйної матрицi 
другого порядку, що вiдповiдає рiвнянню (4.1.23) додамо рядок 
й стовпець коефiцiєнтiв корреляцiї мiж  предiктантом i 
предiкторами 
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Таку матрицю називають розширеною. Її визначник 
дорiвнює 
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Перший співмножник правої частини рiвностi (4.1.36) є, 
очевидно, визначник матрицi  корреляцiї  xR .  Якщо на нього 
подiлити обидвi частини спiввiдношення (4.1.36), то будемо 
мати 
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Другий член правої частини рiвностi (4.1.37) є,  очевидно, 

множинний коефiцiєнт детермiнацiї  2
21xxyR • .  Тодi,  як  

свiдчить  рiвнiсть (4.1.33), лiва частина (4.1.37) дорiвнює 

вiдноснiй  залишковiй  дисперсiї 2
21xxyS • . Отже з урахуванням 

цього маємо 
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Поширюючи отриманий результат на n  предiкторiв, запишемо 
формулу для визначення множинного коефiцiєнта корреляцiї 
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Але тепер 
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розширена матриця для корреляцiйної матрицi xR   n -ого 
порядку. У цьому випадку 
 
 

2
...21

~

nxxxy
x

S
R
R

•=         (4.1.41) 

 
 
i рiвнiсть (4.1.39) можна записати так: 
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Множний коефiцiєнт корреляцiї 
nxxxyR ...21•   характеризує  

тiсноту корреляцiйного зв'язку   мiж  предiктантом  i  системою  
предiкторiв nxxx ,...,, 21 , тобто є мiрою адекватностi моделi 

метеорологiчного прогнозу ),...,,( 21 nxxxfy = ,  яка має 
вид лiнiйного рiвняння множинної регресiї. Чим вiн бiльший, 
тим бiльшою мiрою адекватностi характеризується 
прогностична модель. 



Оцiнити мiру адекватностi моделi можна й iншим шляхом,  
а  саме шляхом перевiрки  статистичної  гiпотези 0H  про те,  

що залишкова дисперсiя 2
...21 nxxxy•σ   значуще вiдрiзняється вiд 

дисперсiї   предiктанта. Якщо гiпотеза 0H  вiдхиляється, то це 
означає, що прогноз по моделi не вiдрiзняється вiд випадкового.  
Перевiрка гiпотези 0H  вiдбувається за критерiєм Фiшера, який 
формується таким чином: 
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де m  - об'єм вибiрок, n  - число предiкторiв, що включенi в 
модель, фy  i py  - фактичнi й розрахунковi значення 
предiктанта. 

Треба мати на увазi, що об'єм вибiрки повинен у 10 i 
бiльше разiв перевищувати число предiкторiв. 

Iз рiвностi (4.1.43) випливає,  що залишкова дисперсiя 
розташовується в  знаменнику. Гiпотеза 0H  не   вiдхиляється, 

коли ),,( 21 νναкрFF < , де 11 −= mν ;  

12 −−= nmν . 
Вiрогiднiсть прогнозу на основi регресiйної моделi  

перевiряють й за допомогою коефiцiєнта корреляцiї мiж 
фактичними та розрахунковими значеннями предiктанта.  Для 
цього використовують як  навчаючу, так i перевiрочну 
сукупностi предiктанта й предiкторiв. Ясно, що модель тим 



краще вiдповiдає величинi, що прогнозується, чим ближчим до 
одиницi є коефiцiєнт корреляцiї. 
 
 

4.2 Методи добору оптимального складу предiкторiв 
 
 

Створення самої регресiйної моделi  метеорологiчного  
прогнозу, тобто оцiнка коефiцiєнтiв nbbb ,...,, 21  рiвняння 
регресiї 
 
 

nnxbxbxby +++= ...2211                                 (4.2.1) 
 
 
є суто  статистичною  задачею,  якщо  визначенi предіктори й 
для них сформованi статистичнi сукупностi. Але для визначення 
складу предікторiв необхiдно,  наперед всього, розв'язати 
фiзичну задачу, тобто на основi наших знань про фiзику  
процесу  формування  метеорологiчної величини чи  поля  
фiзичного  параметру атмосфери що прогнозується, визначити 
склад впливаючих факторiв.  Всi вони складають множину 
потенцiйних предiкторiв. 

Може скластися враження,  що чим бiльше предікторiв 
буде враховано при  побудовi прогностичної моделi,  тим бiльш 
обумовленою вона буде й тим кращими будуть результати 
прогнозування. Але це далеко не так. Включення  до моделi 
великої кiлькостi предiкторiв збiльшує порядок матрицi 
корреляцiй. У зв'язку з тим, що серед потенцiйних предікторiв є 
визначна кiлькiсть пов'язаних мiж собою високими 
корреляцiйними зв'язками, матриця корреляцiй може стати 
погано обумовленою. Оскiльки її  елементами є статистичнi 
оцiнки корреляцiй,  котрi,  як вiдомо, отримують похибки,  то 
така властивiсть  матрицi  корреляцiй може привести  до значних 
похибок при оцiнках коефiцiєнтiв регресiї i, як наслiдок, до 
погiршення якостi прогностичної моделi. Щоб уникнути 



перелiчених проблем, iз множини потенцiйних предікторiв 
добирають тi, якi виявляються статистично значущими. Цю 
операцiю називають операцiєю "просiювання"   предiкторiв.  
Розглянемо  деякi  алгоритми "просiювання" предiкторiв. 
 
 

4.2.1  Просiювання предiкторiв за допомогою частинного 
коефiцiєнта корреляцiї 

 
 

4.2.1.1 Поняття про частинний коефiцiєнт корреляцiї. 
 
 

Ранiше ми розглядали парнi коефiцiєнти корреляцiї, якi 
визначали лiнiйний корреляцiйний зв'язок однiєї випадкової 
величини y  з якою-небудь другою.  При цьому ми вважали,  що 
на випадкову величину y  дiють  й  iншi випадковi величини.  
Але нас не цiкавило питання саме якi це величини.  В дiйсностi,  
предiктори, як правило, статистично зв'язанi  мiж  собою  i  при  
побудовi статистичних моделей цi зв'язки треба враховувати. Це 
можна здiйснити за допомогою частинних коефiцiєнтiв 
корреляцiї. Приведемо визначення частинного коефiцiєнта 
корреляцiї й розглянемо алгоритм його оцiнки.  Припустимо, що 
на випадкову величину y  дiють двi випадковi величини 1x  i 

2x . Частинним коефiцiєнтом корреляцiї мiж  випадковими  

величинами y  i 1x   
21 xyxr •  називають коефiцiєнт корреляцiї 

мiж ними при умовi, що вплив другої випадкової величини 2x  
на y   вже є врахованим. Таким же чином визначається 

частинний коефiцiєнт корреляцiї 
12 xyxr •  

Будемо вважати, що нам вiдома матриця корреляцiй 
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i вектор парних корреляцiй мiж y  i 1x  , та 2x  
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На їх основi сформуємо розширену матрицю корреляцiй 
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Як очевидно,  вона утворюється з матрицi xR  шляхом 
добавлення  до неї рядка та стовпця,  що складаються з 
координат вектора yR . На основi матрицi (4.2.4) розрахуємо 

мiнори  
ii yxyxx ДДR ,,  ( )2,1=i . Мiнори 

iyxД  

складаються  таким чином:  стовпець,  на  першому мiсцi 
котрого розташовується парна корреляцiя 

iyxr , переставляється 

на перше мiсце,  а на його мiсцi ставиться перший стовпець i, 
пiсля цього, викреслюють першi рядок i стовпець. Очевидно 
 
 



21211 xxyxyxyx rrrД −=                                            (4.2.5) 

 
 

21122 xxyxyxyx rrrД −=                                           (4.2.6) 

 
 
Означення мiнора 

1yxД  має такий смисл: це мiнор визначника 

R , який не утримує парної корреляцiї 
1yxr . Очевидно ми його 

будемо мати, якщо викреслимо iз мiнора R  рядок i стовпець, 
що утримують цю парну корреляцiю. Отже 
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Частиннi коефiцiєнти корреляцiї визначаються таким чином: 
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Виникає питання, яка суттєва iнформацiя утримується в 
частинних коефiцiєнтах корреляцiї?  Щоб  вiдповiсти на нього,  
розглянемо такий приклад. Нехай парнi коефiцiєнти корреляцiї 
мiж випадковими  величинами мають значення: 

70.0
1
=yxr ; 90.0

2
=yxr ; 80.0

21
=xxr . Що можна 

сказати про цi випадковi величини?  Звiсно те, що випадкова 
величина y  характеризується дуже тiсними корреляцiйними 

зв'язками i з величиною 1x , i з величиною 2x . Але треба 
звернути увагу на те,  що  двi  останнi випадковi величини теж 
зв'язанi дуже тiсним корреляцiйним зв'язком мiж собою.  Отже, 
щоб визначити яка з величин x  дiйсно чинить вплив на 
величину y , треба розрахувати частиннi коефiцiєнти корреляцiї 
за допомогою формул (4.52) i (4.53).  Розрахунки  дають такi їх 
значення: 08.0

21
−=•xyxr ; 79.0

12
=•xyxr . Таким чином 

ясно,  що в дiйсностi на випадкову величину y  чинить вплив 

випадкова величина 2x . Корреляцiйний зв'язок y  з величиною 

1x ,  якщо урахувати її зв'язок з величиною 2x , є не тiльки 
незначним, але навiть має зворотнiй характер. 

Поширюючи отриманий алгоритм розрахункiв частинних 
коефiцiєнтiв корреляцiї на n  змiнних, треба побудувати 
розширену матрицю 
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i на її основi визначити мiнори 

kk yxyxx ДДR ,,  

( )nk ,...,2,1=  за тими ж правилами,  як це було зроблено у 
попередньому випадку для матрицi третього порядку. 

Тодi 
 
 

 

k

k
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yxx
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Д
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  (4.2.12) 

 
 
мiнори 

kk yxyxx ДДR ,,  мають порядок n , матриця R  - 

порядок 1+n . 
Частиннi коефiцiєнти корреляцiї використовуються у ряду 

методiв об'єктивного добору предікторiв. Розглянемо деякi з 
них. 
 



 
4.2.1.2 Просiювання предiкторiв за методом включення. 

 
 

Метод включення основується на проведеннi ряду 
послiдовних операцiй, якi  полягають у розрахунках частинних 
коефiцiцєнтiв корреляцiй, що враховують на кожному кроцi  
вплив  нового  предіктора.  Для спрощення, запровадимо 
позначення  jyx rr

j 0= , ijxx rr
ji
=  i розширену матрицю 

корреляцiй позначимо таким чином: 
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На вiдмiнну  вiд  матрицi (4.2.11) розширення матрицi 
корреляцiй мiж потенцiальними предікторами ( )

nnijx rR
×

=  

вiдбулось шляхом добавлення рядка  i стовпця корреляцiй мiж 
предiктантом i предiкторами не на перших, як у матрицi (4.2.11), 
а на останнiх мiсцях. 

У якостi першого предiктора приймається той k  - тий 

предiктор iз множини jx   ( )nj ,1= всiх потенцiйних  
предiкторiв,  якому вiдповiдає найбiльше  значення парних 

коефiцiєнтiв корреляцiї за модулем: jjk rr 00 max= . Пiсля 

цього на основi матрицi (4.2.13) розраховується матриця 



частинних коефiцiєнтiв корреляцiї мiж предiктантом i 
предiкторами при умовi,  що вплив k  -  того  предiктора, 
якому приписується номер перший,  вже врахований. Ця 
матриця має такий вид: 
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Нема нiяких  труднощiв зрозумiти,  чому всi елементи першого 

рядка i першого стовпця, крiм першого елемента, матрицi ( )1R  
дорiвнюють нулю. Дiйсно,  наприклад, другий елемент першого 
рядка, як очевидно, є частинним коефiцiєнтом корреляцiї 1.12r . 

Якщо його розрахувати за формулою (4.2.10), в котрiй 1xy = , 
то отримуємо такий результат: 
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Оскiльки 111 =r , то  приходимо до невизначеності типу  
0
0

. 

Якщо здiйснити граничний перехiд в рiвностi (4.2.15), 
застосувавши правило Лопiталя, то будемо мати: 
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Таким же чином пояснюється рiвнiсть нулю й iнших членiв 

перших рядка i стовпця матрицi ( )1R . 
Пiсля цього  розглядаються  частиннi коефiцiєнти 

корреляцiї мiж предiктантом i предiкторами,  що мiстяться в 

останньому стовпцi (або рядку) матрицi ( )1R  й вибирається з 
них той, який за абсолютною величиною є найбiльшим.  
Вiдповiдаючий йому предiктор  включається  до складу 
предiкторiв,  що мають статистичну значущiсть,  i йому 
приписується номер другий. Пiсля цього розраховується 

матриця ( )2R , елементами якої  є частиннi коефiцiєнти 
корреляцiї при умовi,  що вплив першого i другого предiкторiв 
вже врахований.  Якщо вiдкинути перший рядок i стовпець 

матрицi (4.2.14), то матриця ( )2R  має такий вид: 
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                                                      (4.2.16) 
 
Третiй предiктор визначається шляхом порiвняння частинних 
корреляцiй мiж предiктантом i предiкторами, що утримуються в 
останньому стовпцi матрицi (4.2.16),  за зазначеним вище  
правилом.  Процедура  продовжується до тих пiр, доки на 
деякому 1+S  - ому етапi всi частиннi коефiцiєнти мiж 
предiктантом i предiкторами,  що залишилися, втрачають 
статистичну значущiсть.  Гiпотеза 0H  про статистичну 
незначущiсть цих частинних коефiцiєнтiв корреляцiї на рiвнi 
значущостi α  перевiряється за допомогою критерiю Стьюдента 
 
 

r

SSr
t

σ
...12).1(0 +=                                                        (4.2.17) 

 
 
Вона не вiдхиляється, якщо ),( ναtt < , де Sm −=ν . 
Отже, цi S  предiкторiв, що вийшли до складу статистично 
значущих, й являють собою основу при побудовi статистичних 
моделей метеорологiчного прогнозу. 

 
 
 

4.2.13  Просiювання предiкторiв за методом покрокової 



регресiї 
 
 

Цей метод отримав таку назву тому, що прогностичне 
рiвняння лiнiйної регресiї формується за допомогою деякої 
кiлькостi послiдовних крокiв. Основою  його  є  також  
використання частинних коефiцiєнтiв корреляції. 

Перш за все,  на основi статистичних сукупностей всiх n   
потенцiйних предiкторiв й предiктанта об'ємом m   
розраховується вектор парних коефiцiєнтiв корреляції мiж 
предiктантом i предiкторами 
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Проводиться аналiз координат цього вектора й визначається 
найбiльший з них за абсолютною величиною. Нехай, наприклад, 
це буде уkr . Зрозумiло, що  є всi пiдстави вважати,  що 

предiктор kx  значущим чином впливає на формування 
предiктанта, тобто його треба включити в склад оптимальних 
предiкторiв. Йому приписують номер перший )( 1xxk = , а 
iншi предiктори перенумеровують й переходять до виконання 
покрокової процедури. 
     1. За допомогою  методу  найменших  квадратiв  (МНК)  
знаходять оцiнку рiвняння регресiї предiктанта y  на перший 

предiктор 1x , тобто 



 
 

( ) ( )
1

1
1

1 xay =                                                              (4.2.19) 
 
 
(одиниця в дужках визначає номер кроку). 

Знаходять першi нев'язки 
 
 

( )1
1 iii yy −=ε ,   mi ,1=∀                                    (4.2.20) 

 
 

i далi розраховують коефiцiєнти корреляцiї ( )njr
jx ,2

1
=ε .               

Оскiльки величини i1ε  характеризують значення предiктанта, з 
яких вилучається вплив першого предiктора, то коефiцiєнти 
корреляцiї 

jxr
1ε

 мають сенс частинних коефiцiєнтiв корреляцiї.  

Далi проводиться аналiз всiх 1−n  отриманих коефiцiєнтiв 
корреляцiї i з них визначається найбiльший за абсолютною 
величиною. Нехай це буде sx  Тодi йому визначається номер 

другий ( )2xxs = ,  i вiн включається до складу оптимальних 
предiкторiв. Іншi предiктори знову перенумеровують й 
переходять до другого кроку. 
     2. За допомогою МНК будують рiвняння регресiї  предiктанта 
y  на предiктори 1x  i 2x  
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2 xaxay +=                                           (4.2.21) 
 
 
й визначають другi нев'язки 
 



 
( )2

2 iii yy −=ε ,                                                        (4.2.22) 
 
 
тобто вилучають зi значень предiктанта впливи предiкторiв 1x  i 

2x . Далi розраховують коефiцiєнти корреляцiї  

( )njr
jx ,3

2
=ε , аналiз котрих дає пiдставу для вибiру  

третього  предiктора 3x  i т.д. Процедура  триває до тих пiр,  

доки отриманi на деякому l  - тому кроку всi частиннi 
коефiцiєнти корреляцiї ( )njr

jx ,3
2

=ε  втрачають статистичну 

значущiсть.  Гiпотеза 0H  про це перевіряється за допомогою 
вiдомого критерiю Стьюдента,  який визначається таким же 
чином, як i в роздiлi 4.2.1.2. Треба мати на увазi, що регресійна 
модель створюється при умовi, що об'єми статистичних 
сукупностей  є досить великими,  що дає пiдставу вважати,  що 
розподiл коефiцiєнтiв корреляцiї близький до нормального. 

Отже, за методом покрокової регресiї ми вiдбираємо з n  
потенцiйних предiкторiв l  статистично значущих й  отримуємо  
лiнiйне рiвняння регресiї, яке при умовi, що всi змiннi спочатку 
центруються й нормуються на середнiй квадратичний вiдхил, 
має вид 
 
 

ll xaxaxay +++= ...2211                                (4.2.23) 
 
 
Разом з цим,  при виконаннi покрокової процедури на кожному 
кроку як допомiжний контролюючий параметр, розраховується 
вiдповiдний множинний коефiцiєнт корреляцiї. До речi, 
множинний коефiцiєнт корреляцiї може використовуватися й 
для вiдбору значущих предiкторiв. Розглянемо цей метод у 
наступному роздiлi. 



 
 

4.2.2 Вiдбiр статистично значущих предiкторiв на основi 
множинного коефiцiєнта корреляцiї 

 
 

Як i у попередньому методi, основою являється вектор 
парних коефiцiєнтiв корреляцiї (4.2.18) мiж предiктантом i 
предiкторами. Аналiз складових цього вектора дає можливiсть 
визначити той  предiктор, парний коефiцiєнт корреляцiї якого з 
предiктантом є найбiльшим за абсолютною величиною.  Вiн 
зараховується до складу оптимальних предiкторiв i йому 
приїдається номер перший. Останнi предiктори 
перенумеровуються. Пiсля цього розраховуються множиннi 
коефiцiєнти  кореляції ),...,3,2(

1. njR
jxxy = . Зрозумiло, що 

у якостi другого оптимального предiктора повинен виступати 
той s -тий предiктор, для якого  

jj xxyjxxy RR
11 .. max=  

),...,3,2( nj =  є найбільшим. Йому приписується номер 
другий, а iншi предiктори знову перенумеровуються.  Далi 
проводять розрахунки множинних коефiцiєнтiв корреляцiї 

( )njR
jxxxy ,3

21. =  i визначається той l - тий предiктор lx , 

для якого ( )njRR
jl xxxyjxxxy ,3max

2121 .. == . Вiн 

включається до складу оптимальних предiкторiв за номером 
третiм, а iншi предiктори перенумеровуються знову. Виникає 
питання, до яких же пiр треба продовжувати цю процедуру? 
Справа у тому, що з включенням нового предiктора до складу 
статистично значущих предiкторiв значення вiдповiдного 
множинного коефiцiєнта корреляцiї збiльшується,  i при 
включеннi деякого k  - того предiктора  вiн  переходить  у стан 
насичення. Характер зміни множинного коефiцiєнта корреляції 
на кожному кроку розрахункiв схематично зображується на рис.  
4.1. Стан насичення виникає тодi, коли гiпотеза 0H  про 



значущiсть розбiжностей мiж 
kxxxyR .... 21

 і 
121 .... +kk xxxxyR   

вiдхиляється. Перевiрка цiєї статистичної гiпотези проводиться 
за допомогою F  критерiя, який знаходиться за формулою 
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Зазначена гiпотеза   вiдхиляється,   коли    виконується  умова 

( )21,, νναкрFF < , де 11 −= kν , а  12 +−= kmν , 

α  - рiвень значущостi. Гiпотеза 0H  перевiряється пiсля 
кожного кроку розрахункiв множинних  коефiцiєнтiв  

корреляції.  Незначущiсть розбiжностей мiж 
kxxxyR .... 21

 i 

121 .... +kk xxxxyR  позначає що включення до складу факторiв 

прогностичної  моделi  предiктора 1+kx  не  приводить  до  
суттєвого зменшення остаточної дисперсiї порівняно з 
випадком,  коли модель будується на k  попередньо добраних 
предiкторiв. 
 



4.3 Система нелiнiйних рiвнянь регресiї iз зворотними 
зв'язками. 

 
 

4.3.1 Загальна постановка задачi. 
 
 

Застосування у всiх випадках лiнiйної прогностичної 
моделi навряд чи можна вважати обгрунтованим.  Звичайно,  
використання у прогностичнiй моделi полiнома першого степеня 
у певнiй мiрi виправдане тим,  що обчислення коефiцiєнтiв 
апроксимуючого полiнома за допомогою методу найменших 
квадратiв бiльш високих степенiв  поєднано  з великими 
обчислювальними труднощами. Але цi труднощi можна 
подолати, якщо для побудови полiномiв бiльш високих степенiв 
використати метод імовірносної апроксимацiї. 

Статистичнi моделi метеорологiчних прогнозiв 
розробляються  для передобчислювання ряду елементiв погоди. 
Вони, по-перше, мають, взагалi кажучи,  загальнi предiктори i, 
по-друге, статистично пов'язанi мiж собою.  Якщо необхiдно за 
допомогою статистичних моделей скласти прогноз зв'язаних 
одне з одним комплексу метеорологiчних величин або вивчити 
особливостi  взаємодiї елементiв певного метеорологiчного 
явища, то цi цiлi можуть бути досягнутими на основi системи 
апроксимуючих полiномiв зi зворотнiми зв'язками. 

Для побудови такої математичної моделi треба: 
     а) визначити  вид апроксимуючих полiномiв для системи 
предiкторiв, тобто структуру моделi; 
     б) знайти коефiцiєнти апроксимуючих полiномiв для системи 
предiктантiв, тобто характеристики моделi; 
     в) оцiнити ступiнь адекватностi моделi. 

Перелiченi задачi є задачами проблеми iдентифiкацiї у  
широкому смислi оператора прогностичної або еволюцiйної 
системи. 

У якостi вихiдної статистичної моделi розглянемо систему 
iз k  рiвнянь регресiї третього порядку 
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Останнiй член рiвняння (4.3.1) характеризує внесок зворотнiх  
зв'язкiв мiж предiктантами (вихідними параметрами моделi).  
Полiноми вище третього степеня як правило не вживаються,  
оскiльки вони не  приводять до суттєвого уточнення,  але значно 
збiльшують об'єми розрахункiв. 

Будемо вважати,  що предiктори є ортогональними,  
мають нульове математичне сподiвання,  одиничну дисперсiю,  
тобто є центрованими i нормованими, i мають нормальний 
розподiл,  а параметри на виходi моделi - центрованi  i  
нормованi. Цi припущення не являють собою суттєвi обмеження,  
оскiльки  iснує ряд процедур ортогоналiзацiї випадкових 
величин. Однiєю з них є процедура  компонентного  аналiзу, яка 
докладно розглядалася у роздiлi 3. Вимога про нормальний 
розподiл випадкових величин є звичайною у регресiйному 
аналiзi, а також у багатьох iнших методах багатовимiрного 
статистичного аналiзу. Система рiвнянь (4.1.1) є первiсною у 
тому смислi, що у подальшому структура її  рiвнянь  буде  
уточнюватися.  Це вiдноситься як до степенiв предiкторiв, так i 
до їх перелiку.  Спочатку ж  будемо  вважати,  що кожний 
предiктант  системи  (4.1.1) обумовлюється однаковим складом 
предiкторiв. 
 
 
 



4.3.2 Система твiрних функцiй. 
 
 

Нехай у наявностi є статистичнi сукупностi предiкторiв 
( )mixi ,1=  i предiктантiв ( )klyl ,1= , котрi мають 

властивостi, що визначенi вище.  Задача полягає  у  тому,  що  
треба  визначити  коефiцiєнт ijsiji aaaa ,,,0  i 1−k  

коефiцiєнтів να , для кожного l  того полiнома ( )kl ,1=  
системи рiвнянь (4.1.1). Для вирiшення цiєї задачi  будемо 
використовувати метод імовірносної апроксимацiї. Суть цього 
методу полягає у такому. 

Нехай на множеннi X  визначенi випадковi функцiї 
( )xy , якi апроксимуються полiномами (4.1.1).  Похибка 

апроксимацiї функцiї ( )xyl  визначається рівністю: 
 
 

( ) ( ) ( )xyxyx lll ˆ−=ε                                            (4.3.2) 
 
 
Дисперсiя похибки lε  дорiвнює 
 

( )22
llД εεε −= ,                                                     (4.3.3) 

 
де 
 

 ( )][ xM ll εε =  
 
     - визначає операцiю математичного сподiвання. 

Визначимо коефiцiєнти полiнома (4.1.1) при умовi 
мiнiмуму  дисперсiї похибки апроксимацiї. Її очевидно, можна 
досягнути за допомогою системи рiвнянь: 
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В рiвняннях (4.3.4) i далi iндекс l  тимчасово пропускається. 
Якщо врахувати спiввiдношення (4.3.3), то систему (4.3.4) 
можна переписати таким чином: 
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  (4.3.5) 
 

Беручи до уваги рівність (4.3.5), знайдемо 
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Отже, перше рiвняння системи (4.3.5) перетворюється у 
тотожнiсть 
 

 022 =+− εε  



Це свiдчить про те,  що умова для визначення коефiцiєнта 0a  є 
вiдсутньою. Тому використаємо ще одну умову: 
 

0=ε                                        (4.3.6) 
 
Рiвнiсть (4.3.6)  разом  з системою (4.3.5) визначає,  що ми 
бажаємо мати такi коефiцiєнти апроксимуючого  полiному  
(4.3.1),  якi  дають нульову середню  похибку  апроксимацiї при 
мiнiмальнiй дисперсiї похибки. У цьому й полягає метод 
імовірносної апроксимацiї. 

За отриманими результатами,  сформульованi вище умови 
приводять до такої системи рiвнянь: 
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Звернемося, спочатку, до похiдної 
pдa

д 2ε
. Очевидно, 
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Іншi похiднi в рiвняннях (4.3.8) розраховуються аналогiчно. 
Вiдновимо iндекс l  i застосуємо такi позначення: 
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Диференціювання рiвнянь (4.3.1) по їх коефiцiєнтах дає: 
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                                                      (4.3.10) 
 
Отже, враховуючи (4.3.10), а також (4.3.9), умови (4.3.7) можна  
переписати таким чином: 
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                                                   (4.3.11) 
 
 
Лiвi частини  рiвностей  (4.3.11),  як  свiдчить  система  
рiвностей (4.3.9), не залежать вiд виду апроксимуючого 
полiнома, а визначаються значеннями змiнної y , що складають 
статистичну сукупнiсть цiєї випадкової величини,  i законом 
розподiлу випадкового вектора X . Як було зазначено вище,  
будемо вважати,  що всi компоненти  вектора предiкторiв X  



пiдпорядковуються нормальному закону з нульовими 
математичними сподiваннями та одиничними дисперсiями. 

Пiдставимо у  правi  частини системи (4.3.11) рiвняння 
(4.3.1). Тодi, враховуючи властивостi компонент вектора X  i 
випадкових величин ly , отримаємо систему твiрних функцiй. 
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                                                      (4.3.16) 
 
 
 
Функцiї (4.3.12) - (4.3.16) дають  можливiсть  отримати  
коефiцiєнти рiвнянь (4.3.1). 
 
 
 
 



4.3.3 Коефiцiєнти системи полiномiв першого степеня. 
 
 
     Система рiвнянь першого степеня, очевидно, має такий вид: 
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З урахуванням  зазначених вище властивостей предiктантiв i 
предiкторiв для системи рiвнянь регресiї (4.3.17) твiрнi функцiї 
стають  такими: 
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Оскiльки ippi xxM δ=],[  - символ Кронекера (нагадаємо, 
що розглядається ортонормована система предiкторiв), то з 



урахуванням рiвностей (4.3.8)  друге рiвняння системи (4.3.18) 
дає спiввiдношення,  що визначає коефiцiєнти 
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Коефiцiєнти зворотнього зв'язку ( )l
να ,  що входять як в рiвнiсть 

(4.3.19), так  i в систему рiвнянь (4.3.17) безпосередньо,  
визначаються третьою твiрною функцiєю системи (4.3.18). 

Пiдставляючи до неї значення ( )l
να  iз (4.3.19), будемо мати: 
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або пiсля елементарних перетворень 
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                                                      (4.3.20) 
 
 
Позначимо 
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Тодi рiвнiсть (4.3.20) приймає вид: 
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що являє собою систему ( )1−k  лiнiйних рiвнянь вiдносно 

невiдомих ( )l
να . Запишемо її в матричнiй формi 

 
( ) ( ) ( )lll BA =α ,                                                        (4.3.24) 

 
де 
 

( ) ( )
( ) ( )1,1}{ −−= kk

ll AA µν                                           (4.3.25) 
 



квадратна матриця порядку ( )1−k , що утворюється iз k  - 
вимiрної матрицi шляхом вилучення рядка i стовпця з номером 

l  ; ( )lα  i ( )lB  - вектори 
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З рiвняння (4.3.21) випливає, що матрицi ( )lA  є симетричними. 



Якщо ( ) 0≠lA , то вектор шуканих коефiцiєнтiв (4.3.26) 

визначається однозначно 
 
 

( ) ( ) ( )lll BA
1−

=α                                                     (4.3.28) 
 
 

Пiсля цього стає можливим визначення коефiцiєнтiв l
pa  за 

формулою (4.3.19) i побудувати полiноми (4.3.17) для всiх 
значень  l . 
 
 

4.3.4 Коефiцiєнти системи полiномiв другого степеня 
 
 

Звернемося тепер до системи полiномiв другого степеня 
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Твiрнi функцiї дають для системи (4.3.29) такi рiвняння,  за 
допомогою котрих можна розрахувати всi коефiцiєнти 
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i
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З властивостей величин ix  виходить, що 
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Тодi маючи на увазi (4.3.9) i (4.3.34),  iз рiвнянь  (4.30)-(4.3.34) 
отримаємо: 
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Як видно,  коефiцiєнти (4.3.35)-(4.3.38) залежать  вiд  

коефiцiєнтiв ( )l
να .  Отже,  задача  побудови  полiномiв  (4.3.29) 

буде остаточно розв'язаною, якщо будуть вiдомi коефiцiєнти 

зворотнього зв'язку ( )l
να . Для їх визначення, як i у випадку 

полiномiв першого степеня, пiдставимо у праву частину 
рiвняння (4.3.33) рiвняння (4.3.36)-(4.3.38). З урахуванням (4.3.9) 
пiсля деяких перетворень будемо мати: 
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Позначимо 
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Це дає можливiсть рiвнiсть (4.3.39) переписати таким чином: 
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Ми знову прийшли для кожного l  до системи лiнiйних 
алгебраїчних рiвнянь типу (4.3.24), розв'язком якої є вектор 

(4.3.26) шуканих коефiцiєнтiв зворотнього зв'язку ( )l
να .  

Структура  матриць  коефiцiєнтiв цих систем аналогiчна 
структурi матриць (4.25), але елементи матриць тепер 
розраховуються за формулою (4.3.40).  Пiсля визначення 



коефiцiєнтiв ( )l
να  формули (4.3.35)-(4.3.38) дають можливiсть 

отримати всi коефiцiєнти системи полiномiв (4.3.29). 
 
 

4.3.5 Коефiцiєнти системи полiномiв третього степеня 
 
 

Нехай маємо,  нарештi,  систему  полiномiв  третього 
степеня зi зворотнiми зв'язками 
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Для визначення  коефiцiєнтiв системи (4.3.43) необхiдно 
використовувати всi твiрнi функцiї (4.3.12)-(4.3.16).  Маючи на  
увазi  систему (4.3.9), iз рiвняння (4.3.12) i (4.3.14) вiдповiдно 
отримуємо 
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Цi формули повнiстю спiвпадають з вiдповiдними формулами 
для полiномiв другого порядку. З перелiчених вище  
властивостей  предiкторiв випливає, що 
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Ураховуючи (4.3.47), знайдемо iншi коефiцiєнти системи 

(4.3.43). Щоб визначити коефiцiєнти ( )l
pa , використуємо функцiї 

(4.3.13). Будемо мати: 
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Очевидно, коефiцiєнти ( )l
pa  залежать вiд коефiцiєнтiв при 

третьому степенi змiнних у рiвняннях регресiї.  Iз функцiй 
(4.3.15) цi коефiцiєнти визначаються. Маємо 
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Якщо, розв'язати рiвняння (4.3.48)-(4.3.51) разом  i  знайти  

коефiцiєнти ( )l
psra  з рiвняння (4.3.52), то будемо мати: 
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Тепер з'являється  можливiсть  отримати остаточну формулу для 

коефiцiєнтiв ( )l
pa . Пiсля деяких перетворень отримаємо: 
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                                                      (4.3.57) 
Як i для двох випадкiв,  що попередньо розглядалися, всi 
коефiцiєнти рiвнянь (4.3.43) окрiм вiльного  члена,  залежать  вiд  
коефiцiєнтiв зворотних зв'язкiв.  Визначення останнiх завершує 
рiшення задачi побудови системи полiномiв третього степеня. 

Щоб визначити коефiцiєнти ( )l
να  необхiдно,  як  i  в  попереднiх 

випадках,  використати твiрну функцiю (4.3.16).  Пiдставляючи 

до правої  частини  значення  коефiцiєнтiв ( ) ( ) ( )l
psr

l
ps

l
p aaa ,,  iз    

формул    (4.3.44)-(4.3.46), (4.3.53)-(4.3.57), з урахуванням 
рiвнянь (4.3.9) пiсля деяких перетворень знову приходимо до 
системи рiвнянь виду: 
 

( ) ( )

( )

( )lk
ll BA

l

µ
ν

νµν

ν

α =∑
≠
=1

   ( )lk ≠= µµ ;,1  ,   (4.3.58) 

 
або в матричнiй формi 
 

( ) ( ) ( )lll BA =α ,                                                        (4.3.59) 
 

яка вже  розглядалася  вище. Вектор ( )lα   визначається   

рівністю (4.3.26), а елементи матрицi ( )lA i вектора вiльних 

членiв ( )lB  такими формулами: 
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Таким чином,  i  для  полiномiв  третього  степеня   

визначення ( )1−k  коефiцiєнтiв ( )laν  зводиться до розв'язкiв 
систем лiнiйних неоднорiдних алгебраїчних рiвнянь,  
коефiцiєнти при невiдомих в яких i вiльнi члени розраховуються 
по отриманих формулах. 
 
 

     4.4 Статистичний аналiз регресійних моделей 
 
 

Слiдуючим кроком, який треба зробити пiсля отримання 
параметрiв регресiйної моделi,  це статистичний аналiз  рiвнянь  
регресiї.  Вiн складається з таких етапів: 
     а) перевiрка гiпотези про статистичну  значущiсть оцiнок  
параметрiв моделi; 
     б) перевiрка гiпотези про адекватнiсть i iнформативнiсть  
моделi. 
 Зупинимося, наперед всього, на перший з перелiчених задач. 
 
 

4.4.1 Перевiрка гiпотези про статистичну значущiсть 
параметрiв лiнiйної регресiйної моделi 

 
 

Як зазначалося  вище,  на основi МНК вектор оцiнок 
коефiцiєнтiв лiнiйної множинної регресiї визначається 
матричним рiвнянням 
 
 

xyxy RRB 11 −−= σσ                                                   (4.4.1) 
 
 
Але можна показати,  що для цього можна використати  й  
еквiвалентне рiвняння 
 
 



XYFB 1−=                                                              (4.4.2) 
 
 

де 'XXF =  - iнформацiйна матриця Фiшера, X  - матриця 
порядку mn×  центрованих значень предiкторiв, Y  - стовпець 
центрованих значень предiктанта. З iншого боку 
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В рiвностi (4.4.3) ( )ib2σ  - дисперсiя i -того коефiцiєнта 

регресiї, а 
jibbK  - коварiацiя вiдповiдних коефiцiєнтiв.  Отже,  

як очевидно, дiагональнi елементи матрицi  
дорiвнюють C  
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Звiдки 
 
 

( ) yiii Cb σσ =                                                        (4.4.5) 
 
 
 
Можна показати, крiм того, що 
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В рiвностi (4.4.6) m  - об'єм вибiрок, yσ  - середнiй 
квадратичний вiдхил предiктанта, σ  - дiагональна  матриця  
середнiх квадратичних вiдхилiв   предiкторiв.  Компануючи  
рiвностi  (4.4.2), (4.4.3) i (4.4.6), маємо 
 
 



xyy RCmB σσ=                                                       (4.4.7) 
 
 
Якщо звернутися тепер до рiвняння (4.4.1), то видно, що 
 
 

xyyy RCm 1−= σσσσ  ,                                         (4.4.8) 
 
 
звiдки 
 
 

1111 −−−= σσ xR
m

C                                                  (4.4.9) 

 
 
 

Розраховуючи обернену матрицю 1−
xR , можна легко знайти iiC  

( )ni ,1= дiагональнi елементи  матрицi  (4.4.9),  а  за   

допомогою формули (4.4.5), змiнюючи yσ  на середнiй 

квадратичний вiдхил вiдтворюванностi yS ˆ  (про нього докладно 
буде йтись нижче), i оцiнку середнього квадратичного вiдхилу 
коефiцiєнтiв регресiї 
 
 

( ) yiii SCbS ˆ=                                                       (4.4.10) 
 
 
Тепер можна побудувати довiрчий iнтервал для коефiцiєнтiв 
регресiї  
 



( ) ⎟
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⎜
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⎛=∆ lкрii ftbSb ,

2
α

,                                      (4.4.11) 

де крt  - критерiй Стьюдента для рiвня значущостi  
2
α

  i числа 

степенів волi nmfl −= , де n  - число коефiцiєнтiв регресiї. 

Гiпотеза 0H  про статистичну значущість коефiцiєнта 
регресiї не вiдхиляється, якщо 
 

ii bb ∆>                                                                    (4.4.12) 
 
При цьому треба переконатися, що коефiцiєнти корреляцiї 
 

( ) ( )ji

bb
bjb bb

K
r ji

i σσ
=  ,                                              (4.4.13) 

 
якi не складно отримати на основi недiагональних  елементiв  
матрицi C , близькi до нуля, тобто що параметри моделi 
некоррельованi. 

Оцiнка статистичної значущостi коефiцiєнтiв регресiї 
може  проводитися за допомогою критерiю Стьюдента 
 

 

ib

i

S
b

t =  

 
Середній квадратичнi вiдхили коефiцiєнтiв регресiї 
визначаються  формулою (4.4.10).  Гiпотеза  про  статистичну  
значущiсть коефiцiєнтiв регресiї не вiдхиляється,  коли 

( )να ,крtt > . Але вилучати тi коефiцiєнти регресiї, для  яких 
ця нерiвнiсть не виконується,  або не виконується нерiвнiсть 



(4.4.12), треба дуже обережно. Може статися, що вилучення їх 
приведе до зниження iнформативностi моделi. Щоб уникнути 
цiєї ситуацiї, треба включити в модель й тi  коефiцiєнти  регресiї,  
для  яких критерiй Стьюдента не дуже вiдрiзняється вiд 
критичного значення. 

Члени рiвняння  регресiї,  для  коефiцiєнтiв  яких   
нерiвнiсть (4.4.12) не виконується, вилучаються з рiвняння 
регресiї. 
 
 

4.4.2 Аналiз статистичної значущостi коефiцiєнтiв системи 
рiвнянь множинної нелiнiйної регресiї. 

 
 

У всiх наведених вище викладках,  якi вiдносяться  до  
побудови рiвнянь нелiнiйної регресiї зi зворотнiми зв'язками,  
вважалося,  що вектори предiкторiв X  в k  рiвняннях регресiї, 
що складають систему (4.3.1), мають одне й те ж число 

компонент  ix  ( )ni ,1= . У дiйсностi кожний предiктант, що 

описується l  - тим рiвнянням системи (4.3.1), може мати рiзну 
кiлькiсть предiкторiв, якi взагалi кажучи, мають i рiзну фiзичну 
природу.  Однак цi обставини не накладають яких-небудь 
обмежень на загальнiсть отриманих результатiв. Дiйсно, всi 
коефiцiєнти рiвнянь системи залежать тiльки вiд оцiнок  
моментiв, якi  можна  розрахувати  на  основi статистичних 
сукупностей предiкторiв i предiктанта,  тобто вони знаходяться 
незалежно.  Таким чином результати, що отриманi для одного iз 
рiвнянь системи (4.3.1), не чинять нiякого впливу на коефiцiєнти 
iнших рiвнянь.  Бiльш  того, зовсiм не обов'язково, щоб рiвняння 
системи мали однакову структуру. Навпаки, задача полягає в 
тому,  щоб  шляхом  статистичного  аналiзу рiвнянь системи  
(4.3.1)  здiйснити  вибiр  їх  найбiльш  прийнятної структури. 

Першим етапом аналізу структури системи прогностичних 
рiвнянь є оцiнка значущостi предiкторiв з точки зору  внеску  їх  
в  дисперсiю предiктанта, що обумовлюється дiєю всiєї 
сукупностi предiкторiв. Щоб отримати потрiбнi для цього 



рiвняння, знайдемо дисперсiю предiктанта lŷ . Це можна 
зробити, застосовуючи вiдому рiвнiсть 

 

( )22 ]ˆ[]ˆ[]ˆ[ lll yMyMyД −=                          (4.4.14) 
 
Для спрощення  викладок,  проведемо їх для полiнома першого 
степеня. Для полiномiв бiльш високих степенiв  запишемо  
кiнцевi  результати. Пiднесемо до  квадрату рiвнiсть (4.4.17) i 
застосуємо операцiю математичного сподiвання. Будемо мати: 
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                                                      (4.4.15) 
 
 
Рiвнiсть (4.4.15),  якщо врахувати властивостi предiктанта i 
предiкторiв, що  розглядалися вище,  а також систему (4.4.9),  
буде мати такий вид: 
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                                                      (4.4.16) 
 
Пiдставимо тепер замiсть суми по iндексу ν  у передостанньому 
членi правої частини (4.4.16) її значення iз рiвняння  (4.3.19).  
Пiсля деяких перетворень отримаємо: 
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                                                      (4.3.17) 
 
 
 
Другий член рiвностi  (4.4.14)  знаходиться  просто.  З  
урахуванням властивостей предiкторiв i предiктанта вiн 
дорiвнює 
 

( ) 0]ˆ[ 0 == ll ayM  ,                                               (4.4.18) 



 

оскiльки для полiномiв першого степеня ( ) 00 ≡la . Отже 
дисперсiя предiктанта дорiвнює: 
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                                                      (4.4.19) 
 
Iз рiвняння (4.4.19) впливає, що вона складається з двох частин: 

( ) ]ˆ[1
lx yД  - частини, що обумовлюється впливами  предiкторiв,  

i ( ) ]ˆ[1
ly yД  - частини,  що обумовлюється  дiєю  зворотнiх  

зв'язкiв. Очевидно 
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З формули (4.4.20) видно, що її структура дає змогу визначити 
внесок кожного предiктора в дисперсiю,  що обумовлюється 
впливами всiх предiкторiв. Вiн очевидно дорiвнює: 
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Таким чином, 
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Аналогiчно 
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де 
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характеризує внесок s  - того зворотнього зв'язку в дисперсiю,  
що обумовлюється впливами всiх зворотнiх зв'язкiв.  Рiвняння 
(4.4.24) i (4.4.25) залишаються незмiнними для  полiномiв  
другого  i  третього степенiв, а величини ( )lp yχ  визначаються 
рiвняннями: 
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для полiномiв другого степеня; 
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                                                      (4.4.27) 



для полiномiв третього степеня. 
Тепер можна  перевiрити  гiпотезу про незначущiсть внеску 
перших s  предiкторiв, якщо розрахувати )ˆ(

l
ypχ  i 

розташувати їх у порядку збiльшення. Гiпотеза 0H  
формулюється так:  дисперсiя,  що обумовлюється внесками 
останнiх tm −  - предiкторiв на рiвнi α  значуще розрiзняється 
вiд дисперсiї, що обумовлюється дiєю всiх предiкторiв. Для 
цього застосовується критерiю Фiшера 
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Гiпотеза не вiдхиляється, якщо  
)](;;[ tmNmNFF кр −−−> α . Таким же чином 

перевiряється гiпотеза про значущiсть внеску  кожного 
зворотнього зв'язку. 

Отриманi результати дають можливiсть вирiшити задачу i 
про статистичну значущiсть  членiв  нелiнiйних рiвнянь регресiї,  
якi мають другу i третю степенi. Це можна зробити шляхом 
порiвняння Фiшера 
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З критичним значенням  ( )];;[ kmNmNFкр −−−α , де 

k  - кiлькiсть членiв другого чи третього порядкiв, якi не роблять 



суттєвого внеску в дисперсiю, що обумовлюється впливом p  - 
того предiктора. 

Дослiдження впливу нелiнiйностей i предiкторiв, 
звичайно, треба починати з рiвнянь, що отримують бiльш 
високий степінь змiнних. 
 
 

4.4.3  Перевiрка гiпотез про адекватнiсть та 
 iнформативнiсть регресiйних моделей 

 
 

Перевiрка гiпотези 0H  про  адекватнiсть моделей 

виконується шляхом порiвняння дисперсiй неадекватностi 2
надS  

i вiдтворюванностi 2
ŷS . Перша з них розраховується за 

допомогою рiвняння:    
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де jy  - значення предiктанта iз вихiдної сукупностi, jŷ  - 
значення предiктанта,  що вiдтворюється за рiвнянням  регресiї, 

1N  - число чисельних експериментiв з моделлю, m  - число 
параметрiв у моделi. 

Дисперсiя вiдтворюванностi 2
ŷS  - це є дисперсiя нев'язки 

рiвняння, яка вже розглядалася у роздiлi 4.1.2. Вона 
визначається рiвнянням: 
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де N  - об'єм вихiдної сукупностi предiктанта.  Гiпотеза про 
адекватнiсть моделi перевiряється за допомогою критерiю 
Фiшера,  що розраховується за формулою: 
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Модель вважається адекватною, якщо 
 
 ]1;;[ −−≤ NkNFF крp α  
 

Гiпотеза про iнформативнiсть моделi перевiряється 
шляхом порiвняння дисперсiї предiктора 
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iз дисперсiєю вiдтворюванностi також за допомогою критерiю 
Фiшера 
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Якщо ]1;1;[ −−> NNFF крR α , то модель, що 
дослiджується, описує результати прогнозування краще, нiж 
просте середнє значення предiктанта, тобто модель 
iнформативна.  На практицi висувається  бiльш жорстка вимога.  
Вважають  наприклад,  що  модель  має передбачальну 
властивiсть, тобто є iнформативною, якщо крR FF 5,1≥ . 

Мiрою корисностi є також множинний коефiцiєнт корреляцiї R  

або множинний коефiцiєнт детермiнацiї 2R , оскiльки 
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     Наближення коефiцiєнта множинної корреляцiї до одиницi  
свiдчить про задовiльну iнформативнiсть моделi. Навпаки, якщо 
вiн наближається до нуля, це свiдчить про вiдсутнiсть корреляцiї 
мiж предiктантом i всiма предiкторами, тобто про 
неiнформативнiсть побудованої моделi. 
 
 

4.5  Приклади застосування регресiйних моделей. 
 
 

Спочатку розглянемо приклад, що iлюструє процес 
побудови лiнiйного рiвняння регресiї як моделi прогнозу 
концентрацiї 2SO  для одного з районiв Одеси. У якостi 
предiкторiв були розглянутi 30 характеристик стану 
пограничного шару атмосфери,  якi впливають на формування 
полiв  концентрацiї  iнгредiєнта.  Методом "включення"    
(роздiл 4.2.1.2) було визначено дев’ять таких найбiльш значущих 
предiкторiв: середня концентрацiя 2SO  за попередню добу 
(предiктор  №1), температура повiтря (предiктор №2), напрямок 



вiтру (предiктор №3), швидкiсть  вiтру (предiктор №4),  вiдносна 
вологiсть повiтря (предiктор №5), верхня границя приземної 
iнверсiї (предiктор №6), нижня границя припiднятої  iнверсiї  
(предiктор №7), верхня її границя (предiктор №8), вертикальний 
градiєнт температури повiтря в пограничному шарi (предiктор 
№9). Перелiк цих метеорологiчних  величин характеризує 
перенос i турбулентну дифузiю домiшок в приземному шарi 
атмосфери. 

Оскiльки термiн прогнозу дорiвнював 12 годин,  то всi 
предiктори, окрiм  першого,  добиралися за попереднiй 
дванадцяти годинний термiн. Вектор корреляцiй мiж 
предiктантом y  i перелiченими предiкторами X  має такий вид: 
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Лiнiйне рiвняння регресiї будувалося за допомогою 

метода покрокової регресiї (роздiл 4.2.1.3).  Нижче наводяться 
результати вiдповiдного iтерацiйного процесу 
     1) Крок 1-й 



        Вiльний член    b0 = 5,527 * 10-12 

        Коефiцiєнти регресiї 
 b1 = 0,837,  коефiцiєнт Стьюдента t = 8,79.  Предiктор 1 
Множинний коефiцiєнт корреляцiї R = 0,837. 
     2) Крок 2-й 
        Вiльний член b0 = 5,380 * 10-12 

        Коефiцiєнт регресiї 
b1 = 0,847, коефiцiєнт Стьюдента t = 9,19 Предiктор 1 
b2 = 0,148, коефiцiєнт Стьюдента t = 1,50 Предiктор 8 
Множинний коефiцiєнт корреляцiї R = 0,848 
     3) Крок 3 
        Вiльний член b0 = 5,32 * 10-12 

        Коефiцiєнти регресiї 
b1 = 0,872, коефiцiєнт Стьюдента t = 9,81 Предiктор 1 
b2 = 0,173, коефiцiєнт Стьюдента t = 1,80 Предiктор 8 
b3 = 0,145, коефiцiєнт Стьюдента t = 1,64 Предiктор 2 
Множинний коефiцiєнт корреляцiї R = 0,860. 
     4) Крок 4 
        Вiльний член b0 = 5,33 * 10-12 

        Коефiцiєнт регресiї 
b1 = 0,867, коефiцiєнт Стьюдента t = 9,92 Предiктор 1 
b2 = 0,199, коефiцiєнт Стьюдента t = 2,11 Предiктор 8 
b3 = 0,116, коефiцiєнт Стьюдента t = 1,33 Предiктор 2 
b4 = -0,099, коефiцiєнт Стьюдента t = 1,29 Предiктор 9 
Множинний коефiцiєнт корреляцiї R = 0,865 
     5) Крок 5 
        Вiльний член b0 = 5,74 * 10-12 

        Коефiцiєнт регресiї 
b1 = 0,826, коефiцiєнт Стьюдента t = 9,53 Предiктор 1 
b2 = 0,197, коефiцiєнт Стьюдента t = 2,10 Предiктор 8 
b3 = 0,103, коефiцiєнт Стьюдента t = 1,19 Предiктор 2 
 b4 = - 0,086, коефiцiєнт Стьюдента t = 0,99 Предiктор 9 
 
 b5 = 0,079, коефiцiєнт Стьюдента t =0,91 Предiктор 5 
 Множинний коефiцiєнт корреляцiї R = 0,867 
     6) Крок 6 
        Вiльний член b0 = - 6,075 * 10-12 



        Коефiцiєнти регресiї 
b1 = 0,826, коефiцiєнт Стьюдента  t = 9,49. Предiктор 1 
b2 = 0,215, коефiцiєнт Стьюдента  t = 2,28. Предiктор 8 
b3 = 0,095, коефiцiєнт Стьюдента  t = 1,09. Предiктор 2 
b4 = 0,094, коефiцiєнт Стьюдента  t = 1,08. Предiктор 9 
b5 = 0,078, коефiцiєнт Стьюдента  t = 0,90. Предiктор 5 
b6 = 0,078, коефiцiєнт Стьюдента   t  = 0,55. Предiктор 3 
Множинний коефiцiєнт корреляцiї R  = 0,866 
     7) Крок 7 
        Вiльний член b0 = - 7,673 * 10-12 

        Коефiцiєнти регресiї 
b1 = 0,815, коефiцiєнт Стьюдента  t = 9,45. Предiктор 1 
b2 = 0,263, коефiцiєнт Стьюдента   t = 3,89. Предiктор 8 
b3 = 0,074, коефiцiєнт Стьюдента   t = 0,86. Предiктор 2 
b4 = - 0,087, коефiцiєнт Стьюдента  t = 1,01. Предiктор 9 
b5 = 0,086, коефiцiєнт Стьюдента   t = 1,00. Предiктор 5 
b6 = 0,098, коефiцiєнт Стьюдента   t = 0,68. Предiктор 3 
b7 = 0,176, коефiцiєнт Стьюдента   t = 1,89. Предiктор 7 
Множинний коефiцiєнт корреляцiї  R = 0,869. 
     8) Крок 8 
        Вiльний член b0 = - 9,180 * 10-12 

        Коефiцiєнт регресiї 
b1 = 0,814, коефiцiєнт Стьюдента  t = 9,41. Предiктор 1 
b2 = 0,363, коефiцiєнт Стьюдента  t = 3,87. предiктор 8 
b3 = 0,071, коефiцiєнт Стьюдента  t = 0,82. Предiктор 2 
b4 = - 0,98, коефiцiєнт Стьюдента  t = 1,13. Предiктор 9 
b5 = 0,080, коефiцiєнт Стьюдента   t = 0,93. Предiктор 5 
b6 = 0,118, коефiцiєнт Стьюдента   t = 0,83. Предiктор 3 
b7 = - 0,179, коефiцiєнт Стьюдента t = 1,91. Предiктор 7 
b8 = 0,033, коефiцiєнт Стьюдента   t = 0,38. Предiктор 4 
Множинний коефiцiєнт корреляцiї  R = 0,868 
 
     9) Крок 9 
        Вiльний член b0 = - 9,40 * 10-12 

        Коефiцiєнт регресiї 
b1 = 0,815, коефiцiєнт Стьюдента  t = 9,41. Предiктор 1 
b2 = 0,362, коефiцiєнт Стьюдента   t = 3,86. Предiктор 8 



b3 = 0,073, коефiцiєнт Стьюдента   t = 0,84. Предiктор 2 
b4 = - 0,097, коефiцiєнт Стьюдента  t = 1,13. Предiктор 9 
b5 = 0,080, коефiцiєнт Стьюдента   t = 0,92. Предiктор 5 
b6 = 0,120, коефiцiєнт Стьюдента   t = 0,85. Предiктор 3 
b7 = - 0,177, коефiцiєнт Стьюдента t = 1,89. Предiктор 7 
b8 = 0,035, коефiцiєнт Стьюдента    t = 0,40. Предiктор 4 
b9 = 0,057, коефiцiєнт Стьюдента   t = 0,16. Предiктор 6. 
Множинний коефiцiєнт корреляцiї  R = 0,868. 

Порiвнюючи 8-й i 9-й кроки, приходимо до висновку, що 
iтерацiйний процес усталюється.  Дiйсно,  невеликi рiзницi мiж 
коефiцiєнтами регресiї восьмого i дев’ятого крокiв виявляються 
тiльки у третьому знаку, коефiцiєнти Стьюдента теж змiнюються 
незначно, а множинний коефiцiєнт регресiї зовсiм не 
змiнюється. 

У попередньому роздiлi зазначалось, що формальне 
вiдкидання коефiцiєнтiв регресiї  у лiнiйнiй моделi по значеннях 
коефiцiєнта Стьюдента може привести до втрати адекватностi й 
iнформативностi моделi. Це особливо вiдноситься до випадку,  
коли вибiрки предiктанта i предiкторiв вiдносно невеликi,  
внаслiдок чого елементи матрицi корреляцiй предiкторiв  
можуть  утримувати значнi похибки.  Тому остаточний висновок 
вiдносно виду моделi у такому випадку треба робити на основi 
чисельних експериментiв з моделлю.  У прикладi, що 
розглядається, чисельнi експерименти показали,  що задовiльну 
адекватнiсть  показує прогностична модель для прогнозу 
концентрацiї qSO ˆ2 −  з предiкторами, для яких коефiцiєнт 
Стьюдента 1≥t . Як видно це такi предiктори: середня 
концентрацiя 2SO  за попередню добу ( )1x , верхня границя 

припiднятої iнверсiї ( )8x , нижня її границя )( 7x  i 
вертикальний  градiєнт температури повiтря у пограничному 
шарi атмосфери )( 9x . 
     Отже прогностична модель має вид: 
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В рiвняннi регресiї предiктори i предiктанти є центрованими i 
нормованими на середнiй квадратичний вiдхил.  Значення 
множинного  коефiцiєнта корреляцiї свiдчить про те, що 
адекватнiсть моделi є задовiльною. Легко можна побачити, що 
дисперсiя похибки прогнозу складає бiля 24% вiд дисперсiї 
iнгредiєнта. 

Розглянемо тепер приклад,  який вiдноситься до системи 
нелiнiйних рiвнянь регресiї зi зворотнiми зв'язками (4.3.1). На 
основi цiєї системи була побудована статистична модель теплих 
туманiв,  що  дуже часто утворюються  в холодному пiврiччi над 
районами пiвнiчно-захiдного Причорномор'я. 

Багаточисельнi експериментальнi вимiрювання показали, 
що спектри крапель таких туманiв описуються гама-розподiлом,  
який  докладно розглядався в роздiлi (2.4). 
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де r  - радiус краплi; α  - параметр масштабу; λ  - параметр 
форми, ( )λГ  - гама-функцiя.  Крiм того, важливими 

характеристиками спектра є modr  - модальний радiус крапель  

mr
N  - концентрацiя крапель у модальному частковому 

iнтервалi спектра. 
Перелiченi параметри спектра крапель розглядалися у 

якостi предiктантiв. Для них шляхом "просiювання"            
(роздiл 4.2.1.2) був  визначений оптимальний склад впливаючих 
факторiв: радiацiйний баланс B , який характеризує суму всiх 
радiацiйних потокiв тепла на рiвнi добору проб мiкроструктури, 



швидкiсть вiтру 2υ  на цьому рiвнi (рiвень 2 м), градiєнт 

швидкостi вiтру в шарi 2-15 м 162−∆υ , температура  повiтря 2T  

- на рiвнi 2 м, температура пiдстилаючої поверхнi 0T , градiєнт 

температури 20−∆T  в шарi 0-2 м i  градiєнт  температури 

122−∆T  в шарi 2-12 м. 
На основi рядiв значень перелiчених параметрiв 

внутрiшньої (параметри спектра  крапель туманiв) i зовнiшньої 
(параметри приземного шару атмосфери,  що зазначенi вище) 
структури  туманiв  за  тривалий термiн дали змогу знайти 
коефiцiєнти системи полiномiв (4.3.42), яка є статистичною 
моделлю теплих туманiв.  Очевидно, модель складається з 
чотирьох нелiнiйних рiвнянь регресiї зi зворотнiми зв'язками. 

Аналiз коефiцiєнтiв регресiї мiкрофiзичних характеристик  
туманiв по  параметрах  приземного шару є дуже складним i 
бiльш доцiльно визначити внесок кожного з впливаючих 
факторiв у дисперсiю характеристик мiкроструктури.  Як 
зазначалося вище, це можна зробити за допомогою формул, що 
розглядаються в попередньому роздiлi. В табл. 4.1 мiстяться 
частки  в  процентах дисперсiї параметрiв мiкроструктури, що 
утворюється впливом кожного впливаючого фактора, вiдносно 
загальної дисперсiї, яка обумовлюється дiєю всiєї системи 
факторiв. 
 
 
 
 
 
 
 
Таблиця 4.1- Внесок (%) впливаючих факторiв в дисперсiю 

     мiкрофiзичних параметрiв туманiв. 
 
Пара-
метри 

Ф а к т о р и 
 



мiкро- 
струк- 
тури 

B  2υ  162−∆υ
 0T  2T  20−∆T  122−∆T  

α  53,6 19,6 1,8 11,4 5,3 4,0 4,3 
λ  5,4 26,8 0,9 27,6 25,0 0,2 14,1 

modr  7,1 69,6 18,7 2,1 0,1 1,5 0,9 

mr
N  3,3 3,5 10,2 24,3 52,1 5,1 1,5 
 
 

Iз табл.4.1 випливає,  що ширина спектру розмiрiв крапель 
туманiв, яка визначається параметром α , головним чином 
змiнюється пiд впливом коливань радiацiйного балансу B , 
швидкостi вiтру 2υ , а також температури пiдстилаючої 
поверхнi.  Форма спектра λ  залежить вiд швидкостi вiтру, 
температури пiдстилаючої поверхнi i температури повiтря на 
рiвнi 2м, а також вертикального градiєнту температури. Цi 
залежностi знаходять добру фiзичну обгрунтованiсть.  Притоки i 
стоки короткохвильової i довгохвильової радiацiї обумовлюють 
температурний режим пiдстилаючої поверхнi i нижнього шару 
повiтря, а останнiй визначає умови конденсацiї водяної пари, а 
швидкість вiтру поряд з вертикальним градiєнтом температури -  
умови  розвитку  турбулентностi, яка, з свого боку,  впливає на 
характеристики спектру за рахунок перемiшування об'ємiв 
повiтря в туманi i механiзму турбулентної коагуляцiї. На  
змiнювання  модального  радiуса  впливають головним чином 
швидкiсть вiтру, градiєнт швидкостi вiтру, а на концентрацiю 
крапель модального часткового інтервалу - температура на рiвнi 
2м i температура пiдстилаючої поверхнi,  а також градiєнт 
швидкостi вiтру в приземному шарi атмосфери. 

Одначе при розгляданнi туману як деякої складної 
системи впливи характеристик стану   приземного  шару  
повiтря  виявляється  значно складнiшими, оскiльки параметри 
мiкроструктури  туману  зв'язанi  мiж собою. В моделi цi 



взаємозв'язки віддзеркалюють коефiцiєнти зворотнiх зв'язкiв 

να . Значення цих коефiцiєнтiв утримуються в табл. 4.2. 
 
 
Таблиця 4.2 - Коефiцiєнти зворотнiх зв'язкiв. 
 
 
Параметр
и мiкро-
структури 

α  λ  modr  mr
N  

α  - 1,00 - 0,19 0,23 
λ  0,61 - 0,39 -0,18 

modr  -0,28 0,96 - 0,02 

mr
N  0,62 -0,79 0,03 - 
 
 

Як випливає з табл.  4.2, поширення спектра крапель 
(збiльшення α  ) супроводиться збiльшенням параметра форми 
λ ,  тобто зменшенням асиметрiї розподiлу крапель по розмiрах. 
З iншого боку, поширення спектра  при незмiнному параметру 
форми зв'язане зi зменшенням модального радiусу крапель.  При 
незмiнному параметрi масштабу α  зменшення асиметрiї  
розподiлу (збiльшення λ ) зв'язане зi збiльшенням модального 
радiусу, але при цьому кiлькiсть крапель модального часткового  
iнтервалу радiусiв крапель зменшується,  тобто спектр 
становиться бiльше розтягнутим по розмiрах крапель. 

Отже, статистична модель туману у видi системи 
нелiнiйних рiвнянь регресiї зi зворотнiми зв'язками дає досить 
задовiльнi з фiзичної точки зору результати, якi спiвпадають з 
висновками теорiї полiдисперсних хмар i туманiв. 



5.  ФАКТОРНИЙ  АНАЛIЗ 
 
 

5.1 Основнi iдеї факторного аналiзу 
 
 

Розглянемо систему метеорологiчних величин ix  

( )ni ,1= , якi є центрованими,  тобто 0][ =ixM , 

ni ,1=∀ . Задача полягає у тому, щоб виразити кожну з них за 

допомогою k  деяких випадкових величин ( )kjf j ,1= , якi є 
однаковими для всiх метеорологiчних величин,  але входять у 
кожну з них iз своєю  вагою  ijp . Фактори jf  не повнiстю 

вичерпують вихiднi змiннi ix . Для цього треба додати ще деякi 

випадковi величини iυ , якi називають залишками. Отже 
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 ( )ni ,1=                                 (5.1.1) 

 
При цьому nk << . Якщо у рiвностi (5.1.1) розгорнути суму i 
придати всi значення iндексу i , то прийдемо до системи 
рiвнянь: 
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Видно, що всi вихiднi величини ix , як зазначалося вище, 

виражаються через однаковi випадковi величини jf  

( )kj ,1= . Проте вони входять в рiзнi величини з рiзними 

ваговими коефiцiєнтами ijp . 
Введемо позначення 
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Тодi систему рiвняння (5.1.2) можна записати в матричнiй формi 
 
 

VPFX +=                                                           (5.1.7) 
 
 
Фактори jf  будемо називати узагальненими факторами. Будемо 
вважати їх такими, що 
 
 

EFFM =][ '                                                           (5.1.8) 
 
 
( E  -  одинична  матриця).  Умова (5.1.8) означає,  що 
узагальненi фактори некоррельованi й мають одиничну  
дисперсiю.  Будемо  вважати,  крiм того, що залишки iυ  є 
незалежними, тобто 
 
 

ДVVM =⋅ ][ ' ,                                                     (5.1.9) 
 
 
де Д  - дiагональна матриця,  що складається з дисперсiй id  

залишкiв iυ  
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i, що  залишки  некоррелюються  з  факторами. На цiй пiдставi 
знайдемо матрицю коварiацiй векторiв X  
 
 

( )

][

][][][

)}({][

'

''''

''''

VVM

VFPMPVFMPFFPM

VPFVPFMXXMK

⋅+

+⋅+⋅+⋅=

=++=⋅=

 

 
 
Ураховуючи перелiченi властивостi узагальнених факторiв i  
залишкiв, отримаємо 
 
 

ДPPK += '                                                        (5.1.11) 
 
 
Отже, коварiацiйну матрицю системи метеорологiчних величин 
X  можна виразити  через матрицю вагiв узагальнених факторiв 
i дiагональну матрицю дисперсiй залишкiв. 
 
 
 
 

5.2 Оцiнки вагiв узагальнених факторiв i 



дисперсiй залишкiв 
 
 

Задача полягає у тому, щоб на основi вибiркової матрицi 

коварiацiй K̂  знайти незмiщенi, ефективнi та умотивованi 
оцiнки факторних вагiв ijp  i дисперсiй залишкiв id  

( )kjni ,1;,1 == . Будемо шукати  розв'язок  цiєї  задачi на 
основi методу максимальної правдоподiбностi. Вiн полягає у 
тому,  що за визначним правилом формується функцiя  
правдоподiбностi i знаходять такi шуканi параметри, котрi 
придбавають максимум функцiй правдоподiбностi. Будемо 

вважати, що система випадкових величин ix  ( )ni ,1=  має 
багатовимiрний нормальний закон розподiлу,  Тодi функцiя 
правдоподiбностi має такий вид 
 
 

( )KKtrnKnL ˆ
2

ln
2
1 1 ⋅−−= − ,                           (5.2.1) 

 
 
де tr  - слiд матрицi, що розташовується в дужках. 

Функцiя правдоподiбностi,  як свiдчить рiвность (5.1.11), є 
функцiєю двох шуканих змiнних ijp  i id .  Отже її максимум  
визначається за допомогою рiвнянь 
 
 

0=
ijдp
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iдd
дL

                                    (5.2.2) 

 
 
Результат диференцiювання приводить до матричних рiвнянь 
 



 

0ˆ 11''' =− −− KKKPKP ,                                     (5.2.3) 
 
 

( ) 0ˆ 111 =− −−− KKKKdiag                                (5.2.4) 
 
 
Введемо матрицю 
 
 

PДPN 1' −=                                                             (5.2.5) 
 
 
i використаємо тотожнiсть 
 
 

( ) 1'11' −−− += ДPNEKP                                (5.2.6) 
 
 
Щоб побачити,  що матрична рiвнiсть (5.2.6) це тотожнiсть, 
помножимо вираз (5.2.6) спочатку праворуч на K , а потiм 
лiворуч на  ( )NE + . Отримаємо 
 

( ) '''1' NPPPNEKДP +=+=−                (5.2.7) 
 
Замiсть матрицi  N   поставимо  її  значення iз рiвностi (5.2.5) i 
врахуємо рiвняння (5.1.11). Будемо мати: 
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Пiдставимо тепер  рiвнiсть  (5.2.5)  i тотожнiсть (5.2.6) в 
рiвняння (5.2.3). Пiсля нескладних перетворень будемо мати 
 
 

( )ДKДPNP −= −− ˆ1'1'                                    (5.2.8) 
 
Рiвняння (5.2.4) помножимо лiворуч на матрицю 

'PPKД −=  (5.2.9). Отримаємо: 
 

( ) 0ˆ =− KKdiag                                                (5.2.10) 
 

Це рiвняння означає,  що при ji =  iiii KK ˆ= , тобто 
дiагональнi елементи генеральної i вибiркової матриць  
коварiацiй дорiвнюють одне одному.  Враховуючи це,  за 
допомогою рiвностi (5.2.9) отримаємо 
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Отже, оскiльки  вибiркова  коварiацiйна  матриця  вiдома,   
рiвняння (5.2.11) дає можливiсть знайти дисперсiї залишкiв пiсля 
розрахування вагових коефiцiєнтiв узагальнених факторiв. Для 
цього помножимо рiвняння (5.2.8) лiворуч на матрицю N , а 

праворуч на матрицю PД 1− . Будемо мати 
 

( ) PДДKДPN 11'2 ˆ −− −=                           (5.2.12) 
 



Матриця 2N  є дiагональною. Її елементи являють собою першi  

k  власнi значення матрицi ( )ДKД −− ˆ1 , а рядки матрицi 

P  - її вiдповiднi власнi вектори.  Оскiльки вибiркова 

коварiацiйна  матриця K̂  може  бути  розрахованою,  зазначена 
особливiсть дає можливiсть побудувати достатньо простий 
аргумент iтерацiйного процесу розв'язку рiвнянь (5.2.8)  i 
(5.2.11),  за допомогою якого можна знайти оцiнки вагiв ijp  i 

дисперсiй id . Iтерацiйний процес описується такою 
системою рiвностей: 
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де µ  - номер узагальненого фактора; r,0=ν  - номер iтерацiї; 
'
µP  - µ  - тий рядок матрицi 'P  ( '  - означає, як i ранiше, 

операцiю транспонування). 



Для органiзацiї iтерацiйної процедури необхiдно 
визначити число k  узагальних факторiв,  якi разом з залишком 

iυ  описують множину вихiдних змiнних ix . Ця задача 

вирiшується шляхом перевiрки гiпотези 0H  про наявнiсть рiвно 

k  узагальнених факторiв. Вона проводиться за допомогою 

критерiя 2χ , що знаходиться за формулою 
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де ijy  ),1,( nji =  - елементи матрицi  

( )'0
1 ˆ PMKДY −= − , а матриця 'M  визначається так: 

0
1'1' K̂ДPNM −−= . Матриця 0K̂  формується шляхом 

замiни елементiв  головної  дiагоналi  найбiльшими елементами 

вiдповiдних  стовпцiв  виборочної матрицi коварiацiй K̂  (при 
визначенi вагiв першого узагальненого фактора)  або  
залишкових матриць (останнi  утворюються в результатi 
виключення факторiв, для яких оцiнки факторiв вже проведенi).  

Критерiй 2χ  порiвнюється  з табличним для числа ступенів волi 
 
 

( ) ( )][
2
1 2 knkn ++−=ν                               (5.2.15) 

 
 
i вiтряного рiвня значущостi. Число iтерацiй визначається 
спiввiдношенням: 



 
 

( ) ( ) εµµ <−+ mjmj PP 1 ,  nj ,1=                       (5.2.16) 

 
 
де ε  - визначена точнiсть розрахункiв, n  - порядок матрицi 
коварiацiй. 

Пiсля отримання за процедурою (5.2.13) матриць P  i Д  
можна розрахувати вектор F  значень узагальнених факторiв  
для  вектора X  за формулою 
 
 

( ) XДPNEF 1'1 −−+= ,                               (5.2.17) 
 
 
Це дає можливiсть виразити сукупнiсть n  вихiдних 
характеристик через невелику кiлькiсть k  узагальнених 
факторiв. 
 
 

5.3  Приклади факторного аналiзу метеорологiчної iнформацiї. 
 
 

Одним з прикладiв,  що можна навести для iлюстрацiї 
можливостей факторного аналiзу, є дослiдження на його основi 
особливостей температурно-вологiсного режиму територiї 
України. 

Температурно-вологiсний режим можна охарактеризува-
ти за допомогою трьох метеорологiчних величин:  середнiми за 
мiсяць температурою i вологiстю повiтря та мiсячною кiлькостю 
опадiв. Цi характеристики дають уявлення про середнi за мiсяць 
притiк та стiк вологи. У довiдниках по клiмату наводяться 
значення перелiчених вище параметрiв атмосфери. Однак 
комплексний аналiз їх структури над великими регiонами значно 
утруднюється,  особливо коли йдеться про прогноз 



температурно-вологiсного режиму.  Використання факторного 
аналiзу значно спрощує цю задачу. 

Для розрахування вагiв узагальненого фактора,  дисперсiй 
залишкiв i дослiдження статистичної структури узагальненого 
фактора  температурно-вологiсного режиму  України  
використовувалась мережа з 14 довгорядних метеорологiчних 
станцiй з об'ємами вибiрок середнiх  мiсячних температур 1x , 

вiдносних вологостей 2x  i сiм опадiв 3x , що дорiвнюють 
75=n  (з 1990 по 1974 рр.). На основi цих даних були 

розрахованi  матрицi взаємних коварiацiй для кожної 
метеорологiчної станцiї.  Цi матрицi,  як зрозумiло, мають третiй 
порядок. Перевiрка гiпотези 0H  про кiлькiсть узагальнених 
факторiв показали, що зазначенi три метеорологiчнi величини 
визначаються одним  узагальненим фактором f  з вектором 

вагiв ( )321 pppP = , тобто  
 

111 υ+= fpx , 
 

222 υ+= fpx , 
 

333 υ+= fpx , 
 
 

де 1υ , 2υ , 3υ  - вiдповiднi залишки.  У якостi прикладу,  в 
табл.5.1 - приводяться ваги узагальненого фактору i дисперсiї 
залишкiв для березня i липня. 
 
 
Таблиця 5.1 - Ваги узагальненого фактору температурно- 

вологiсного режиму i дисперсiї залишкiв. 
 
 



березень липень 
Ваги Ваги Пункт 

1p  2p  3p  
2
id  

1p  2p  3p  
2
id  

Львiв 0,49 -0,31 0,71 0,45 0,47 -0,62 0,50 0,48
Чернiвцi 0,94 -0,28 0,38 0,39 0,80 -0,65 0,61 0,33
Житомир 0,79 -0,26 0,39 0,41 0,96 -0,57 0,53 0,22
Київ 0,70 -0,43 0,67 0,38 0,94 -0,69 0,70 0,16
Умань 0,58 -0,42 0,66 0,45 0,78 -0,56 0,64 0,26

Кiровоград 0,98 -0,40 0,47 0,28 0,98 -0,62 0,58 0,07
Миколаїв 0,79 -0,37 0,50 0,39 0,91 -0,67 0,54 0,12
Херсон 0,01 -0,73 0,06 0,49 0,84 -0,64 0,69 0,08
Одеса 0,91 -0,79 0,45 0,34 0,94 -0,54 0,64 0,18

Симферо-
пiль 0,96 -0,46 0,38 0,33 0,87 -0,55 0,48 0,30

Полтава -0,15 -0,93 -0,09 0,20 0,98 -0,66 0,64 0,05
Харкiв -0,92 -0,10 -0,30 0,24 0,99 -0,66 0,60 0,05

Днiпропет-
ровськ -0,96 -0,38 -0,25 0,14 0,91 -0,65 0,66 0,11

Луганськ -0,19 -0,96 -0,22 0,14 0,99 -0,63 0,62 0,05
 
 

З Табл. 5.1 випливає, що в березнi при одному i тому ж 
узагальненому факторi (наприклад 0>f ) спостерiгаються 
додатнi аномалiї (вiдхилення  вiд  середнього  значення)  
температури ( 01 >x  ) в правобережнiй i вiд'ємнi аномалiї 

температури ( 01 <x  ) в лiвобережнiй Українi, якi 
супроводжуються вiд'ємними аномалiями вiдносної вологостi 
повiтря ( 02 <x ) i додатнiми сумами опадiв в правобережнiй ( 

03 >x  ) i вiд'ємними аномалiями в лiвобережнiй Українi. 
Отже, в березнi температурно-вологiсний  режим  

лiвобережної i правобережної частин України суттєво 
розрiзняються. Це можна пояснити тим, що в цей час схiдна 
частина України бiльш часто знаходиться пiд дiєю 
антициклонiчного баричного поля, що приводить до бiльш 



низького температурного фону i меншої кiлькостi опадiв, нiж в 
захiднiй частинi країни. 

В липнi циркуляцiйний режим територiї України 
однорiдний.  Наслiдком цього i є однорiдний температурно-
вологiсний режим територiї, що вiдбивається на однорiдному 
розподiлу вагiв узагального фактору в температурi, вологостi i 
опадiв. 

Звертає на себе увагу той факт,  що крiм захiдних областей 
(Львiв, Чернiвцi)  дисперсiї залишкiв в липнi суттєво меншi,  нiж 
в березнi, що свiдчить про те, що мiнливiсть метеорологiчних 
величин, що розглядаються, влiтку  на  бiльшостi територiї 
України значно менша, нiж в березнi. 

Наведемо ще  один приклад використання факторного 
аналiзу в метеорологiчних дослiдженнях.  Йдеться  про  
дослiдження  вертикальної статистичної структури вiтру в 
тропосферi та стратосферi (шар 5 – 55 км). Вихiдними даними  є  
вертикальнi  профiлi  зональної  складової швидкостi вiтру,  якi  
задавалися у видi одинадцятивимiрного вектора зональної 
швидкостi вiтру. Значення швидкостi вiтру на кожному рiвнi 
через 5 км висоти отриманi за допомогою радiо- i ракетного 
зондування атмосфери   в   трьох   пунктах   захiдної    пiвкулi:    

Антiгуа ( WN 00 8.61;2.17 == λϕ ), Канаверал 

( WN 00 5.80;5.28 == λϕ ) i о. Валлоп 

( WN 00 5.75;8.37 == λϕ ). Кiлькiсть векторiв складала: 
в першому пунктi - 539,  в другому i третьому пунктах - 528.  На 
основi цих даних для зазначених районiв були розраховані 

одинадцятивимiрнi вибiрковi матрицi коварiацiй K̂ , на основi 
яких розраховувалися за iтерацiйною процедурою ваги 
узагальнених факторiв  зональних компонент  швидкостi вiтру,  
якi,  як було показано в попереднiх роздiлах, є однаковими для 
зонального вiтру на всiх одинадцяти  рiвнях шару 5 - 55 км.  В 
пунктах Канаверал i о.  Уоллоп iнформацiю про вертикальну 
структуру зонального вiтру вичерпують два узагальненi 
фактори,  а в пунктi Антiгуа  - три.  Ваги узагальнених факторiв 
мiстяться в табл. 5.2. 



 
 
Таблиця 5.2 - Ваги узагальненого фактора зональної ком-  

    поненти швидкостi вiтру в тропосферi 
   i стратосферi захiдної  пiвкулi. 

 
 

Антігуа Канаверал о.Уоллоп №  
п\п 

Z, 
км P1 P2 P3 P1 P2 P1 P2 

1 5 0,26 -0,78 0,14 0,17 - 0,87 0,25 - 0,90
2 10 0,06 -0,91 0,17 0,28 - 0,92 0,20 - 0,91
3 15 0,01 -0,91 0,20 0,38 - 0,87 0,37 - 0,85
4 20 0,23 -0,62 0,51 0,60 - 0,67 0,61 - 0,69
5 25 0,21 -0,21 0,86 0,80 - 0,38 0,87 - 0,31
6 30 0,23 -0,20 0,89 0,83 - 0,44 0,82 - 0,39
7 35 0,49 -0,30 0,63 0,88 - 0,38 0,88 - 0,35
8 40 0,80 -0,16 0,28 0,94 - 0,25 0,92 - 0,30
9 45 0,85 -0,22 0,26 0,90 - 0,30 0,93 - 0,26

10 50 0,88 -0,27 0,17 0,90 - 0,25 0,92 - 0,25
11 55 0,77 -0,02 0,11 0,88 - 0,19 0,88 - 0,24

 
 
Аналiз даних табл. 5.2 показує, що, по-перше, загальна 
структура вагiв узагальнених  факторiв в зональнiй складовiй 
швидкостi вiтру залежить вiд широти.  В тропiчнiй зонi вона 
суттєво вiдрiзняється вiд того, як розподiляються ваги за 
висотами в помiрних широтах. Це визначається тим, що значно 
розрiзнюються циркуляцiйнi механiзми в тропiчнiй зонi й 
помiрних широтах. По-друге, незважаючи на те, що пункти 
Канаверал i о.Уоллоп розташовуються на значнiй відстані один 
вiд одного, однорiднiсть  циркуляційних механiзмiв,  а саме 
переважаючий захiдно-схiдний перенос повiтряних мас в 
тропосферi i в  стратосферi взимку i схiдно-захiдний перенос в 
стратосферi влiтку,  приводить до однорiдної структури вагiв 
першого i другого узагальнених факторiв в цих пунктах.  В 
тропосферi (5 - 15 км),  великi вiд'ємнi ваги приходяться на 
другий фактор,  в стратосферi (25 - 55 км), великi додатнi ваги -  



на перший фактор.  Мiж зазначеними шарами атмосфери 
розташовується шар,  який є перехiдним мiж тропосферою i 
шаром 25-55 км. Як вiдомо, цей шар нижньої стратосфери вiд 15 
до 25 км характеризуються послабленою інтенсивністю як 
зонального переносу,  так i  внутрiшньорiчних i довгоперiодних 
перiодичностей швидкостi вiтру. 

В тропiчнiй зонi шар атмосфери 5 - 55 км по  однорiдних  
умовах циркуляцiї треба роздiлити на три шари:  шар 5 - 15 км, 
де спостерiгаються великi вiд'ємнi ваги другого узагальненого 
фактору  (доречi, як i в середнiх широтах),  шар 25 - 35 км, що 
характеризується великими вагами третього узагальненого 
фактору i шар 40 - 55 км,  у котрого великi  додатнi  ваги 
припадають на перший узагальнений фактор. Шар атмосфери 15 
- 25 км, як i в помiрнiй зонi, є перехiдним. 

Наведенi приклади  показують,  що  факторний аналiз є 
достатньо продуктивним методом статистичного аналiзу 
метеорологiчних об'єктiв (метеорологiчних полiв i вертикальних 
профiлiв метеорологiчних величин), який дозволяє отримати 
важливу iнформацiю про фiзичнi  особливостi атмосферних 
явищ i процесiв. 
 
 
 



6.  КЛАСИФIКАЦIЯ  I  КЛАСТЕР 
 
 

6.1 Класифiкацiя на основi мiнiмуму функцiї вiдстанi 
 
 

Розглянемо вектори,  компоненти яких характеризують тi 
чи  iншi параметри фiзичного  стану  атмосфери  або ту чи iншу 
ситуацiю,  що склалася в атмосферi.  Будемо називати цi вектори 
векторами ситуацiї або образами.  Припустимо  також,  що по 
деяких властивостях вектори ситуацiй можна об'єднати у класи.  
Класи векторiв,  що  мають  деяку схожiсть називають  
кластерами.  Серед  векторiв ситуацiй кластера є такий образ,  
котрий є репрезентативним для усього  кластера,  тобто має 
деякi риси,  притаманнi всiм образам цього кластера.  Цей 
вектор (образ) називають еталоном або центром кластера.  В 
деяких  випадках кластер може мати декiлька еталонiв.  Задача 
класифiкацiї складається, по-сутi, з двох задач: а) побудови 
правила, за яким можна визначити еталон i,  таким чином,  
сформувати кластер; б) визначити мiру близькостi 
некластерiзованого вектора до того чи iншого кластера. 

Природною мiрою  близькостi  є  вiдстань мiж 
некластерiзованим вектором i кластером. За цiєю мiрою, 
очевидно, вектор 1X  (рис.6.1) треба вiднести  до кластера iV   

( iVX ∈1 ).  Видимих пiдстав для вiднесення вектора 2X  до 

кластерiв iV  чи jV  нема, але це можна зробити, якщо 

розглянути вiдстанi мiж вектором 2X  i центрами кластерiв, якi 
означаються жирною крапкою на рис. 6.1. Будемо вiдносити 
некластерiзований вектор до того кластера,  деяка функцiя 
вiдстанi вiд котрого до центра цього кластера є  найменшою  
порiвняно  з аналогiчною функцiєю  вiдстанi до центрiв iнших 
кластерiв.  Це означає, що кластерiзацiя проводиться на основi 
мiнiмума  функцiї  відстані. Розглянемо два випадки:  

 
а) Випадок єдиного еталону в кластерi. 



Будемо вважати,  що в кластерi тiльки один  еталон,  або  
центр кластера. Знайдемо вiдстань мiж вектором X i центром 

iZ   i -того кластера iU . У якостi вiдстанi будемо розглядати 

евклiдову вiдстань iД  
 
 

( ) ( )iiii ZXZXZXД −−=−= '
,         (6.1.1) 

 
 
де вертикальними  дужками позначається норма вектора. 

Очевидно, коли 
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Припустимо, що ми маємо M  кластерiв ( )MiUi ,...,2,1= , 
кожний з яких визначається єдиним еталоном 

Mji ZZZZZ ,...,,...,,...,, 21 . Тодi, очевидно, iUX ∈ , 

якщо ji ДД < , Mj ,1=∀ , ij ≠ . 
Можна розглянути й iншу функцiю вiдстанi, а саме: 

 
 

( ) ( )iiii ZXZXZXД −−=−= '22 .         (6.1.5) 
 
 
В матричному спiввiдношеннi (6.1.5) виконаємо операцiю 
множення. 
 
 

iiiii ZZZXXZXXД ''''2 +−−= .                  
(6.1.6) 
 
 

Оскiльки  ii ZXXZ '' = , маємо 
 
 

iiii ZXZZXXД '''2 −+= ,                                (6.1.7) 
 
або 
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2
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iiii ZZZXXXД −−= .                     (6.1.8) 

 
Впровадимо позначення 
 
 

( ) iiii ZZZXXd ''

2
1

−= .                                     (6.1.9) 

 

Iз формул  (6.1.8) i (6.1.9) випливає,  що функцiя 2
iД  буде 

мінімальною, якщо функція ( )Xdi  є максимальною. Такий же 

висновок вiдноситься i до евклiдової  вiдстанi iД . Отже, 
розв'язувальне правило має такий вид: 
 
 

iUX ∈ , якщо ( ) ( )XdXd ji > , Mj ,1=∀  ji ≠ .  
   (6.1.10) 

 
Легко бачити,  що функцiя вiдстанi ( )Xid  є лiнiйною  

формою вiдносно координат вектора X  з коефiцiєнтами - 
координатами вiдомого вектора iZ  тобто 
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б) Випадок множини еталонiв у кластерi. 



Нехай маємо M  кластерiв,  але кожний з них 
характеризується деяким числом еталонiв,  тобто для i  - того 

кластера  iU   маємо еталони ( ) ( ) ( )p
iii zzz ,...,, 21 . Тодi 

знайдемо евклiдову вiдстань мiж вектором X  i кожним з 
центрiв i  - того кластера. Виберемо з них ту, яка є найменшою. 

Нехай це буде вiдстань до l  - того центру ( )l
iz , тобто 

 
 

( )K
ili zXД −= min   ( )plK ...,,...,2,1=  . 

                                                    (6.1.12) 
 
 
Те ж саме зробимо для останнiх кластерiв. Тодi розв'язувальне 
правило є 
 
 

iUX ∈  , якщо  ji ДД <   ( )ijMj ≠=∀ ,1  
                                                     (6.1.13) 

 
Це розв'язувальне правило можна записати й для функцiї 
вiдстанi 

( ) ( ) ( ) ( )}
2
1{max

'' K
i

K
i

K
ili zzzXXd −=  , 

( )plK ,...,,...,2,1=  .     (6.1.14) 
 
 
Воно має вид: 
 

iUX ∈ ,якщо ( ) ( )XdXd ji >   ( )ijMj ≠=∀ ,1  
 (6.1.15) 

 



Критерiй мiнiмуму евклiдової вiдстаннi (максимуму 
функцiї вiдстаннi) знаходить найбiльш часте застосування в 
алгоритмах класифiкацiї. Але треба мати на увазi, що 
установлення критерiю близькостi, за допомогою якого  ми 
можемо вiднести некластерiзований вектор X   до одного з уже 
вiдомих кластерiв,  ще не вирiшує задачу кластерiзацiї. 
Необхiдно, крiм того,  установити правило або систему правил,  
якi у системi даних дозволять ідентифікувати кожний з  центрiв  
кластерiв i, таким  чином,  сформувати  кластери.  Такi правила 
складають мiри схожостi образiв i критерiї кластерiзацiї.  
Розрiзняють  метричнi  i неметричнi мiри схожостi. Однiєю з 
метричних мiр схожостi може розглядатися вже знайома нам 
метрика - евклiдова вiдстань ZXД −= .  Іншою мiрою 
схожостi є число Махаланобiса 
 
 

( ) ( )µµ −−=∆ − XKX 1'2 ,                            (6.1.16) 
 
 
де µ  i K  - вiдповiдно вектор математичних сподiвань i 
матриця коварiацiй. 

Звичайно, останню  мiру  схожостi  можна 
використовувати тiльки тодi, коли нам вiдомi ймовiрностi  
характеристики  образiв  (вектори математичних сподiвань  i  
матриця коварiацiй) для кожного з кластерiв. Вона є дуже 
зручною для вирiшення задачi вiднесення некластерiзованного 
вектора до того чи iншого кластера, але не може 
використовуватися для формування кластерiв,  якщо апрiорi 
невiдомi  зазначенi ймовiрностнi характеристики. 

Окрiм метричних використовуються й  неметричнi  мiри  
схожостi. Однiєю з них може бути мiра, що визначається таким 
спiввiдношенням: 
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У скалярній формi рiвнiсть (6.1.17) має вид: 
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Вираз (6.1.18), очевидно, має смисл косинуса кута мiж 
векторами X  i Z , або, як було показано в роздiлi 1, 
коефiцiєнта кореляцiї мiж випадковими величинами X  i Z , що 
визначенi вiдповiдними векторами 
 

( ) xzrZXZXS =⎟
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,cos,                           (6.1.19) 

 
 
Звичайно, ця мiра ніякого вiдношення до метричних критерiїв не  
має. Існують й iншi непараметричнi мiри схожостi. 

Вибiр мiри схожостi ще не вирiшує проблему  
кластерiзацiї,  оскiльки треба  ще  визначити критерiй,  за яким 
вiдбувається розбиття простору даних на кластери,  тобто 
необхiдно ще  визначити  критерiй кластерiзацiї. Тут можливо 
використовувати два пiдходи. Перший з них є евристичним.  В 
основу його покладається попит й інтуїція. Інтуїтивно зрозумiло, 
що критерiєм близькостi образiв у кластерi може бути евклiдова 
вiдстань.  Але цей критерiй є вiдносним. Його треба 



доповнювати порогом - деякою величиною евклiдової вiдстаннi,  
починаючи з якої треба образ вiдносити до того чи iншого 
кластера.  Іншим пiдходом є пiдхiд,  що має в основi деякий 
критерiй якостi, який в залежностi вiд характеру задачi пiдлягає  
мiнiмiзацiї  або  максимiзацiї. Прикладом такого критерiя є сума 
квадратiв вiдхилiв векторiв вiд деякого середнього вектора 
кластера 
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середнiй вектор i  - того кластера, cN  - кiлькiсть кластерiв, iS  - 

простiр векторiв,  що вiдносяться до i  - того кластера,  iN  - 
кiлькiсть векторiв i - того кластера. 
 

 
6.2  Алгоритми кластерiзацiї 

 
 

6.2.1 Алгоритм максимальної вiдстанi 
 
 

Як випливає з назви алгоритма,  вiн полягає у визначеннi 
максимальної вiдстанi iз всiх мiнiмальних. Вiн складається з 
системи послiдовних крокiв.  Для iлюстрацiї складемо двi 



таблицi - таблицю описань образiв X  i таблицю центрiв 
кластерiв  Z   (рис.6.2) 

1-й крок.  Один з векторiв довiльно визначають центром   
першого кластера 1Z  (нехай це буде вектор 111 : ZXX →  ). 

2-й крок.  Визначаються вiдстанi мiж всiма векторами i  
центром першого кластера 
 
 

( ),, 1ZXД i   ,...3,2=i                                        (6.2.1) 
 
 

3-й крок. Знаходимо максимальну iз цих вiдстаней 
 
 

( ),,max 1ZXД i   ,...3,2=i                       (6.2.2) 
 
нехай це буде, наприклад, 
 
 

( ) ( )161 ,,max ZXДZXД i =          (6.2.3) 
 
 
Це дає пiдставу визначити у якостi центра  другого  кластера  
вектор ( )266 : ZXX → . 

4-й крок.  Визначаються вiдстанi всiх векторiв до центрiв 
двох кластерiв 1Z  i 2Z  
 
 

( ),, 1ZXД i  ( )Ni ,...,2,1=                          (6.2.4) 
 
 

( ),, 1ZXД j  ( )Nj ,...,2,1=                              (6.2.5) 
 



 
5-й крок.  Знаходять для всiх вiдстаней мiнiмальнi  для  

кожної групи 
 
 

( ),,min 1ZXД i                               (6.2.7) 
 
 

( ),,min 1ZXД j                                                        (6.2.8) 
 
 

6-й крок.  Iз всiх цих мiнiмальних відстаней визначають 
максимальну 
 
 

( ),,minmax ml ZXД    2,1;,...,2,1 == mNl  
 (6.2.9) 

 
 
Нехай це буде вiдстань, що вiдноситься до вектора  lX . 

7-й крок. Ця максимальна вiдстань порiвнюється з 
вiдстанню мiж центрами кластерiв ( )21, ZZД  i визначається 
поріг для кластерiзацiї. Якщо 
 
 

( ) ( )21,2
1,minmax ZZДZXД ml ≥ ,        (6.2.10) 

 
 
то вектор lX  визначається у якостi центра третього кластера 

( )33 : ZXZ l →   
8-й крок. Знаходяться вiдстанi 
 



 
( ) ( ) ( )321 ,;,;, ZXДZXДZXД kji   

                                       Nkji ,1,, = .             (6.2.11) 
 
 

9-й крок. Iз кожної групи цих вiдстаней знаходяться 
мiнiмальнi 
 
 

( );,min 1ZXД i                                                   (6.2.12) 
 
 

( );,min 2ZXД j                                                     (6.2.13) 
 
 

( )3,min ZXД k .                                                    (6.2.14) 
 
 

10-й крок. Iз цих мiнiмальних вiдстаней знаходять 
максимальну 
 
 

( )ms ZXД ,minmax  ( )3,2,1;,1 == mNs   
                                                    (6.2.15) 

 
 

11-й крок. Цю вiдстань ( )ms ZXД ,   порiвнюють з 
вiдстанями мiж центрами кластерiв  
 

( )ji ZZД ,   ( )jiji <= ;3,2,1, ,                       (6.2.16) 
 
що дає можливiсть визначити пороги. Якщо 



 
 

( ) ( )jims ZZДZXД ,
2
1, ≥ ,                              (6.2.17) 

 
 
то вектор sX  визначається центром четвертого кластера 4Z . 
Якщо пороги не задовольняються, то робота алгоритму 
припиняється i процес кластерiзацiї переходить до 
передостаннього кроку. 

12-й крок.  Вектори,  що  залишилися  пiсля  визначення 
центрiв кластерiв, розподiляються по кластерах, якi вже мають 
свої центри за розв'язувальним правилом: 
 
 

,jSX ∈  якщо ( ) ( )kiji ZXДZXД ,, ≤  
                                            (6.2.18) 

 
13 - й крок.  Уточнюються центри кластерiв.  У  якостi  

центрiв кожного кластера jZ~  встановлюється середнiй по 
кластеру вектор 
 
 

∑
∈

=
jSXj

j X
N

Z 1~
;                                                   (6.2.19) 

 
 

На цьому процес кластерiзацiї завершується. 
 
 

6.2.2 Алгоритм ИСОМАД (iтерацiйний самоорганiзуючий 
метод аналiзу даних) 

 



 
Алгоритм ИСОМАД - є алгоритмом евристичного 

характеру, в основу якого покладенi евклiдовi вiдстаннi, якi 
використовуються з визначеними порогами. 

У якостi вихiдної iнформацiї виступає матриця X , що 
утримує вектори (образи),  якi пiдлягають кластерiзацiї. Нехай цi 
образи мають мiрнiсть M , а кiлькiсть їх N . Тодi матриця має 
такий порядок: 
 
 

( )
MNijxX

×
=                                                          (6.2.20) 

 
 
Крiм того, формується матриця гiпотетичних центрiв кластерiв 
 
 

( )
MNij c

zZ
×

=                                                         (6.2.21) 

 
 
де cN  - кiлькiсть гiпотетичних кластерiв.  Кiлькiсть кластерiв 

cN  визначається дослiдником довiльно,  використовуючи 
попереднi  знання про суть  процесiв,  що дослiджуються.  Тому 
цi кластери й називають гiпотетичними. На основi такої 
iнформацiї  довiльно  визначаються  й гiпотетичнi центри цих 
кластерiв векторiв, що складають матрицю X . 

Крiм того, визначаються: IT  - кiлькiсть iтерацiй, яку при 
роботi алгоритму не хотiлось би перебiльшувати,  параметр Q  - 
мiнiмальне число векторiв, якi можуть складати кластер. Часто 
вважають, що  2=Q . 

До вихiдної iнформацiї вiдноситься ще i параметр sQ ,  

котрий характеризує загальну компактнiсть всiх ознак  ix .  Вiн  



розраховується таким чином.  По-перше, знаходяться по 
сукупностях i - тих компонент всiх образiв їх середнє значення 
 
 

∑
=

=
N

j
iji x

N
x

1

1
,                                                          (6.2.22) 

 
 
По-друге, розраховують дисперсiю цих компонент 
 
 

( )
2

1

2

1
1

∑
=

−
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=
N

j
iiji xx

N
σ , ( )Mi ,1=             (6.2.23) 

 
 
Нарештi, знаходять середню дисперсiю для всiх ознак 
 
 

∑
=

=
M

i
iM 1

22 1 σσ .                                                      (6.2.24) 

 
 

Параметр   2σ=sQ  .                                                     (6.2.25) 
 
 

Друга частина алгоритму складається з iтерацiйного 
процесу. 
 
1-й крок. Розрахунок евклiдових вiдстаней мiж кожним j  -тим 
вектором матрицi X  i центром i - того кластера 
 
 



( )∑
=

−=
M

k
ikjkij zxД

1

2
  ( )cNiNj ,1;,1 ==  

                                                      (6.2.26) 
 
 
( cN кiлькiсть гiпотетичних кластерiв). В результатi 
утворюється матриця 
 
 

( )
NNij c

ДД
×

=                                                      (6.2.27) 

 
 
( N  - кiлькiсть векторiв, що утримуються в матрицi X  ). 
2-й крок.  Проводиться рознесення векторiв матрицi X  по 
кластерах. Для цього використовується вирiшальне правило 
 
 

ij SX ∈ , якщо ljij ДД ≤   NjNli c ,1,,1, ==  
                                                      (6.2.28) 

 
 
де iS  - i  - тий кластер, центр якого iZ . 

3-й крок. Пiдраховується кiлькiсть векторiв iN , що 

потрапили в кожний з кластерiв ( cNi ,1= ).  Отримане число 

векторiв порiвнюється з параметром Q .  Якщо QNi < ,  то i  - 

тий кластер лiквiдується і число cN  зменьшується на одиницю. 

Якщо 1=cN , то процес кластерiзацiї завершується. Це 
означає, що всi вектори потрапили до одного кластеру. 

4-й крок.  Проводиться корекцiя центрiв кластерiв. У 
якостi нових центрiв кластерiв беруться вектори,  координати 



яких  є  середнi значення вiдповiдних  координат  всiх векторiв,  
що складають кожний кластер, тобто 
 
 

∑
=

=
iN

j
ik

i
ik x

N
z

1

1~ ,  ( )cNiMk ,1;,1 ==  .         (6.2.29) 

 
 

5-й крок.  Знаходяться евклiдовi вiдстанi вiд кожного 
вектора, що вiдносяться до кожного i  - того кластера, до центра 
свого кластера 
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−=
iM

j
ikjkij zxД
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2)~(~
,  ( )ci NiNj ,1;,1 ==  

 (6.2.30) 
 
де ikz~  - вiдповiдна координата вiдкоректованого центра i  -  того 
кластера. 

6-й крок. Розраховується середня з цих вiдстаней 
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,                                                    (6.2.31) 

 
 

7-й крок. Визначається середня зважена вiдстань по всiх 
кластерах 
 
 

∑
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                                                  (6.2.32) 



 
 

8-й крок. Розраховується вектор середнiх квадратичних 
вiдхилiв, координати якого є середнi квадратичнi вiдхили 
вiдповiдних координат векторiв визначного кластера вiд 
вiдповiдних координат його  центра, тобто 
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σ ,  ( )cNi ,1=              (6.2.33) 

 
 
В результатi отримаємо для кожного кластера вектор-рядок 
 
 

( ) Miki ×= 1σσ                                                         (6.2.34) 
 

9-й крок.  Для  кожного вектора iσ  ( )cNi ,1=  

визначається ikσmax  ( )cNi ,1= , якi порiвнюються з  sQ .      

Якщо sik Q≥σmax  i ДД i ≥  i ( )12 +≥ QNi  , то i  - 
тий кластер розбивається на два  новi  кластера,  а i  -тий кластер 
лiквiдується. Параметр cN  збiльшується на одиницю. Центри 
нових кластерiв визначаються у видi векторiв,  усi  координати 
яких дорiвнюють координатам i  - того лiквiдованого кластера, 
окрiм k  - тої координати, якiй вiдповiдає ikσmax . Для цих k  

- тих координат центрiв нових кластерiв, якi позначимо ( )+
iZ  i 

( )−
iZ , впроваджуються формули 

 
 



( )
ikikik zz σmax5.0+=+                                   (6.2.35) 

 
 

( )
ikikik zz σmax5.0−=−                                    (6.2.36) 

 
 
Пiсля цього процес кластерiзацiї  починається  спочатку,  тобто 
повертаємося до 1-го кроку. 

10-й крок.  Якщо ДД i < , то це означає, що кластери 
розташовуються недалеко один вiд одного. Тодi знаходять 
евклiдовi вiдстанi 
 
 

( )∑
=

−=
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k
jkikij zzД

1

2~~
  ),1,( cNji =         (6.2.37) 

 
 

ijД
~~

 порiвнюється з порогом sQ .  Якщо для деяких кластерiв 

sij QД <
~~

, то це означає, що цi кластери розташовуються 
близько один до одного, i є пiдстави для їх злиття. 

Пiсля злиття  цих  кластерiв  розраховуються  координати 
нового центра кластера як середнє зважене iз координат  центрiв  
кластерiв, що зливаються. 

Якщо sij QД >
~~

, то процедура завершується. 
 
 

6.3 Приклади кластерного аналiзу метеорологiчної 
iнформацiї 

 
 



Алгоритм, що розглядався у попередньому роздiлi, був 
застосований при розв'язуваннi задачi видiлення на територiї 
Українських Карпат районiв з аналогiчною  структурою  
мiсячних кiлькостей опадiв. У якостi вихiдної iнформацiї 
виступали данi про значення  цiєї  клiматичної характеристики 
на 60 метеорологiчних станцiях i постах за перiод з 1881 до 1980 
рр.  Для кожної метеорологiчної станцiї розраховувалися середнi  
значення  мiсячних кiлькостей опадiв,  i об'єктами кластерiзацiї, 
таким чином, становили 60 дванадцативимiрних векторiв. 

Згiдно з алгоритмом IСОМАД, окрiм матрицi вихiдних 
даних для реалiзацiї iтерацiйної процедури треба визначити 
апрiорну iнформацiю: гiпотетичне число  кластерiв sN  i 
найменше число векторiв Q ,  що складають кластер. 

Приймалось 2=sN  i 5=Q . Крiм того визначалися 
гiпотетичнi центри кластерiв. У їх якостi приймалися вектори 
середнiх значень мiсячних кiлькостей опадiв на метеорологiчних 
станцiях Iвано-Франкiвськ i Мiжгор'є. 

В результатi реалiзацiї алгоритма множина  з  60  векторiв  
середньомiсячних кiлькостей  опадiв  роздiлилася  на  4  
кластери,  що об'єднують райони Українських Карпат з 
подiбним режимом  зволоження. Цi райони зображенi на рис.6.3. 

Як видно, цими районами є: Предкарпаття (кластер 1), 
центральна частина Карпат,  що включає найбiльш високi 
хребти (кластер 2), пiвденно-захiднi схили Карпат (кластер 3),  
та Закарпаття (кластер 4). Перший кластер складають 17, другий 
23, третiй 11 i четвертий 8 векторiв, координати яких є  
середньомiсячними  кiлькостями  опадiв на вiдповiдних 
метеорологiчних станцiях i постах. 

Формування кластерiв за  подiбною  структурою  
середньомiсячних кiлькостей опадiв, тобто за подiбним 
режимом зволоження, привело одночасно до видiлення 
однотипних ландшафтних зон цiєї гірської системи. У цьому 
можна легко удосконалитися, розглядаючи рис. 6.4. На ньому 
зображенi полiгони повторюваностей абсолютних висот 
метеорологiчних станцiй i постiв, що увiйшли в кожний iз 
районiв, вiдповiдаючих визначеному кластеру. 



З рис.  6.4  випливає,  що в першому районi 
(Предкарпаття) найбiльша повторюваність висот станцiй 67% 
припадає на дiапазон висот 200 - 400 м, у четвертому районi 
(Закарпаття) – 88%   станцiй мають абсолютнi висоти вiд 100 до 
200 м,  у той час коли у другому районi (центральна частина 
Карпат) бiльш 60%  станцiй розташовуються на висотах вiд 500 
до 1000 м i бiльше.  У третьому районi (пiвденно-захiднi схили 
Карпат) найбiльше число станцiй розташовується на висотi 200 – 
400 м,  тобто як i в першому районi.  Таке спiвпадiння районiв з 
подiбним режимом опадiв, з одного боку, i подiбним 
ландшафтом, з iншого, є вiдбиттям впливу рельєфу на 
опадоутворюючi процеси  i  пiдтверджує об'єктивнiсть  
районування  територiї  методами  кластерного аналiзу. 

В табл.6.1  наводяться  координати векторiв-центрiв 
вiдповiдних кластерiв, що мають сенс осереднених по кожному 
району середiх значень мiсячних кiлькостей опадiв.  В їх 
величинах виявляються розбiжностi мiж районами у режимах 
зволоження.  Iз табл.  6.1 випливає, що центральнi Карпати  
(кластер  2)  i  пiвденно-захiднi  схили  Карпат (кластер 3) 
характеризуються порівняно з iншими  районами  бiльшими 
кiлькостями опадiв у всiх мiсяцях року. Якщо порiвняти їх мiж 
собою, то видно,  що у бiльшостi випадкiв в центральних 
Карпатах  спостерiгається бiльша кiлькiсть опадiв, нiж на 
пiвденно-захiдних схилах. Це особисто притаманне у лiтнi 
мiсяцi з травня до  серпня,  тобто  коли суттєву роль у 
формуваннi опадiв вiдiграє теплова конвекцiя. 
 
 
 
 
 
Таблиця 6.1 - Координати векторiв - центрiв кластерiв (мм). 
 

М i с я ц i    р о к у 
 

№ 
клас-
терiв 

 1 2 3 4 5 6 7 8 



1 40,1 39,4 40,6 54,1 76,6 104,0 104,0 89,8 
2 67,3 69,5 73,8 81,2 110,7 143,9 143,7 120,4
3 68,1 67,9 64,3 68,9 84,9 109,9 109,9 98,4 
4 57,0 52,7 49,1 53,6 60,1 96,1 86,0 75,7 

 
Продовження табл.6.1 
 

М і с я ц і   р о к у 
9 10 11 12 

65,2 56,9 51,3 48,8 
99,1 99,3 96,8 89,9 
84,1 84,1 87,6 87,4 
63,6 68,5 72,7  

 
У перiод з грудня до лютого,  коли основна маса опадiв в 

Карпатах обумовлюється перевалюванням циклонiв з пiвденного 
заходу  тобто з Угорської  низини,  кiлькiсть  опадiв  на 
пiвденно-захiдних схилах Карпат і в центральних Карпатах є 
приблизно однаковою. 

Виявляє iнтерес  той факт,  що в холодну пору року (з 
жовтня до березня) в Закарпаттi випадає бiльше опадiв,  нiж в 
Предкарпаттi,  у той час коли з квiтня до вересня середнi по 
району мiсячнi кiлькостi опадiв в Предкарпаттi виявляються 
суттєво бiльшими.  Це  пояснюється як бiльш розвинутою 
конвекцiєю над бiльш перерiзаною мiсцевiстю, так i 
проходженням холодних фронтiв з пiвнiчного заходу  уздовж  
схiдних схилiв Карпат, якi при перевалюваннi через центральнi 
Карпати розмиваються i над Закарпаттям стають слабко 
вираженими. 

Розглянемо другий приклад,  який вiдноситься до задачi 
класифiкацiї екологiчної iнформацiї. 

Для контролю  якостi атмосферного повiтря у великих 
промислових мiстах установлюється мережа  контрольно-
вимiрювальних  пунктiв,  на яких виконуються вимiрювання 
концентрацiй шкiдливих домiшок у повiтрi ( 22 ,, NOCOSO  і 
т. д.). Розробленi також i автоматизованi системи контролю. Але 
пiсля вимiрювань виникає потреба проводити оцiнку 



вiрогiдностi вимiрюваних  концентрацiй  iнгредiєнтiв,  оскiльки 
пiд впливом випадкових джерел (наприклад, автомобiль, що 
припаркувався бiля пункту вимiрювань) концентрацiя того чи 
iншого iнгредiєнта може не вiдповiдати промислово-
транспортнiй ситуації i стану пограничного шару атмосфери. 

Стан пограничного шару атмосфери,  який чинить 
великий вплив на розсiювання шкiдливих домiшок, можна 
охарактеризувати сукупнiсть  метеорологiчних величин, якi 
складають вектори ситуацiй. До нього треба включити й 
концентрацiї, що склалися у попереднiй термiн, оскiльки вони 
складають визначний фон забруднення. Перелiк 
метеорологiчних характеристик, якi є компонентами вектора 
ситуацiй,  визначаться за допомогою метода "просiювання" 
предiкторiв. Цi методи докладно розглядаються в роздiлi 4. 

Застосування цих  методiв  на  вибiрках даних 
метеорологiчних i аерологiчних вимiрювань,  а також 
концентрацiї  сірчаного  ангідриду 2SO  в  Москвi  дало 
можливiсть встановити таку систему статистично значущих 
предiкторiв:   

1. Значення концентрацiї 2SO  за попередню добу, що 
отриманi шляхом ковзного осереднення часових 
послiдовностей концентрацiї (методи ковзного 
осереднення часових рядiв розглядаються в першiй 
частинi пiдручника).  

2. Значення  концентрацiї 2SO  за двi години до термiну 
контролю.  

3. Вертикальний градiєнт температури повiтря у 
нижньому кiлометровому шарi атмосфери. 

4. Зональна складова швидкостi вiтру на рiвнi 100 м.  
5. Модуль швидкостi вiтру на висотi 100  м.   
6. Меридiональна складова швидкостi вiтру бiля земної 

поверхнi.  
7. Меридiональна складова швидкостi вiтру на висотi 

200 м. 
           8. Висота  нижньої границi припiднятої iнверсiї               

температури повiтря. 



 
Таким чином, вектори ситуацiй складалися iз 8 компонент. 

При проведеннi чисельних  експериментiв  було використано 
325 таких векторiв. Кластерiзацiя векторiв ситуацій 
виконувалося за допомогою  алгоритму IСОМАД. 

Для реалiзацiї алгоритму,  як зазначалося вище,  необхiднi 
такi вихiднi данi - матриця  векторiв,  що  пiдлягають  
кластерiзацiї ( )

MNijxX = , M  - кiлькiсть компонентiв  у  

векторi  ситуацій (кiлькiсть рядкiв  матрицi); N  -  кiлькiсть 
векторiв (кiлькiсть стовпцiв матрицi); IT  - кiлькiсть iтерацiй; 

( )
MNij c

zZ =  - матриця гiпотетичних центрiв кластерiв; cN - 

кiлькiсть кластерiв; Q  - мiнiмальне число вибiркових векторiв, 
якi можуть складати кластер. В задачi, що розглядається,  було 
встановлено два гiпотетичних кластерiв ( )2=cN ,  центри 
яких визначенi довiльним чином  з  вихiдної сукупностi векторiв 
ситуацiй. Вони знаходяться в табл. 6.2. 
 
Таблиця 6.2 - Гiпотетичнi центри кластерiв. 
 

П р е д i к т о р и Клас
тер 1 2 3 4 5 6 7 8 

1z  0,55 0,25 0,4 10,4 9,0 0,8 6,0 0,0 

2z  1,38 1,25 -0,6 7,7 6,0 0,9 6,4 111,0 
 
(значення концентрацiї 2SO  приводяться у вiдносних 
одиницях). 

Окрiм перелiчених,  необхiдно визначити параметр sQ , 
який є мiрою середньоквадратичної вiдстанi вiд центра кластера.  
Для  його визначення, як було зазначено у попередньому роздiлi,  
спочатку розраховується дисперсiя кожного з визначених  
предiкторiв,  потiм  загальна дисперсiя  всiх компонент для всiєї 
множини векторiв у припущеннi, що компоненти векторiв є  



незалежними.  Корiнь  квадратний  з цiєї дисперсiй й 
приймається за параметр sQ .  Пiсля цього виконується 
iтерацiйна процедура,  яка для алгоритму IСОМАД описується в 
роздiлi 6.2. 

В результатi реалiзацiї процедури сукупнiсть векторiв  
ситуацiй була роздiлена на 3 кластери.  В перший кластер 
увiйшло 222, у другий - 44,  а в третiй - 59 векторiв ситуацiй.  
Були визначенi координати центрiв цих кластерiв. Вони 
приводяться в табл. 6.3. 
 
Таблиця 6.3 - Координати центрiв видiлених кластерiв. 
 

П р е д i к т о р и 
 Клас-

тери 1 2 3 4 5 6 7 8 
1 1,14 1,16 - 0,02 2,7 0,2 1,5 6,2 26,0 
2 1,04 1,02 0,24 1,1 0,1 2,4 5,4 95,0 
3 1,01 1,00 0,28 0,3 0,7 3,0 5,7 170,0

 
 

Iз табл.  6.3 випливає, що перший кластер видiляється 
порiвняно з iншими пiдвищеним вмiстом домiшок в попередню 
добу i за  2  години до строку вимiрювань, iнверсiйною 
стратифiкацiєю в нижньому кiлометровому шарi атмосфери,  
пiдвищеним  значенням  зональної  компоненти швидкостi вiтру 
на висотi 100 м,  пiдвищеним значенням вертикального 
градiєнта меридiональної компоненти швидкостi вiтру в 
нижньому 200 метровому шарi повiтря,  бiльш низьким 
розташуванням нижньої границi висотної iнверсiї температури. 

Третiй кластер   вiдрiзняється  вiд  другого,  головним  
чином, суттєво меншим значенням швидкостi зонального вiтру 
на висотi 200  м й бiльш високим розташуванням нижньої 
границi висотної iнверсiї температури. 

Отже, кластерний аналiз дав можливiсть iз вихiдної 
множини векторiв ситуацiй сформувати три пiдмножини,  якi 
вiдповiдають  суттєво рiзним станам пограничного шару 



атмосфери,  з одного боку, i вiдзначаються 
внутрiшньокластерною схожiстю, з другого. 

Вiдповiдно до видiлених кластерiв були сформованi 
вибiрки вимiряних концентрацiй 2SO  i на їх основi розрахованi 
середнi значення i дисперсiї концентрацiй. Вони 
розташовуються в табл. 6.4. 
 
 
Таблиця 6.4 - Середнi значення i дисперсiї концентрацiй. 
 

К л а с т е р Параметр 1 2 3 

2q  1,24 0,96 0,81 

qσ  0,102 0,062 0,044 
 
 

Як видно з табл. 6.4, середнi значення i дисперсiї 
концентрацiй 2SO  при трьох рiзних типах  станiв  
пограничного  шару  атмосфери розрiзняються один вiд одного. 
Однак, виникає питання чи суттєвими є цi розбiжностi.  На це 
питання дає вiдповiдь перевiрка  статистичних гiпотез про  
значущiсть  цих  розбiжностей  середнiх i дисперсiй мiж 
кластерами. Перевiрка гiпотез проводилася на основi критерiїв 
Фiшера F  i Стюдента t . Результатами перевiрки цих гiпотез 
мiстяться в табл. 6.5. 
 
Таблиця 6.5 - Значення критерiїв F  i t  при     = 0,05. 
 

К р и т е р i ї 
 Кластери 

F  крF  t  крt  

1 - 2 1,64 1,48 6,45 1,96 
1 - 3 2,32 1,34 12,32 1,96 
2 - 3 1,42 1,60 3,22 1,96 



 
 
Як виходить з табл.  6.5,  середнi значення i дисперсiї 
концентрацiй 2SO  для сукупностей, що створюються в 
результатi кластерiзацiї векторiв стану пограничного шару 
атмосфери,  розрiзняються значуще,  за винятком дисперсiї для 
другого й третього кластерiв. Але цi кластери значуще 
розрiзняються по середнiх значеннях. Отже, цi три сукупностi 
концентрацiй 2SO  є вибiрками iз рiзних генеральних 
сукупностей. 

Таким чином,  кластерний аналiз дав можливiсть не тiльки 
роздiлити вихiдну множину векторiв ситуацiй на пiдмножини,  
кожна з яких об'єднує схожi у визначнiй мiрi метеорологiчнi 
умови в пограничному шарi  атмосфери, але  й отримати 
вiдповiднi їм рiзнi по статистичних властивостях сукупностi 
концентрацiй iнгредiєнтiв. 

Розбiжностi в статистичних характеристиках сукупностей 
концентрацiй 2SO  з фiзичної точки зору добре  узгоджуються  
iз  середнiм станом пограничного  шару  атмосфери,  що  
характеризується центрами кластерiв. 

Пiдвищення значення середньої концентрацiї 2SO  при 
ситуацiях, що належать до першого кластеру,  пояснюється 
найбiльш стiйкою стратифiкацiєю повiтря й низьким 
положенням висотної iнверсiї температури, що сприяє 
накопиченню домiшок бiля земної поверхнi,  а пiдвищене 
значення зональної компоненти швидкостi вiтру й 
вертикального градiєнта його меридiональної компоненти 
обумовлюють найбiльшу  дисперсiю концентрацiї iнгредiєнта. 
Зменшення стiйкостi повiтря, що характерне для кластерiв 2 i 3, 
з одного боку, i суттєве збiльшення висоти нижньої  границi  
висотної iнверсiї температури, з другого боку, сприяє 
розсiюванню домiшок у бiльшому шарi атмосфери i, таким 
чином, зменшенню концентрацiї 2SO  бiля земної поверхнi.  
Зменшення швидкостi вiтру й невеликi її градiєнти 



обумовлюють наявнiсть порiвняно невеликих дисперсiй 
концентрацiї iнгредiєнта.  



7.  МЕТОДИ ПРИЙНЯТТЯ АЛЬТЕРНАТИВНИХ РIШЕНЬ 
ВIДНОСНО  МЕТЕОРОЛОГIЧНИХ ОБ'ЄКТIВ 

 
 

7.1 Принципи побудови схеми альтернативного прогнозу 
 
 

Регресійний аналiз дає можливiсть побудувати 
прогностичну модель, на основi якої розраховують значення 
метеорологiчної величини, для котрої розроблялася регресiйна 
модель. Інакше кажучи, на виходi прогностичної моделi ми 
маємо значення предiктанта у видi числа. Але в практицi  
прогнозування часто виникає потреба передбачення 
метеорологiчного явища.  Наприклад, гроза може виникати чи 
не виникати, туман може утворитися чи нi,  обледеніння лiтака 
може виникнути, а може не виникнути i т.д.  Вiдповiдно до 
цього, необхiдно складати прогноз здiйснення або  
нездiйснення  того чи iншого метеорологiчного явища. Такий 
прогноз називають альтернативним. 

Як i у попереднiх прогностичних моделях, 
альтернативний прогноз має у своїй основi систему предiкторiв 
-  метеорологiчних  величин, що описують  стан атмосфери,  
сприятливий або несприятливий для розвитку атмосферного 
явища, що прогнозується. 

Позначимо цю систему предiкторiв за допомогою 
вектора 
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Сформульована задача є типiчною задачею розпiзнавання  

образiв. Суть її полягає у тому, що, по-перше, необхiдно 
роздiлити весь простiр образiв на два пiдпростори, у першому з 
яких явище вiдбувається, а в другому - нi.  По-друге,  треба 
побудувати правило, за допомогою котрого можна вiднести 
образ,  який пiдлягає розпiзнаванню, до того чи iншого 
пiдпросторiв. 

Нехай ми маємо множину V  векторiв-предiкторiв 
(образiв), що складають простiр зображень VR . Припустимо, 

що цей простiр роздiляється на два пiдпростори 
1VR  i 

2VR . У 

першому з них розташовується множина 1V  образiв X , при 

яких явище вiдбувається, а у другому - множина 2V  образiв 
X , коли явище не вiдбувається. Ясно, що 

 
 
 VVV =∪ 21 ,  =∩VV1  
 
 

Наперед всього, як зазначалося вище, треба побудувати 
поверхню, яка б роздiляла пiдпростори 

1VR  i 
2VR . Наведемо 

для пояснення простi приклади. 



Нехай простiр буде двовимiрним  ( )21, xxRR VV =  

(рис.7.1). Тодi ми маємо на площинi ( )21, xx  лiнiю 

( )21 xfx = , що роздiляє пiдпростiр 
1VR  вiд пiдпростору 

2VR .  Досить простим буде i випадок трьохвимiрного простору 

( )321 ,, xxxRR VV =   (рис.7.2). У цьому випадку 

пiдпростори 
1VR  i 

2VR  роздiляє деяка поверхня у  

трьохвимiрному просторi, рiвняння якої має вид 
( )213 , xxx ϕ= . 

Всi такi випадки можна легко собi уявити. Бiльш складнi  
умови виникають, коли розглядаються образи iз  
багатовимiрного простору ( )nVV xxxRR ,...,, 21= .  

Поверхня,  що роздiляє цей простiр на пiдпростори 
1VR  i  

2VR  

називається роздiляючою гiперповерхнею, а її рiвняння має 
вид: 
 
 

( ) 0,..,, 21 =nxxxF                                                (7.1.2) 
 
 

Пiсля цього,  як зазначалося, треба отримати правило, за 
допомогою якого є пiдстава вiднести вектор X , що пiдлягає 
розпiзнаванню, до пiдпростору 1VR  або пiдпростору 

2VR . Це 

правило називають розв'язувальним  правилом. Якщо 
вiдповiдно до нього приймається рiшення, що 

1VRX ∈ ,  то 

явище прогнозується, якщо приймається рiшення, що 

2VRX ∈ , то явище не прогнозується. Етап, що складається з 

побудови роздiляючої гiперповерхнi та розв'язувального 
правила, носить назву етапа навчання. Прийняття рiшення про 



належнiсть вектора X  до пiдпросторiв 
1VR  чи 

2VR  називають  

етапом  розпiзнавання. Множина V  векторiв-предiкторiв, на 
основi якої реалiзується перелiченнi етапи,  називається 
навчаючою сукупністю.  Крiм  неї,  створюється ще й 
перевiрочна сукупнiсть,  яка використовується для перевiрки 
адекватностi моделi альтернативного прогнозу. 

Наведене вище приводить до висновку, що задача 
альтернативного прогнозу є по-сутi задачою розпiзнавання 
образiв. Розглянемо основнi iдеї теорiї розпiзнавання. 

Позначимо через 1H  гiпотезу, що образ 1VX ∈ . 

Альтернативною буде гiпотеза 2H  про те, що 2VX ∈ . 
Задача розпiзнавання полягає у тому, що треба знайти правило,  
яке дозволяє  обгрунтовано  прийняти гiпотезу 1H  або 2H . 
Всiляка процедура перевiрки гiпотез передбачає, що 
приймаючи те чи iнше рiшення,  ми можемо припустити  
помилку 1-го чи 2-го роду.  Нагадаємо,  що помилку 1-го роду 
ми припускаємо, коли вiдкидаємо правильну гiпотезу. Помилка 
2-го роду  пов'язана  з прийняттям невiрної гiпотези. 

Будемо вважати,  що вiдомими є умовнi ймовiрностi 
класiв 1V   i 2V  
 
 

( )121 ,...,, VxxxP n                                                 (7.1.3) 
 
 
i 
 

( )221 ,...,, VxxxP n  .                                             (7.1.4) 
 
 
     Позначимо ймовiрнiсть помилки 1-го роду через aP  , а 2-го 

роду через bP .  Знаючи ймовiрностi (7.1.3) i (7.1.4),  а також  



апрiорнi ймовiрностi ( )1VP  i ( )2VP  класiв 1V  i 2V , можна 
розрахувати ймовiрностi помилок 1-го i 2-го роду. Вони  
визначаються формулами 
 
  

( ) ( ) nn
R

a dxdxdxVxxxPVPP
V

...,...,, 211211 ...
2

∫ ∫=

                                                     (7.1.5) 
 
 

( ) ( ) nn
R

b dxdxdxVxxxPVPP
V

...,...,, 212212 ...
1

∫ ∫=

(7.1.6) 
 
 
Приймаючи ту чи iншу гiпотезу,  або те чи iнше класифікуюче 
рiшення, ми рискуємо зробити одну iз зазначених помилок. Iз 
теорiї статистичних рiшень випливає, що класифікуюче 
рiшення повинно бути таким, щоб середнiй риск (середня цiна) 
прийняття рiшення був мiнiмальним.  Середнiй риск 
визначається формулою 
 
 

bbaa PPW δδ +=                                                   (7.1.7) 
 
 
де aδ  i bδ  - цiна помилки 1-го i 2-го роду вiдповiдно. 

Цiни помилок 1-го i 2-го роду  можуть  дуже  
розрiзнятися.  Для iлюстрацiї цього наведемо такий приклад. 
Синоптик, складаючий прогноз погоди, на авiацiйнiй 
метеорологiчнiй станцiї (АМСТ)  чекає проходження холодного  
фронту другого роду. Аналiз синоптичних матерiалiв дає 
пiдставу передбачати, що при його проходженнi будуть 
спостерiгатися шквали.  Як вiдомо,  шквали можуть мати таку 



силу, що приводять до руйнування легкомоторних лiтакiв на 
стоянках, якщо їх не закрiпити. Але  мiркування  синоптика  не 
привели до правильного висновку i вiн не попередив 
керiвництво про небезпеку, тобто вiдкинув правільну гiпотезу, 
що  є помилкою 1 роду.  Це привело до великих матерiальних 
втрат. Розглянемо тепер iншу ситуацiю. Синоптик безпiдставно 
спрогнозував шквал  при  проходженнi холодного фронту,  
який не вiдбувся, тобто вiн прийняв невiрну гiпотезу i  здiйснив  
помилку  2-го  роду. Наслiдком цього була хибна тривога.  
Доречi, помилку 2-го роду й називають "помилкою хибної 
тривоги".  Цiни цих двох  помилок  у  нашому випадку 
непорiвняннi. Але у деяких задачах є можливiсть вважати, що 
помилки 1-го та 2-го роду мають однаковi цiни ( ba δδ = ). 

Маючи на  увазi  рiвностi  (7.1.7),  (7.1.6) i (7.1.5) 
запишемо рiвняння для середнього риску у формi 
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Ясно, що 
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Звiдси 
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Пiдставляючи рiвнiсть (7.1.10) у формулу (7.1.8), отримаємо 
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                                                      (7.1.11) 
 

Iз рiвняння (7.1.11) випливає,  що середнiй риск може  
досягати мiнiмуму, коли члени,  що розташованi у квадратних 
дужках, меншi нуля, тобто 
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Цiй нерiвностi є еквiвалентною така нерiвнiсть: 
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Оскiльки всi  величини,  що складають цю нерiвнiсть,  додатнi 
числа, нерiвнiсть (7.1.13) можна переписати таким чином: 
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Лiва частина нерiвностi (7.1.14) є деякою функцiєю вектора-
предiктора 
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Її називають функцiєю подiбностi. 
Величину 
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називають порогом. Таким чином, ми прийшли до такого 
розв'язувального правила: 
 
 

вектор 1VX ∈  , якщо ( ) θλ >nxxx ,...,2,1      
 (7.1.17) 

 вектор 2VX ∈  , якщо ( ) θλ <nxxx ,...,2,1  
 
Якщо є пiдстави вважати,  що ba δδ =  i ( ) ( )21 VPVP = ,  
то 1=θ  i розв'язувальне правило має вид: 
 
 
 вектор 1VX ∈  , якщо ( ) 1,...,2,1 >nxxxλ  

                                                      (7.1.18) 
 вектор 1VX ∈  , якщо ( ) 1,...,2,1 <nxxxλ  
 
 
Розв'язувальне правило може використовуватись i в iншому 
видi. Дiйсно, якщо нерiвнiсть (7.1.14) є справедливою, то 
справедливою є й нерiвнiсть 
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або 
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Функцiю 
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називають дискримiнантною  функцiєю  якщо 
використовується дискримiнантна функцiя, то розв'язувальне 
правило придбаває вид: 
 
 

1VX ∈  , якщо ( ) 0,...,2,1 >nxxxF  
 (7.1.22) 

 2VX ∈  , якщо ( ) 0,...,2,1 <nxxxF  
                                                      

Ясно, що рiвняння ( ) 0,...,, 21 =nxxxF  є рiвнянням 

роздiляючої поверхнi для пiдпросторiв 
1VR  i 

2VR . 

Методи, що  основанi на теорiї статистичних рiшень,  
мають такi обмеження: для їх реалiзацiї необхiдно знати 



щiльностi умовних  розподiлiв образiв у класах 1V  i 2V . Цi 
закони розподiлiв є багатовимiрними, i на основi множин 
векторiв-предiкторiв  класiв 1V  i 2V  отримання їх аналiтичного 
виду - це дуже складна задача.  Тому вважають, що вид законiв 
розподiлу є вiдомим. У такому разi задача зводиться до 
необхiдностi на основi вибiрок векторiв-предiкторiв отримати 
оцiнки параметрiв цих законiв. Ця процедура носить назву 
востановлення закону розподiлу.  При практичних реалiзацiях 
цих методiв вважають найбiльш часто, що класи векторiв-
предiкторiв пiдпорядковуються умовним нормальним 
розподiлам. У дiйсностi цi припущення строго не виконуються.  
Дуже добре вiдомо, що для багатьох метеорологiчних величин,  
якi  виступають  у ролi предiкторiв,  нормальний закон 
розподiлу не виконується.  Але,  як показує  попит,  це  не  
вносить суттєвих похибок,  якщо бiльшiсть предiкторiв має 
одномодальний розподiл. Ця умова у бiльшостi випадкiв 
виконується. 
 
 

7.2 Побудова розв'язувального правила для альтернативного 
прогнозу на основi багатовимiрного нормального розподiлу 

 
 

Будемо вважати, що вектори-предiктори 
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пiдпорядковуються багатовимiрному нормальному розподiлу. 
Параметрами його, як вiдомо, є вектори математичних 
сподiвань 
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i матрицi коварiацiй nnijKK ×= }{ . Тому щiльностi умовних 

розподiлiв для класiв 1V  i 2V  мають вид: 
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де 2121 ,,, KKµµ  - вектори математичних сподiвань i 
матрицi коварiацiй першого та другого класiв. 

Пiдставимо рiвностi (7.2.3) i (7.2.4) до дискримiнантної  
функцiї (7.1.21). Отримаємо 
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або пiсля скорочень 
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Вважалося, що цiни помилок першого i другого роду однаковi 

ba δδ = . Дискримiнантна функцiя ( )xF ,  яка  визначається  
формулою (7.2.5), носить назву  квадратичної  дискримiнантної  
функцiї.  Така назва пов'язується  з тим,  що першi два члени у 
квадратних дужках являють собою квадратичнi форми,  тобто 
многочлени степеня не бiльше другого. 

Щоб використовувати дискримінантну функцiю (7.2.5) 
при складаннi альтернативного прогнозу   гiдрометеоро-
логiчного  явища,  треба здiйснити "етап навчання". Вiн полягає 
у такому. 

Нехай ми  маємо m   векторiв-предiкторiв 1VX ∈ ,  

тобто коли явище, що прогнозується здiйснювалося,  а також k  
векторiв-предiкторiв 2VX ∈ ,  коли воно не спостерiгалося.  

Множина векторiв X  об'ємом kmVl +=  - навчаюча 
сукупнiсть використовується для того, 
щоб знайти статистичнi оцiнки векторiв математичних 
сподiвань класiв 1µ  i 2µ ,  якими є вектори середнiх значень 

1X  i 2X  предiкторiв, а також коварiацiйних матриць 1K̂  i 

2K̂ . На її основi знаходять також i апрiорнi ймовiрностi класiв 

( )1VP  i ( )2VP . Проведенням цих обчислювань i 
завершується етап навчання розпiзнаючої системи (7.2.5).  
Пiсля нього можна переходити  до  етапу  розпiзнавання, тобто 
прогнозу.  Вiн полягає у тому, що вектор предiкторiв X  
пiдставляється у рiвнiсть (7.2.5) i знаходиться значення 
дискримiнантної функцiї, що  дає  можливiсть  за  допомогою 
розв'язувального правила (7.1.22) вiднести цей вектор до класу 

1V ,  тобто прогнозувати  це атмосферне явище, або до класу 

2V , тобто явище не прогнозувати. 
Дискримiнантна функцiя (7.2.5) утримує операцiї 

обернення коварiацiйних матриць 1K  i 2K . Ця операцiя може 
привести до негативних наслiдкiв коли матрицi коварiацiй є 



погано визначними. У такому разi похибки, що мiстяться в 
коварiацiях, можуть привести до великих похибок коефiцiєнтiв 
квадратичних форм i, таким чином, до помилок на станi 
розпiзнавання. У рядi випадкiв цi похибки можуть бути 
бiльшими нiж тi похибки, якi ми робимо, приймаючи умову 
 
 

KKK == 21                                                          (7.2.6) 
 
 
тобто вважаючи,  що матрицi коварiацiй класiв  однаковi.  
Частiше  за всього приймається умова: 
 
 

2
21 KKK +

=                                                          (7.2.7) 

 
 
Якщо прийняти умову (7.2.6) у дискримiнантнiй функцiї (7.2.5) 
i вважати що ( ) )( 21 VPVP =  (останню умову можна 
виконати, формуючи належним чином навчаючу сукупнiсть), 
то будемо мати 
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Дискримiнантна функцiя (7.2.8) є лiнiйною дискримiнантною  
функцiєю. Дiйсно, у  першому  членi  правої  частини  рiвностi 

(7.2.8) добуток ( ) 1'
21

−− Kµµ  дає вектор-рядок,  а добуток 
його з вектором-стовпцем X  -  це  скалярний добуток цих 
векторiв,  тобто лiнiйна форма вiдносно координат вектора X . 
Другий член рiвностi (7.2.8) є скаляр, котрий  можна 
розрахувати,  як i вектор коефiцiєнтiв лiнiйної форми 

( ) 1'
21

−− Kµµ , заздалегiдь ще на етапi навчання. 
Використання дискримiнантного аналiзу значно 

спрощується,  якщо є пiдстави вважати коварiацiї рiвними 
нулю.  Це можна зробити,  якщо всi недiагональнi елементи 
матриць коварiацiй класiв 1V  i 2V  значно меншi вiд 
дiагональних, тобто дисперсiй, i ними можна знехтувати. 

Тодi 
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а її обернена матриця 
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тобто операцiя обернення матриць коварiацiй значно 
спрощується. При цьому спрощується й процедура 
розрахування коефiцiєнтiв квадратичних форм у квадратичнiй 
дискримiнантнiй функцiї (7.2.5).  Зауважимо, що саме такий 
випадок ми будемо мати,  якщо у якостi предiкторiв будемо 
використовувати головнi компоненти векторiв-предiкторiв. 

При умовi,  коли виконується умова (7.2.6) i,  крiм того, 
можна вважати коварiацiйну матрицю дiагональною,  значно 
спрощується вид i лiнiйної дискримiнантної  функцiї (7.2.8).  У 
цьому випадку вона дорiвнює 
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Звичайно, при  практичному  використаннi розглянутих 
дискримiнантних функцiй замiсть складових векторiв 
математичних сподiвань i дисперсiй предiкторiв 
використовують їх статистичнi оцiнки,  тобто середнi значення 
i вибiрковi дисперсiї предiкторiв. 
 
 

7.3 Приклад застосування дискримiнантного аналiзу в задачi 
прогнозу iнтенсивностi забруднення повiтря шкiдливими 

домiшками 
 
 

В роздiлi 4 розглядалася задача прогнозу концентрацiї 
шкiдливих домiшкiв (на прикладi концентрацiї 2SO ) на основi 
лiнiйної регресiйної моделi.  Але бувають випадки,  коли стоїть 
питання  не  про конкретне значення концентрацiї,  а треба 
визначити чи буде концентрацiя iнгредiєнта перебiльшувати 
деяке граничне значення,  чи не буде. Така задача повинна 
розв'язуватися з метою контролю вiрогiдностi вимiрюванних 
концентрацiй  iнгредiєнтiв   автоматизованою   системою 



контролю якостi атмосферного повiтря. Зазначенi задачi 
розв'язуються за допомогою алгоритмiв теорiї розпiзнування 
образiв. Розглянемо результати розв'язку однiєї з таких задач. 

У якостi вихiдної iнформацiї виступали даннi  про  
концентрацiї сірчаного газу  (предiктант),  а також результати 
метеорологiчних та аерологiчних вимiрювань (предiктори).  До 
складу потенцiальних предiкторiв були вiднесенi 
характеристики атмосфери,  якi чинять безпосереднiй вплив на 
поширення шкiдливих домiшкiв в  пограничному  шарi 
атмосфери. Це температура i вiдносна вологiсть повiтря, вектор 
швидкостi вiтру, його зональна та меридiональна складовi на 
рiвнях 0,02; 0,4; 0,2; 0,5; 1,0 i 2.0 км, вертикальний градiєнт 
швидкостi вiтру в шарах 0 - 0,5 i 0 - 1,0 км, вертикальний 
градiєнт температури повiтря в шарах 0 - 0,5; 0 - 1,0; 0 - 2,0; 0,5 
- 1,0; 0,5 - 2,0 км, наявнiсть приземної i припiднятої  iнверсiй  
температури,  положення  їх границь, характеристики 
турбулентностi тощо. Всього до складу потенцiальних 
предiкторiв увiйшло 48 метеорологiчних характеристик, у тому 
числi середньодобовi концентрацiї 2SO  у попереднiй добi, а 
також значення концентрацiї iнгредiєнта за двi i шiсть годин до 
термiну, що контролюється. За допомогою методу "включення" 
(роздiл 4) були визначенi статистично значущi предiктори.  До 
їх складу  увiйшли: середньодобова концентрацiя 2SO   у 

попередню добу ( 1x ),  концентрацiя 2SO  за двi години до 

термiну контролю ( 2x ), меридiональна складова швидкостi 

вiтру на рiвнi 0,2 км ( 6x ), модуль швидкостi вiтру на рiвнi 0,1 

( 5x ) км, вiдносна вологiсть повiтря ( 3x ), напрямок вiтру на 

рiвнi 0,1 км ( 4x ), градiєнт температури в шарi 0 - 0,5 км ( 7x ). 
Навчальна сукупнiсть складалася з семивимiрних  векторiв  
ситуацiй,  координатами  яких є перелiченi статистично 
значущi характеристики. 

Зазначена множина V  векторiв ситуацiй подiлялася на 
два класи 1V  i 2V . При цьому пороговим критерiєм було 



середнє значення концентрацiї 2SO , що розраховувалося на 

основi реалiзацiї предiктанта. Клас 1V  складався з 349, а клас 

2V - з 211 векторiв. 
На основi  цих  пiдмножин  векторiв предiкторiв були 

побудованi нелiнiйна i лiнiйна дискримiнантнi функцiї.  
Чисельнi експерименти, що проводилися  на цих 
дискримiнантних моделях дали таку ймовiрнiсть p  правильної 
класифiкацiї:  нелiнiйна модель p  = 0,74;  лiнiйна модель p  = 
0,76. 

 Викликає iнтерес питання про те, якi з предiкторiв дають 
найбiльший внесок у зазначений результат класифiкацiї. Для 
вiдповiдi на  це  питання  були органiзованi чисельнi 
експерименти з лiнiйною моделлю.  Вони полягали у тому,  що 
з векторiв  предiкторiв послiдовно виключалися тi чи iншi 
предiктори, пiсля чого визначалося значення дискримiнантної 
функцiї,  проводилася класифiкацiя й розраховувалася 
ймовiрнiсть  правильної класифiкацiї.  Результати цих 
чисельних експериментiв мiстяться в табл.  7.1,  де хрестиком  
зазначається предiктор, що зберiгається у векторi ситуацiй, а 
рискою той, що вилучається. 
 
 
Таблиця 7.1 - Iмовiрнiсть правильної класифiкацiї при рiзному 
                       складi векторiв - ситуацiй. 
 

I м о в i р н i с т ь 
 

Номер 
предiк- 
тора 76 70 75 75 75 76 75 75 65 

1 + + + + + + + + - 
2 + + + + + + + + - 
3 + - + + + - - - + 
4 + - - + + + + - + 
5 + - - - + + + - + 
6 + - - - - + - + + 
7 + - - - - + - - + 



 
 

З табл.  7.1 випливає,  що результати розпізнавання при  
рiзних наборах предiкторiв  змiнюється  незначно,  якщо  у 
векторi ситуацiї зберiгаються концентрацiї за зазначенi 
попереднi термiни, тобто перший i другий предiктори,  
iмовiрнiсть правильної класифiкацiї рiзко падає, якщо їх 
вилучити. 

Отже, моделi  розпізнавання,  що органiзованi таким 
чином,  є у значнiй мiрi iнерцiйними,  слабко реагуючими на 
змiнювання  фiзичних умов, що  сприяють  накопиченню  чи 
розсiюванню домiшку в атмосферi. Цей факт пояснюється тим, 
що при органiзованому за такими принципами навчання в 
систему ознак включаються рiзнорiднi стани атмосфери, при 
яких рiвнi забруднення повiтря можуть коливатися  у  значних  
межах. Тому статистичнi  зв'язки мiж координатами векторiв 
предiкторiв, що характеризують стан пограничного шару 
атмосфери,  i рiвнями  забруднення виявляються менше 
значущими, нiж залежностi мiж концентрацiями 2SO , якi 
контролюються, i концентрацiями в попереднi термiни. 

Бiльш ефективною виявляється двохступiнчаста система 
розпiзнавання. Вона полягає у тому,  що спочатку виконується 
розбиття векторiв ситуацiй на кластери, що характеризують 
визначнi стани пограничного шару атмосфери,  а потiм в 
кожному кластерi проводиться розпiзнавання стану 
забруднення атмосферного повiтря iнгредiєнтом. Принципи 
кластерного аналiзу,  розглядалися у попередньому  роздiлi.  
Тому стосовно до задачi, що розглядається, наведемо лише 
результати кластерiзацiї. 

Процес кластерiзацiї векторiв предiкторiв втiлювався за 
допомогою алгоритму IСОМАД.  Вся множина iз 560  векторiв,  
характеристика яких розглядалася вище, була роздiлена на три 
кластери. До першого з них увійшло 450 ,  до другого - 75, до 
третього - 95 векторiв предiкторiв, координати центрiв цих 
кластерiв мiстяться в табл. 7.2. 
 
 



Таблиця 7.2 - Координати центрiв кластерiв. 
 
 

Н о м е р    п р е д i к т о р а Клас-
тер 
            1 2 3 4 5 6 7 

І 0,53 0,32 83,0 220,0 6,8 1,9 0,51 
ІІ 2,23 2,90 77,0 200,0 7,9 7,5 0,41 
ІІІ 2,24 2,74 81,0 30,0 5,9 -1,7 -0,13 

 
Аналiзуючи результати,  що утримуються в табл. 7.2, можна 
побачити, що  перший  кластер характеризується меншим 
порiвняно з iншими кластерами вмiстом домiшку у попереднi  
термiни,  порiвняно  високим значенням вiдносної  вологостi  
повiтря i швидкостi вiтру i вiдносно великим додатнiм 
вертикальним градiєнтом  температури.  Порiвняно  з першим, 
другий  кластер утримує приблизно на порядок бiльшi 
величини попереднiх концентрацiй iнгредiєнта,  зниженi 
значення вiдносної вологостi повiтря  й  бiльшi  швидкостi  
вiтру.  Йому вiдповiдає також бiльш стiйкий стан пограничного 
шару повiтря.  Якщо середнi значення попереднiх концентрацiй 

2SO   у третьому кластерi мало вiдрiзняються вiд цих значень у 
другому кластерi,  то координати центрiв другого i третього 
кластерiв,  що вiдносяться до параметрiв стану пограничного 
шару атмосфери,  розрiзняються значно. В третьому кластерi 
бiльш високою є вiдносна вологiсть повiтря, змiнюється на 
протилежний напрямок переносу,  меншою є його швидкiсть, 
переважує iнверсiйна стратифiкацiя пограничного шару 
атмосфери. 

Оскiльки кожному вектору предiкторiв ставиться у  
вiдповiднiсть визначне значення предiктанта – концентрацiї 

2SO , розбиттю векторiв ситуацiй на кластери вiдповiдає 
розбиття множини значень  предiктанта на пiдмножини,  якi 
вiдповiдають видiленим кластерам. Емпiричнi розподiли їх 
частостей мiститься на рис. 7.3. 



Як видно, цi розподiли для рiзних кластерiв значно 
розрiзняються. Першому кластеру (І) вiдповiдають великi 
частостi незначних концентрацiй 2SO , а концентрацiї, що 
перевищують двi вiдноснi одиницi практично вiдсутнi. До 
другого кластеру (ІІ) належать концентрацiї 2SO  вiд  1 до 5 
вiдносних одиниць.  При третьому кластерi (ІІІ) ситуацiй 
спостерiгається вiдноснi концентрацiї 2SO   вiд 0,5  до  7 
одиниць. Крiм областей визначення, розподiли розрiзняються i 
формою. Якщо для концентрацiй 2SO  першого кластеру 
векторiв предiкторiв розподiл є близьким до 
експоненцiального,  то для другої i третьої пiдмножини 
концентрацiй 2SO   кривi розподiлу мають моду. При цьому 
iмовiрнiсть модального  значення  предiктанта другого 
кластеру перебiльшує iмовiрнiсть модального значення у 
третьому кластерi майже  у два рази.  Розподiл iмовiрностей 
концентрацiй 2SO , що вiдповiдають векторам предiкторiв 
третього кластеру,  характеризується, окрiм того, значною 
правосторонньою асиметрiєю. 

Двохступiнчаста система класифiкацiї полягає у такому: 
спочатку визначається належнiсть  вектора предiкторiв,  що 
пред'являється для розпiзнавання, до одного iз трьох кластерiв 
шляхом порiвняння евклiдових вiдстаней мiж цим вектором i 
центрами кластерiв.  Оскiльки, як зазначалося вище,  першому 
кластеру вiдповiдають малi величини  концентрацiй 2SO ,  то 
попадання вектора ситуацiй до першого кластеру свiдчить про 
те,  що вiдповiдне йому значення  концентрацiй  домiшку 
повинно бути невеликим. 

Вектори ситуацiй, що вiдносяться до другого i третього 
кластерiв, можуть  супроводитись як  великими,  так й малими 
концентраціями iнгредiєнта. Тому вiднесення вектора ситуацiй 
до одного з них ще  не дає можливостi  прийняти  рiшення 
вiдносно вiрогiдностi концентрацiї домiшку, що вимiрюється 
автоматизованою системою. Необхiдно побудувати 
розв'язувальне правило, яке дало б змогу виконати подальшу 



класифiкацiю вже всерединi кожного з кластерiв.  Для цього 
були сформованi навчальнi сукупностi шляхом розбиття 
кожного з останнiх кластерiв на два класи. Порогом при цьому 
встановлювалось середнє значення предiктанта, розрахованого 
для кожного кластера. В результатi iз загальної кiлькостi 
векторiв предiкторiв другого кластеру  до  першого класу 
вiднесено 31,  для другого - 44 векторiв. Iз третього кластеру 
були сформованi пiдмножини, якi складалися вiдповiдно з 53 i 
42 векторiв. 

Результати чисельних експериментiв для 
двохступiнчастої системи мiстяться в табл. 7.3. Розглядаються 
ймовiрностi правильного розпiзнавання, що отриманi за 
допомогою побудованих на основi  перелiчених вище 
навчальних сукупностей нелiнiйних i лiнiйних 
дискримiнантних функцiй, для ситуацiй, котрi вiдносяться до 
другого й третього кластерiв. Як зазначалося вище,  першому 
кластеру векторiв ситуацiй вiдповiдають тiльки невеликi 
концентрацiї  iнгредiєнта  i  тiльки  такi концентрацiї треба 
вважати вiрогiдними. Iмовiрностi правильного розпiзнавання, 
що мiстяться в табл.  7.3, отриманi, крiм того, при рiзних 
наборах предiкторiв. 
 
 
Таблиця 7.3  - Iмовiрностi правильного розпiзнавання при 

        рiзних наборах предiкторiв. 
 

I м о в i р н i с т ь Набiр 
предiкторiв  
моделi 

 

Вид 
 третiй кластер другий кластер

1,2.3,4, 
5,6,7 

лiнiйна 
нелiнiйна 

0,66 
0,80 

0,64 
0,79 

1,2,3 
 

лiнiйна 
нелiнiйна 

0,59 
0,42 

0,63 
0,48 

 
 



Як випливає з табл. 7.3, у другому i третьому кластерi 
при повному наборi предiкторiв нелiнiйнi дискримiнантнi 
функцiї дають бiльшу iмовiрнiсть правильного розпiзнавання,  
нiж лiнiйнi. Порівняно з одноступiнчастою двохступiнчаста 
модель є бiльш чутливою до  предiкторiв, що характеризують 
стан пограничного шару атмосфери: виключення чотирьох 
останнiх предiкторiв значно зменшує iмовiрнiсть правильної 
класифiкацiї,  причому  найбiльш чутливими виявляються 
нелiнiйнi дискримiнантнi моделi.  Цей факт показує,  що 
двоступiнчастi моделi класифiкацiї є бiльш фiзично 
обгрунтованими, нiж одноступiнчастi.  

Треба мати на увазi, що потреби побудови 
двохступiнчастих моделей розпiзнавання  образiв визначаються 
дослiдником у залежностi вiд характеру задачi,  що 
розв'язується. У багатьох iнших випадках i одноступiнчаста 
модель дає цiлком прийнятнi результати. 
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Додаток  1 

                 Значення функції   2

2

2
1)(

t

etf
−

=
π

 

 
 

t  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

 
0,0 3989 3989 3989 3988 3986 3984 3982 3980 3977 3973 
0,1 3970 3965 3961 3956 3951 3945 3939 3932 3925 3918 
0,2 3910 3902 3894 3885 3876 3867 3857 3847 3836 3825 
0,3 3814 3802 3700 3778 3765 3752 3739 3725 3712 3697 
0,4 3683 3668 3653 3637 3621 3605 3589 3572 3555 3538 

 
0,5 3521 3503 3485 3467 3448 3429 3410 3391 3372 3352 
0,6 3332 3312 3292 3271 3251 3230 3209 3187 3166 3144 
0,7 3123 3101 3079 3056 3034 3011 2989 2966 2943 2920 
0,8 2897 2874 2850 2827 2803 2780 2756 2732 2709 2685 
0,9 2661 2637 2613 2589 2565 2541 2516 2492 2468 2444 

 
1,0 2420 2396 2371 2347 2323 2299 2275 2251 2227 2203 
1,1 2179 2155 2131 2107 2083 2059 2036 2012 1989 1965 
1,2 1942 1919 1895 1872 1849 1826 1804 1781 1758 1736 
1,3 1714 1691 1669 1647 1626 1604 1582 1561 1539 1518 
1,4 1497 1476 1456 1435 1415 1394 1374 1354 1334 1315 

 
1,5 1295 1276 1257 1238 1219 1200 1182 1163 1145 1127 
1,6 1109 1092 1074 1057 1040 1023 1006 0989 0973 0957 
1,7 0940 0925 0909 0893 0878 0863 0848 0833 0818 0804 
1,8 0790 0775 0761 0748 0734 0721 0707 0694 0681 0669 
1,9 0656 0644 0632 0620 0608 0596 0584 0573 0562 0551 

 
2,0 0540 0529 0519 0508 0498 0488 0478 0468 0459 0449 
2,1 0440 0431 0422 0413 0404 0396 0387 0379 0371 0363 
2,2 0355 0347 0339 0332 0325 0317 0310 0303 0297 0290 
2,3 0283 0277 0270 0264 0258 0252 0246 0241 0235 0229 
2,4 0224 0219 0213 0203 0203 0198 0194 0189 0184 0180 
2,5 0175 0171 0167 0163 0158 0154 0151 0147 0143 0139 



 
Продовження Додатку 1 

 

t  0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

 
2,6 0136 0132 0129 0126 0122 0119 0116 0113 0110 0107 
2,7 0104 0101 0099 0096 0093 0091 0088 0086 0084 0081 
2,8 0079 0077 0075 0073 0071 0069 0067 0065 0063 0061 
2,9 0060 0058 0056 0055 0053 0051 0050 0048 0047 0046 
3,0 0044 0043 0042 0040 0039 0038 0037 0036 0035 0034 

                
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
 

Додаток  2 

           Значення інтегралу ймовірності dtetФ
t t

∫
−

=
0

2

2

2
2)(
π

 

 

t  )(tФ  t  )(tФ  t  )(tФ  t  )(tФ
0,00 0,00000 0,30 0,23582 0,60 0,45149 0,90 0,63188 
01 00798 31 24344 61 45814 91 63718 
02 01596 32 25103 62 46474 92 64243 
03 02393 33 25860 63 47131 93 64763 
04 03191 34 26614 64 47783 94 65278 

0,05 0,03988 0,35 0,27366 0,65 0,48431 0,95 0,65789 
06 04784 36 28115 66 49075 96 66294 
07 05581 37 28862 67 49714 97 66795 
08 06376 38 29605 68 50350 98 67291 
09 07171 39 30346 69 50981 99 67783 

0,10 0,07966 0,40 0,31084 0,70 0,51607 1,00 0,68269 
11 08759 41 31819 71 52230 01 68750 
12 09552 42 32552 72 52848 02 69227 
13 10348 43 33280 73 53461 03 69699 
14 11134 44 34006 74 54070 04 70166 
15 11924 45 34729 75 54675 1,05 70628 
16 12712 46 35448 76 55275 06 71086 
17 13499 47 36164 77 55870 07 71538 
18 14285 48 36877 78 56461 08 71986 
19 15069 49 37587 79 57047 09 72429 

0,20 0,15852 0,50 0,38292 0,80 0,57629 1,10 0,72867 
21 16633 51 38995 81 58206 11 73300 
22 17413 52 39694 82 58778 12 73729 
23 18191 53 40389 83 59346 13 74152 
24 18967 54 41080 84 59909 14 74571 
25 19741 55 41768 85 60468 15 74986 
26 20514 56 42452 86 61021 16 75395 
27 21284 57 43132 87 61570 17 75800 
28 22052 58 43809 88 62114 18 76200 
29 22818 59 44481 89 62653 19 76595 



Продовження Додатку 2 
 

t  )(tФ  t  )(tФ  t  )(tФ  t  )(tФ
1,20 0,76986 1,55 0,87886 1,90 0,94257 2,25 0,97555 
21 77372 56 88124 91 94387 26 97618 
22 77754 57 88358 92 94514 27 97679 
23 78130 58 88589 93 94639 28 97739 
24 78502 59 88817 94 94762 29 97798 
25 78870 1,60 0,89040 95 94882 2,30 0,97855 
26 79233 61 89260 96 95000 31 97911 
27 79592 62 89477 97 95116 32 97966 
28 79945 63 89690 98 95230 33 98019 
29 80295 64 89899 99 95341 34 98072 

1,30 0,80640 65 90106 2,00 0,95450 35 98123 
31 80980 66 90309 01 95557 36 98172 
32 81316 67 90508 02 95662 37 98221 
33 81648 68 90704 03 95764 38 98269 
34 81975 69 90897 04 95865 39 98315 
35 82298 1,70 0,91087 05 95964 2,40 0,98360 
36 82617 71 91273 06 96060 41 98405 
37 82931 72 91457 07 96155 42 98448 
38 83241 73 91637 08 96247 43 98490 
39 83547 74 91814 09 96338 44 98531 

1,40 0,83849 75 91988 2,10 0,96427 45 98571 
41 84146 76 92159 11 96514 46 98611 
42 84439 77 92327 12 96599 47 98649 
43 84728 78 92492 13 96683 48 98686 
44 85013 79 92655 14 96765 49 98723 
45 85294 1,80 0,92814 15 96844 2,50 0,98758 
46 85571 81 92970 16 96923 51 98793 
47 85844 82 93124 17 96999 52 98826 
48 86113 83 93275 18 97074 53 98859 
49 86378 84 93423 19 97148 54 98891 

1,50 0,86639 1,85 0,93569 2,20 0,97219 2,55 0,98923 
51 86696 86 93711 21 97289 56 98953 
52 87149 87 93852 22 97358 57 98983 
53 87398 88 93989 23 97425 58 99012 
54 87644 89 94124 24 97491 59 99040 



Продовження Додатку 2 
 
t  )(tФ  t  )(tФ  t  )(tФ  t  )(tФ

2,60 0,99068 2,95 0,99682 3,30 0,99903 3,65 0,99974 
61 99095 96 99692 31 99907 66 99975 
62 99121 97 99702 32 99910 67 99976 
63 99146 98 99712 33 99913 68 99977 
64 99171 99 99721 34 99916 69 99978 
65 99195 3,00 0,99730 35 99919 3,70 0,99978 
66 99219 01 99739 36 99922 71 99979 
67 0,99241 02 99747 37 99925 72 99980 
68 99263 03 99755 38 99928 73 99981 
69 99285 04 99763 39 99930 74 99982 

2,70 0,99307 05 99771 3,40 0,99933 75 99982 
71 99327 06 99779 41 99935 76 99983 
72 99347 07 99786 42 99937 77 99984 
73 99367 08 99793 43 99940 78 99984 
74 99386 09 99800 44 99942 79 99985 
75 99404 3,10 0,99806 45 99944 3,80 0,99986 
76 99422 11 99813 46 99946 81 99986 
77 99439 12 99819 47 99948 82 99987 
78 99456 13 99825 48 99950 83 99987 
79 99473 14 99831 49 99952 84 99988 

2,80 0,99489 15 99837 3,50 99953 85 99988 
81 99505 16 99842 51 99955 86 99989 
82 99520 17 99848 52 99957 87 99989 
83 99535 18 99853 53 99958 88 99990 
84 99549 19 99858 54 99960 89 99990 
85 99563 3,20 0,99863 55 99961 3,90 0,99990 
86 99576 21 99867 56 99963 91 99991 
87 99590 22 99872 57 99964 92 99991 
88 99602 23 99876 58 99966 93 99992 
89 99615 24 99880 59 99967 94 99992 

2,90 0,99627 25 99855 3,60 0,99968 95 99992 
91 99639 26 99889 61 99969 96 99992 
92 99650 27 99892 62 99971 97 99993 
93 99661 28 99896 63 99972 98 99993 
94 99672 29 99900 64 99973 99 99993 

 



       Додаток 3 
 
 

Значення функції Пуассона  
!

)(
m
emXP

m λλ −

==  

 

λ  X
 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0 
0 0,9048 8187 7408 6703 6065 5488 4966 4493 4066 3679
1 0905 1637 2222 2681 3033 3293 3476 3595 3659 3679
2 0045 0164 0333 0536 0758 0988 1217 1438 1647 1839
3 0002 0011 0033 0072 0126 0198 0284 0383 0494 0613
4 0000 0001 0003 0007 0016 0030 0050 0077 0111 0253
5 - - - 0001 0002 0004 0007 0012 0020 0031
6 - - - - - - 0001 0002 0003 0005
7 - - - - - - - - - 0001

 
 
Продовження  Додатку 3 
 
 

λ  X
 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6 1,7 1,8 1,9 2,0 
0 0,3329 3012 2725 2466 2231 2019 1827 1653 1496 1353
1 3662 3614 3543 3452 3347 3230 3106 2975 2842 2707
2 2014 2169 2303 2417 2510 2584 2640 2678 2700 2707
3 0738 0867 0998 1128 1255 1378 1496 1607 1710 1805
4 0203 0260 0324 0395 0471 0551 0636 0723 0812 0902
5 0045 0063 0084 0111 0141 0176 0216 0260 0309 0361
6 0008 0013 0018 0026 0035 0047 0061 0078 0098 0120
7 0001 0002 0003 0005 0008 0011 0015 0020 0027 0034
8 - - 0001 0001 0001 0002 0003 0005 0006 0009
9 - - - - - - 0001 0001 0001 0002

 
 
 
 



 
 
 
Продовження  Додатку 3 
 
 

λ  X
 2,1 2,2 2,3 2,4 2,5 2,6 2,7 2,8 2,9 3,0 
0 0,1225 1108 1003 0903 0821 0743 0672 0608 0550 0498
1 2572 2438 2306 2177 2052 1931 1815 1703 1596 1494
2 2700 2681 2652 2613 2565 2510 2450 2384 2314 2240
3 1890 1964 2083 2090 2136 2176 2205 2225 2234 2240
4 0992 1087 1169 1254 1336 1414 1488 1557 1622 1680
5 0417 0476 0538 0602 0668 0735 0804 0872 0941 1008
6 0146 0175 0206 0241 0278 0319 0362 0407 0455 0504
7 0004 0055 0068 0083 0099 0118 0140 0163 0188 0216
8 0012 0015 0020 0025 0031 0039 0047 0057 0068 0081
9 0003 0004 0005 0007 0009 0011 0014 018 0022 0027

10 0001 0001 0001 0002 0002 0003 0004 0005 0006 0008
 
 
Продовження  Додатку 3 
 
 

λ  X
 3,5 4,0 4,5 5,0 6,0 7,0 8,0 9,0 10,0 11,0 
0 0,0302 0183 0111 0067 0025 0009 0003 0001 - - 
1 1057 0733 0500 0333 0149 0064 0027 0011 0005 0002
2 1850 1465 1125 0842 0446 0223 0107 0050 0023 0010
3 2158 1954 1687 1404 0892 0521 0286 0150 0076 0037
4 1888 1954 1898 1755 1339 0912 0573 0338 0189 0102
5 1327 1563 1708 1755 1606 1277 0916 1277 0916 0224
6 0771 1042 1281 1462 1606 1490 1221 0911 0631 0411
7 0386 0595 0824 1044 1377 1490 1396 1171 0901 0646
8 0169 0298 0463 0653 1033 1304 1396 1318 1126 0888
9 0066 0132 0232 0363 0638 1014 1241 1318 1251 1058

10 0023 0053 0104 0181 0413 0710 0993 1186 1251 1194
11 0007 0019 0043 0082 0225 0452 0722 0970 1137 1194
12 0002 0006 0016 0034 0113 0264 0481 0728 0948 1094
 



       Додаток 4 
 

Значення критерію Стьюдента при рівні 
 значущості a  і числа ступенів волі ν  

 
Двостороння критична область,  α   ν  0,2 0,1 0,05 0,02 0,01 0,005 0,002 0,001 

1 3,08 6,31 12,71 31,82 63,66 127,32 318,30 636,61
2 1,89 2,92 4,30 6,96 9,92 14,09 22,33 31,60 
3 1,64 2,35 3,18 4,54 5,84 7,45 10,21 12,92 
4 1,53 2,13 2,78 3,75 4,60 5,60 7,17 8,61 
5 1,48 2,02 2,57 3,36 4,03 4,77 5,89 6,87 
6 1,44 1,94 2,45 3,14 3,71 4,32 5,21 5,96 
7 1,41 1,89 2,36 3,00 3,50 4,03 4,79 5,41 
8 1,40 1,86 2,31 2,90 3,36 3,83 4,50 5,04 
9 1,38 1,83 2,26 2,82 3,25 3,69 4,30 4,78 

10 1,37 1,81 2,23 2,76 3,17 3,58 4,14 4,59 
11 1,36 1,80 2,20 2,72 3,11 3,50 4,02 4,44 
12 1,36 1,78 2,20 2,68 3,05 3,43 3,93 4,32 
13 1,35 1,77 2,16 2,65 3,01 3,37 3,85 4,22 
14 1,34 1,76 2,14 2,62 2,98 3,33 3,79 4,14 
15 1,34 1,75 2,13 2,60 2,95 3,29 3,73 4,07 
16 1,34 1,75 2,12 2,58 2,92 3,25 3,69 4,02 
17 1,33 1,74 2,11 2,57 2,90 3,22 3,65 3,97 
18 1,33 1,73 2,10 2,55 2,88 3,20 3,61 3,92 
19 1,33 1,73 2,09 2,54 2,86 3,17 3,58 3,88 
20 1,33 1,72 2,09 2,53 2,85 3,15 3,55 3,85 
21 1,32 1,72 2,08 2,52 2,83 3,14 3,53 3,82 
22 1,32 1,72 2,07 2,51 2,82 3,12 3,51 3,79 
23 1,32 1,71 2,07 2,50 2,81 3,10 3,48 3,77 
24 1,32 1,71 2,06 2,49 2,90 3,09 3,47 3,75 
25 1,32 1,71 2,06 2,49 2,79 3,08 3,45 3,73 
26 1,32 1,71 2,06 2,48 2,78 3,07 3,44 3,71 
27 1,31 1,70 2,05 2,47 2,77 3,06 3,42 3,69 
28 1,31 1,70 2,05 2,47 2,76 3,05 3,41 3,67 
29 1,31 1,70 2,05 2,46 2,76 3,04 3,40 3,66 
30 1,31 1,70 2,04 2,46 2,75 3,03 3,39 3,65 
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Двостороння критична область,  α   ν  0,2 0,1 0,05 0,02 0,01 0,005 0,002 0,001 
40 1,30 1,68 2,02 2,42 2,70 2,97 3,31 3,55 
60 1,30 1,67 2,00 2,39 2,66 2,91 3,23 3,46 
120 1,29 1,66 1,98 2,36 2,62 2,85 3,16 3,37 

 1,28 1,64 1,96 2,33 2,58 2,81 3,09 3,29 
 
 
 
                                           



                                       Додаток 5 
 

Значення критерію Фішера  F  
для рівня значущості  0,05 

 

1ν - число ступенів волі для більшої дисперсії 

2ν - число ступенів волі для меншої дисперсії 
 

2ν  
1ν  

12 14 16 20 24 30 40 50 75 
10 2,9 2,9 2,8 2,8 2,7 2,7 2,7 2,6 2,6 
11 2,8 2,7 2,7 2,7 2,6 2,6 2,5 2,5 2,5 
12 2,7 2,6 2,6 2,5 2,5 2,5 2,4 2,4 2,4 
13 2,6 2,6 2,5 2,5 2,4 2,4 2,3 2,3 2,3 
14 2,5 2,5 2,4 2,4 2,4 2,3 2,3 2,2 2,2 
15 2,5 2,4 2,3 2,3 2,3 2,3 2,2 2,2 2,2 
16 2,4 2,4 2,3 2,3 2,2 2,2 2,2 2,1 2,1 
17 2,4 2,3 2,3 2,3 2,2 2,2 2,1 2,1 2,0 
18 2,3 2,3 2,3 2,3 2,2 2,1 2,1 2,0 2,0 
19 2,3 2,3 2,2 2,2 2,1 2,1 2,0 2,0 2,0 
20 2,3 2,2 2,2 2,1 2,1 2,0 2,0 2,0 1,9 
21 2,3 2,2 2,2 2,1 2,1 2,0 2,0 1,9 1,9 
22 2,2 2,2 2,1 2,1 2,0 2,0 1,9 1,9 1,9 
23 2,2 2,1 2,1 2,0 2,0 2,0 1,9 1,9 1,8 
24 2,2 2,1 2,1 2,0 2,0 1,9 1,9 1,9 1,8 
25 2,2 2,1 2,1 2,0 2,0 1,9 1,9 1,8 1,8 
26 2,2 2,1 2,1 2,0 2,0 1,9 1,9 1,8 1,8 
27 2,1 2,1 2,0 2,0 1,9 1,9 1,8 1,8 1,8 
28 2,1 2,1 2,0 2,0 1,9 1,8 1,8 1,8 1,8 
29 2,1 2,1 2,0 1,9 1,9 1,9 1,8 1,8 1,7 
30 2,1 2,0 2,0 1,9 1,9 1,8 1,8 1,8 1,7 
32 2,1 2,0 2,0 1,9 1,9 1,8 1,8 1,7 1,7 
34 2,1 2,0 2,0 1,9 1,8 1,8 1,7 1,7 1,7 
36 2,0 2,0 1,9 1,9 1,8 1,8 1,7 1,7 1,7 
38 2,0 2,0 1,9 1,9 1,8 1,8 1,7 1,7 1,6 
40 2,0 2,0 1,9 1,8 1,8 1,7 1,7 1,7 1,6 
42 2,0 1,9 1,9 1,8 1,8 1,7 1,7 1,6 1,6 
44 2,0 1,9 1,9 1,8 1,8 1,7 1,7 1,6 1,6 
46 2,0 1,9 1,9 1,8 1,8 1,7 1,7 1,6 1,6 
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48 2,0 1,9 1,9 1,8 1,7 1,7 1,6 1,6 1,6 
50 2,0 1,9 1,9 1,8 1,7 1,7 1,6 1,6 1,6 

100 1,9 1,8 1,8 1,7 1,6 1,6 1,5 1,5 1,4 
200 1,8 1,7 1,7 1,6 1,6 1,5 1,7 1,4 1,4 
∞  1,8 1,7 1,6 1,6 1,5 1,5 1,4 1,4 1,3 

 



 
                                          Додаток 6 
 

 

Значення   ),(2 ναχ  для   різних    значень 
чисел  ступенів   волі  та   рівня    значущості 

 
 

                                                                                       
α  

 
ν  

0,995 0,990 0,975 0,95 0,90 0,80 0,70 0,30 

 
1 0,0393 0,0157 0,0982 0,0393 0,0158 0,0642 0,148 1,07 
2 0,0100 0,0201 0,0506 0,103 0,211 0,446 0,713 2,41 
3 0,0717 0,115 0,216 0,352 0,584 1,00 1,42 3,67 
4 0,207 0,297 0,484 0,711 1,06 1,65 2,19 4,88 
5 0,412 0,554 0,831 1,15 1,61 2,34 3,00 6,06 

 
6 0,676 0,872 1,24 1,64 2,20 3,07 3,83 7,23 
7 0,989 1,24 1,69 2,17 2,83 3,82 4,67 8,38 
8 1,34 1,65 2,18 2,73 3,49 4,59 5,53 9,52 
9 1,73 2,09 2,70 3,33 4,17 5,38 6,39 10,7 

10 2,16 2,56 3,25 3,94 4,87 6,18 7,27 11,8 
 

11 2,60 3,05 3,82 4,57 5,58 6,99 8,15 12,9 
12 3,07 3,57 4,40 5,23 6,30 7,81 9,03 14,0 
13 3,57 4,11 5,01 5,89 7,04 8,63 9,93 15,1 
14 4,07 4,66 5,63 6,57 7,79 9,47 10,8 16,2 
15 4,60 5,23 6,26 7,26 8,55 10,3 11,7 17,3 

 
 
 
 
 
 
 



 
  Продовження  Додатку 6 
 
 

α  
 
ν  

0,995 0,990 0,975 0,95 0,90 0,80 0,70 0,30 

 
16 5,14 5,81 6,91 7,96 9,31 11,2 12,6 18,4 
17 5,70 6,41 7,56 8,67 10,1 12,0 13,5 19,5 
18 6,26 7,01 8,23 9,39 10,9 12,9 14,4 20,6 
19 6,84 7,63 8,91 10,1 11,7 13,7 15,4 21,7 
20 7,43 8,26 9,59 10,9 12,4 14,6 16,3 22,8 

 
21 8,03 8,90 10,3 11,6 13,2 15,4 17,2 23,9 
22 8,64 9,54 11,0 12,3 14,0 16,3 18,1 24,9 
23 9,26 10,2 11,7 13,1 14,8 17,2 19,0 26,0 
24 9,89 10,9 12,4 13,8 15,7 18,1 19,9 27,1 
25 10,5 10,5 13,1 14,6 16,5 18,9 20,9 28,2 

 
26 11,2 12,2 13,8 15,4 17,3 19,8 21,8 29,2 
27 11,8 12,9 14,6 16,2 18,1 20,7 22,7 30,3 
28 12,5 13,6 15,3 16,9 18,9 21,6 23,6 31,4 
29 13,1 14,3 16,0 17,7 19,8 22,5 24,6 32,5 
30 13,8 15,0 16,8 18,5 20,6 23,4 25,5 33,5 

 
35 17,2 18,5 20,6 22,5 24,8 27,8 30,2 38,9 
40 20,7 22,2 24,4 26,5 29,1 32,3 34,9 44,2 
45 24,3 25,9 28,4 30,6 33,4 36,9 39,6 49,5 
50 28,0 29,7 32,4 34,8 37,7 41,1 44,3 54,7 
75 47,2 49,5 52,9 56,1 59,8 64,5 68,1 80,9 
100 67,3 70,1 74,2 77,9 82,4 87,9 92,1 106,9

 
 
 
 
 



 
 
 
  Продовження  Додатку 6 
 
 

α  
 
ν  

0,20 0,10 0,05 0,025 0,010 0,005 0,001 

1 1,64 2,71 3,84 5,02 6,63 7,88 10,8 
2 3,22 4,61 5,99 7,38 9,21 10,6 13,8 
3 4,64 6,25 7,81 9,35 11,3 12,8 16,3 
4 5,99 7,78 9,49 11,1 13,3 14,9 18,5 
5 7,29 9,24 11,1 12,8 15,1 16,7 20,5 

 
6 8,56 10,6 12,6 14,4 16,8 18,5 22,5 
7 9,80 12,0 14,1 16,0 18,5 20,3 24,3 
8 11,0 13,4 15,5 17,5 20,1 22,0 26,1 
9 12,2 14,7 16,9 19,0 21,7 23,6 27,9 

10 13,4 16,0 18,3 20,5 23,2 25,2 29,6 
 

11 14,6 17,3 19,7 21,9 24,7 26,8 31,3 
12 15,8 18,5 21,0 23,3 26,2 28,3 32,9 
13 17,0 19,8 22,4 24,7 27,7 29,8 34,5 
14 18,2 21,1 23,7 26,1 29,1 31,3 36,1 
15 19,3 22,3 25,0 27,6 30,9 32,8 37,7 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 
  Продовження  Додатку 6 
 
 

α  
 
ν  

0,20 0,10 0,05 0,025 0,010 0,005 0,001 

 
16 20,5 23,5 26,3 28,8 32,0 34,3 39,3 
17 21,6 24,8 27,6 30,2 33,4 35,7 40,8 
18 22,8 26,0 28,9 31,5 34,8 37,2 42,3 
19 23,9 27,0 30,1 32,9 36,2 38,6 43,8 
20 25,0 28,4 31,4 34,2 37,6 40,0 45,3 

 
21 26,9 29,6 32,7 35,5 38,9 41,4 46,8 
22 27,3 30,8 33,9 36,0 40,3 42,8 48,3 
23 28,4 32,0 35,2 38,1 41,6 44,2 49,7 
24 29,6 33,0 36,4 39,4 43,0 45,6 51,2 
25 30,7 34,4 37,7 40,6 44,3 46,9 52,6 

 
26 31,8 35,6 38,9 41,0 45,6 48,3 54,1 
27 32,9 36,7 40,1 43,2 47,0 49,6 55,5 
28 34,0 37,9 41,3 44,5 48,3 51,0 56,9 
29 35,1 39,1 42,6 45,7 49,6 52,3 58,3 
30 36,3 40,3 43,8 47,0 50,9 53,7 59,7 

 
35 41,8 46,1 49,8 53,2 57,3 60,3 66,6 
40 47,3 51,8 55,8 59,3 63,7 66,8 73,4 
45 52,7 57,5 61,7 65,4 70,0 73,2 80,1 
50 58,2 63,2 67,5 71,4 76,2 79,5 86,7 
75 85,1 91,1 96,2 100,8 106,4 110,3 118,6 
100 111,7 118,5 124,3 129,6 135,6 140,2 149,4 

 




